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Vzorové riesenia 2. kola zimnej ¢asti

Milé deti,

Vianoce mame tuspesne za sebou, a to okrem iného znamend, Ze nadisiel ten spravny
¢as na vzorové rieSenia druhého kola. Nemusite sa ich vobec bat — podla naSich doterajsich
skusenosti nehryzii. Tak na Co eSte cakate? Tieto rieSenia st tu len a len pre vas. ..

Chemist who falls in acid is absorbed in work.
KSPéci

. . ’ e opravovalo YoYo ¢
1. Ochrana zdravia pri praci (max. 15 bodov)

Po tom, ¢o Kontrolna Skupina Pracovnikov dostala vase programy, rozhodla sa, ze by bolo
najlepsie delegovat jedného z nich, aby sa tou kopou prehrabal a vybral ten najrychlejsi. No
a kedZe delegovany pracovnik stile nemé funkéné stopky!, rozhodol sa roztriedif ich podla
nasledovnych kritérii. No a vysledok bol takyto:

e O(Nlog N) — ¢i uz priemerne alebo v najhorsom pripade, islo vi¢sinou o ten najjed-
noduchsi pristup, teda utriedif a vybrat k-ty najmensi prvok. Bodové hodnotenie: 9 a
menej bodov.

e O(N) v priemernom pripade — quicksortové hladanie medidnu — 13 bodov.

e O(N) v najhorsom pripade — median-of-five — 15 bodov.

e O(N) s predpokladom, Ze veky su celé ¢isla z nejakého intervalu, najcastejsie 0. .. 120
alebo 0. ..200. KedZe ziadne z tychto veci neboli zadanim zarucené, dalo sa za ne ziskat
maximalne 7 bodov.

Pozrime sa teraz na vase rieSenia. V kazdom sa vyskytovala funkcia hladajica k-ty naj-
mensi prvok a nevyzerala na pohlad pekne. Predpokladajme zatial, Ze tto funkciu uz mame
dispozicii a nech sa vola napriklad Select. Potom ale vobec nie je fazké vyriesit nas priklad.
Najprv zavolame Select pre k = (n+1) div 2. Tym ziskame medidn, ozna¢me si ho m. Veky
pracovnikov teraz zmenime na ich odchylky od m, teda v;:=|v; — m|. Teraz znovu zavolame
Select pre spravne k a tym ziskame k-teho pracovnika v poradi s postupne sa zvic¢sujiucim
rozdielom vekov od ,medidna“. Uz ndm staci iba raz prejst celé pole a vypisat tych k ,naj-
strednejsich® pracovnikov. Cely tento postup by bol linedrny od poctu pracovnikov, ak by
sme vedeli v linedrnom case zrealizovat aj Select.

Ak nam staci, aby to bolo v priemere linedrne, nie je to az také fazké. Mozeme pouzit
podobny algoritmus ako quicksort. Zvolime si nejaky prvok, pole preusporiadame tak, aby
nalavo boli prvky od neho mensie, potom rovné a nésledne vicSie. A tu potom nastava
jediny rozdiel oproti quicksortu. Ten sa totiz rekurzivne zavold na prva a tretiu cast. My
vSak teraz hladame len k-ty prvok. Pre ten ale vieme povedat, do ktorej z tychto troch casti
padol. Ak do druhej, hotovo. Ak do prvej alebo tretej, rekurzivne sa zavolame len na nu.

la aj keby ich mal, nemé& trpezlivost Gokolvek s nimi merat
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2 Ochrana zdravia pri prdci

Takto v priemernom pripade prvykrat preusporiadame N prvkov, pri druhom %, atd. Takyto
algoritmus mé4 teda v priemernom pripade ¢asovi zlozitost O(N + & + & ...) = O(N).

Ako by sa to ale dalo urobit tak, aby to bolo linedrne aj v najhorSom pripade? Ide o modi-
fikdciu uvedeného postupu s ndzvom median-of-five, ktory ma aj v najhorsom pripade Casovi
zlozitost O(N). Z pedagogicko-metodologickych pri¢in vSak tento algoritmus neuvadzame,
zdujemcovia si ho mézu pohladat napr. v knihe Cormen-Leiserson-Rivest: Introduction to
Algorithms.

Listing programu:

program Ochrana_zdravia_pri_praci;

const maxN=100;

var a:array[l..maxN] of integer;
v:array[1l..maxN] of real;
n,k,i,j:integer;
median,kty:real;

function Select(k,l,r:integer):integer;
var p:real;
i,j,t:integer;

begin
p:=vlal(1+r) div 2]];
i:=1; j:=r;
repeat

while v[a[i]ll<p do inc(i);

while v[a[jll>p do dec(j);

if (i<=j) then begin
t:=alil; alil:=aljl; aljl:=t;
inc(i);
dec(j);

end;

until i>j;

if (k>j) and (k<i) then
Select:=alk]

else

if (k<=j) then
Select:=Select(k,1,j)

else
Select:=Select(k,i,r);

end;

begin

write(’Pocet zamestnancov: ’);

readln(n);

write(C’k : ?);

readln(k);

for i:=1 to n do begin
write(’Vek ’,i,’. zamestnanca: ’);
readln(v[il);
ali] :=1i;
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O ftavich dostihoch 3

end;
median:=v[Select( (n+1) div 2,1,n)];
for i:=1 to n do v[i]:=abs(v[i]-median);
kty:=v[Select( k, 1, n)l;
Write(’Pracovnici: ’);
i:=0; j:=0;
while( (i<n) and (j<k)) do begin
inc(i);
if v[a[i]]l<=kty then begin write(al[il,’ ’); inc(j); end;
end;
writeln;
end.

. . opravoval WSX
2. O tavich dostihoch (max. 18 bodov)

Vedenie stéavkovej spolocnosti bolo s vami spokojné. Vase rieSenia sa daju rozdelit podla
¢asovej a pamiitovej zlozitosti do niekolkych skupin:

e Cas O(NK), pamiit O(1): 18 bodov.

e Cas O(NK), pamit O(K): Zalozené na dynamickom programovani. Bodovéa hranica
15 bodov.

e Cas O(NK), pamit O(NK): Pouzivaju rekurentny vztah, 13 bodov.
e Polynomialny ¢as horsi ako O(NK): Dalo sa ziskat 10 bodov.

e Exponencialne rieSenia: Podla optimalizicie, maximélne 7 bodov.

e Nefungujice rieSenia: Maximélne 2 body.

Za nedostato¢ny popis (hlavne za chybajuci dokaz spravnosti) sa dali stratit 3 body.

18 bodové rieSenie sa nevyskytlo. Takéto rieSenie je zalozené na vztahu, ktory odvodili
Knuth a Netto. Vzhladom na komplikovanost pouzitej matematickej teérie ho prenechime?
matematikom.

Ukazeme si, ako spravit rieSenie pouzivajuce pamif O(K). Na to budeme potrebovat
nejaktl matematicki tedriu, ktoru si odvodime. Nech déjdu favy do ciela v poradi py, po, ...
pn. Pod pojmom pocet inverzii permutécie p budeme rozumiet pocet takych dvojic i, j v
permutécii, ze ¢ < j a zaroven p; > p;. Predbiehajica tava ma vzdy vacsie ¢islo, v opa¢nom
pripade by sa uz museli niekedy navzajom predbehnit, ¢o je spor so zadanim. Preto pri
kazdom predbiehani sa pocet inverzii zvysi o 1. KedZe pri Stare je pocet inverzii 0, pocet
inverzii je zhodny s po¢tom predbehnuti. Nech A(N, K) je pocet permutacii velkosti N s
K inverziami. Takato permutacia vznikne, ked do permutécie dlzky N — 1 pridame prvok s
hodnotou N. Pridanim tohto prvku na poziciu I sa pocet inverzii zvysi o N — I. Potom pre
hodnotu A(N, K) dostaneme rekurentny vztah: A(N, K) =N | A(N —1,K — (N — 1)) =

NPAN=1,K—1) = AIN=1,K)+ YN " A(N =1, K — 1) . Potom pre A(N, K —1) plati
vztah: AN, K—1) =SV PAN-1,K—1-1) = AIN-1, K- N)+ XN AN -1, K—1)
. Porovnanim vztahov dostaneme rekurentny vztah: A(N, K) = A(N—-1, K)+A(N,K—1)—
A(N —1,K — N) . Dalej vieme, ze (VI)A(I,0) = 1 (I-prvkova permutécia bez inverzif je len
jedna). Vzorové riesenie postupne vyplia tabulku o rozmerov N x K a pouziva myslienku
dynamického programovania — novit hodnotu vypocitame pomocou uz vypocitanych hodnot.
Tabulku budeme vypliiaf zaradom pre I od 1 po N. KedZe podla rekurentného vztahu
potrebujeme vzdy len hodnoty v riadkoch NV a N — 1, staci si paméitat len posledné 2 riadky.

2odvodenie mo#no najst na http://academic.csuohio.edu/bmargolius/homepage/inversions/invers.htm
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4 O Martowovi I

Pri vypliiani riadku najskér nastavime hodnotu A(I,0), ostatné hodnoty vypliiame podla,
vztahu pre J od 1 po K. Tu si treba uvedomit, ze v pripade J < I by sme sa podla vztahu
odvoléavali na pocet permutéicii so zapornym poctom inverzii. Kedze takychto permutécii
je 0, moézme v tomto pripade vynechat dany ¢len. Vysledkom je hodnota A(N, K), ktora
udéva pocet permutécii (spésobov predbiehania) velkosti N prvkov (tiav) s K inverziami
(predbehnutiami).

Odhad zlozitosti: Na vyplnenie jedného policka tabulky potrebujeme c¢as O(1). Kedze vy-
pliiame tabulku rozmerov N x K, potrebujeme ¢as NK.O(1) = O(NK). Kazdy riadok
tabulky zaberd O(K) miesta, potrebujeme si pamitat 2 riadky, ¢ize pamitova zlozitost je
O(K).

Listing programu:

Const N=3;
K=2;

Var A:Array[0..1, 0..K] Of LongInt;
I, J:LongInt;

Begin
A1, 0]:=1; { jednoprvkova mnozina bez inverzii }
For I:=1 To K Do A[1, I]:=0; { s inverziami (nemozne) }
For I:=2 To N Do
Begin
A[TI And 1, 0]:=1; { bez inverzii }
For J:=1 To K Do
Begin
A[TI And 1, J]:=A[I And 1, J-1]+A[(I-1) And 1, J];
If J>=I Then Dec(A[I And 1, J], A[(I-1) And 1, J-I]);

End;
End;
WriteLn(A[N And 1, K]);
End.
opravoval JanoS
3. O Martowovi II (max. 15 bodov)

Tento priklad sa dal riesit dvoma sposobmi. Ten prvy napadol kazdého z vas a spocival v
odmerani vzdialenosti medzi kazdymi dvoma zastavkami. Samozrejme takéto rieSenie malo
¢asovi zlozitost O(D.N?), ¢o nie je prili§ pozitivne, a bolo ohodnotené max. 8 bodmi.
Druhy sposob, nazvime ho vzorovy, pracuje v ¢asovej zlozitosti O(N.2P) (uvedomte si, Ze
toto je vyrazne lepsie, nakolko predpokladdme ze D < N) a bol ohodnoteny maximalnym
poctom bodov 15. Nejaky ten bodik — dva som strhol za nekompletny popis, Ziadny popis
alebo zlé odhady zlozitosti.
Najprv jednu definiciu na zahriatie3:

Def.: Manhattanovska vzdialenost dvoch bodov v D-rozmernom priestore je Zi’;l |y — 4.

Ano, spravne tusite, vzdialenost dvoch autobusovych zastidvok v nasej tilohe je presne
Manhattanovska vzdialenost. Aby sme sa dostali k myslienke vzorového riesenia, zjedno-
dusme si o cosi tlohu. Predpokladajme, Zze D =1 a teda st vSetky body na jednej priamke.
Ako teraz najdeme najvzdialenejSie? Najdeme najlavejsi a najpravejsi a mame ich. Prenesme

3bola tuh4 zima
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O Martowovi I 5

sa do dvojrozmerného priestoru, ¢ize do roviny. Ked sa pokisime opisat tymto bodom ob-
dlznik, ktorého strany zvieraji s osami uhol 45° (podobne ako sa opisuje kruznica, teda
najdeme najmensi obdliznik, do ktorého patria vsetky body), zistime, Ze tie dva najvzdia-
lenejsie lezia na jeho ndprotivhym stranach. Ak budeme postupovat takto dalej, zistime
ze v D-rozmernom priestore lezia dva manhattanovsky najvzdialenejsie body na povrchu
D-rozmerného hyperkvadra, ktory ma steny pootocené o 45 stupnov voci osiam.

Sktisme to zapisat forméalnejsie. Vzdialenost, ktort chceme maximalizovat, je |x1 — y1| +
|xa — y2| + -+ + |xp — yp|. Predpokladajme teraz, ze plati (Vi)z; > y;. Nasu vzdialenost
si mozeme zapisat ako (x1 —y1) + (x2 —y2) + -+ (xp — yp) alebo ako (x1 + x2 + -+ +
zp)— (y1 +y2+ - +yp). Body s maximalnou takouto hodnotou vsak vieme polahky najst
— stac¢i ndjst bod s maximalnym stc¢tom stradnic a bod s minimélnym stétom, a tie vieme
najst v ¢ase linedrnom od poc¢tu bodov. Problémom teraz je nas$ predpoklad. V pripade ze
by pre nejaké i platilo z; < y;, museli by sme v nasom vypocte obratit znamienko i-teho
¢lena. Kolko kombinécii znamienok existuje? Pre kazdé méme dve moznosti, plus a minus,
a preto to musime otestovat 2P-krat, pre vetky kombinacie D znamienok.

Na dokaz spravnosti nasho algoritmu uz len potrebujeme dokazat, Ze ta spravna dvojica
sa vyskytne aspoii raz ako minimalny a maximalny stéet pocas 2P pokusov. Uvazujme taky
pokus, kde priradenia znamienok vyhovuju tejto dvojici. Kedze tato dvojica reprezentuje
najvzdialenejsie body, Ziaden iny bod nemo6ze mat tento vyraz mensi ako mensi z dvojice,
Tento bod by tym padom bol vzdialenejsi od minima viac ako ten pévodny, ¢o je spor s
predpokladom, Ze st najvzdialenejsie. Takze z toho vyplyva, Ze na optiméalne rieSenie urcite
nadabime.

Takéto rieSenie ma Casovi zlozitost O(N.2P), ¢o je v porovnani s trivalnym riesenim
O(N?2.D) lepsie v pripade, ze D < logaN.

Listing programu:

Program 0_Martowovi_II;

Var A:Array[1..100,0..10] Of Integer;
I,J,K,N,D,Min,Max,Hodnota,
Rozmer ,PomRozmer ,Dolna,Horna,Prva,Druha,Rekord:Integer;

Begin
Readln(N,D);
Rekord:=-1;

For I:=1 To N Do
For J:=1 To D Do
Read(A[I,J]); {Rozmer je kombinacia + a - T
For Rozmer:=0 To (1 Shl (D-1))-1 Do Begin {Toto je 2°D-1}
Min:=Maxint;
Max:=-Maxint;
For I:=1 To N Do Begin
Hodnota:=0;
PomRozmer:=Rozmer;
For J:=1 To D Do Begin {Skontrolujeme posledny bit}
If 0dd(PomRozmer) Then Inc(Hodnota,A[I,J])
Else Dec(Hodnota,A[I,J]);
PomRozmer :=PomRozmer Shr 1; {Bitova rotacia doprava}
End; {Ak je hodnota rekordna, je dobre si ju zapisat}
If Min>Hodnota Then Begin Min:=Hodnota; Dolna:=I; End;
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6 O podnikovej sieti

If Max<Hodnota Then Begin Max:=Hodnota; Horna:=I; End;
End;
If Rekord<Max-Min Then Begin {Porovname dva krajne body}
Rekord:=Max-Min;
Prva:=Dolna; Druha:=Horna;

End;
End;
Writeln(Rekord) ;
End.
opravoval MisoF
4. O podnikovej sieti (max. 20 bodov)

Tak, opdf sme mali jednu tlohu, za ktort sme dali maximum viac ako 15 bodov. Ale
nezufajte, nebolo to zas az také zlé. Posadajte si pekne ku mne okolo ohnicka a ja vam
porozpravam, ako sa to malo riesit. A zoberte si nie¢o na jedenie, aby ste nemuseli od ¢itania
odbiehat, ked vyhladnete, bude to trosku dlhsie. . .

Zékladom tispechu bolo pochopit zadanie a prelozif si ho do reéi tedrie grafov. Pocitace
budt tvorit vrcholy grafu, kdble medzi nimi hrany. Pocet siefovych kariet v pocitaci zodpo-
ved4 stupnu vrcholu. Ked uz mame tato predstavu, nie je tazké prelozit si zadanie tlohy —
pytame sa, ¢i existuje (jednoduchy neorientovany) stuvisly graf, ak mame dané stupne jeho
vrcholov. O tom nam nieco hovori Havlova veta. Presnejsie:

Veta 1 (Havel): Nech n > s; > ... > s, > 0, potom (n-vrcholovy) graf so stupriami

vrcholov sy, ..., s, existuje prave vtedy, ked existuje ((n — 1)-vrcholovy) graf so stupriami
vrcholov so—1, ..., 5,41 —1, S¢;42, - - ., Sp. (Inymi slovami, ni¢ nepokazime, ked zoberieme

vrchol najvicsieho stupiia a spojime ho s tolkymi dalsimi vrcholmi najviicsieho stupia, aky
ma mat stuperl.)

My si tuto vetu dokadzeme v trochu silnejSom zneni.

Veta 2 (MisSoF.): Nech n > s; > ... > s,_1 > 0, potom (n-vrcholovy) graf, ktorého
vrcholy vy, ..., v,—1 maju stupne si, ..., S, existuje prave vtedy, ked existuje ((n — 1)-
vrcholovy) graf so stupiami vrcholov s1 — 1, ..., s — 1, Sk41, - .., Sn—1, kde k = deg(v,,).
(Inymi slovami, ni¢ nepokazime, ked zoberieme Iubovolny vrchol a spojime ho s tolkymi
ingmi vrcholmi najvéésieho stupiia, aky ma mat stuperi.)

Dokaz: Spitna implikacia (ak existuje mensi, tak existuje vicsi) je trividlna — pridame
vrchol a z neho hrany do spravnych vrcholov. Opac¢nil sporom. Veta vlastne hovori, ze ak sa
graf da nejako zostrojit, tak sa da zostrojit tak, ze vrchol v, je spojeny s vrcholmi vy, ...,
vi. Predpokladajme teda, Ze existuje graf, pre ktory to neplati. Zoberme* spomedzi vietkych
moznych sposobov, ako ho zostrojit, taky, kde je v,, spojeny s najviac vrcholmi spomedzi vy,

coy Vg

Ak mé v,, stupen 0, tvrdenie zjavne plati. Preto nech k& = deg(v,,) > 0.

Nech 7 je najmensie také, Ze v, nie je spojené s v;, zjavne ¢ < k. Nech j > k je Tubovolné
také, Ze v, je spojené s v;. Také 7 a j zjavne existuji a takisto zjavne ma v; nanajvys taky
stupen ako v;. Ale v; je spojené s v,, a v; nie je, preto ma v; viac susedov medzi ostatnymi
vrcholmi (vSetkymi okrem v;, vj, v,) ako v;. Potom ale urcite existuje vrchol v, taky, Ze v;
je spojené s v, ale v; nie je.

4Toto je klasicka finta, ako korektne zapisat dokaz stylu ,ked spravime toto, tak sa to zlepsi a po koneénom
pocte opakovani dostaneme ziadany vysledok.“ Takisto aj tu by sa dalo postupne prepajat vrcholy — rozmyslite si,
ako.
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O podnikovej sieti 7

Nagli sme teda dve dvojice vrcholov — v; je spojené s v,, ale nie s vy, v; je spojené s vy,
ale nie s v,. Zostrojme novy graf, v ktorom namiesto hrén v;v, a v;v, buda hrany v;v, a
vjv;. V tomto grafe budid mat vSetky vrcholy rovnaké stupne ako v pévodnom, ale vrchol
v, bude spojeny s viac vrcholmi spomedzi vy, ..., vy ako v poévodnom grafe, ¢o je hladany
spor.’

No a dalej uz je to jednoduchsie. Ked mame dané stupne vrcholov, vieme podla predcha-
dzajucej vety zistit, ¢i existuje graf s danymi stupniami vrcholov jednoduchym algoritmom
— zakazdym zoradime vrcholy podla stupnov, zoberieme lubovolny z nich (napr. ten s naj-
mensim alebo najvicsim stupfiom) a skisime ho spojit s tolkymi ostatnymi s najvac¢simi
stupriami, aky ma stupen. Ak sa to neda (nie je ich dost), vieme, Ze taky graf neexistuje.
Ak sa to déa, dostali sme graf s menej vrcholmi, ktory sa dé zostrojit prave vtedy, ked sa déa
zostrojit péovodny graf. Preto opét spustime nas algoritmus na tento mensi graf. KedZze pri
kazdom kroku sa pocet vrcholov zmensi, je tento postup konecny.

Pokial teda ziadny graf s danymi stupnami vrcholov neexistuje, zjavne neexistuje ani
stvisly graf s tymito stuptiami vrcholov. Co ak nejaky graf existuje?

Urcite ziaden vrchol nesmie mat stupen 0. Takisto graf na to, aby bol suvisly, potrebuje
mat asponi n — 1 hran, takze stcet stuptiov vrcholov musi byt aspon 2n — 2. Ukazeme, Ze
staci, aby tieto podmienky boli splnené.

Veta 3: Ak existuje graf s danymi stupniami vrcholov, vSetky st nenulové a ich sucet je
aspon 2n — 2, tak existuje aj suvisly graf s tymito stupnami vrcholov.

Doékaz: Sporom. Majme postupnost stupniov vrcholov, pre ktort st vSetky podmienky
splnené, ale kazdy graf s tymito stupnami vrcholov mé aspon 2 komponenty. Zoberme taky,
ktory mé spomedzi vsetkych z nich najmenej komponentov.® Keby mal kazdy komponent
menej hran ako vrcholov, mal by cely graf aspon o 2 viac vrcholov ako hran. Potom ale sticet
stuptiov by bol najviac 2n — 4, ¢o je spor. Preto niektory komponent mé aspori tolko hran
ako vrcholov.

5Tu je spominany pes zakopany. Ked mame lubovolny graf s danymi stupiiami, opakovanim tohoto postupu vieme
dosiahnut, ze vrchol v, bude spojeny s ¢im dalej, tym viac spomedzi vrcholov vi, ..., vi. A ked to uz nepdjde,
vieme, Ze je spojeny prave s nimi, ¢o sme chceli dosiahnut.

SObltbena finta. ..
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8 O podnikovej sieti

Tento komponent potom urcite obsahuje kruznicu. Odstrafime Tubovolnu jej hranu uw,
tym jeho stuvislost neporusime. Ostali ndm v fiom dva vrcholy, ktorym chyba jedna hrana.
Zoberme lubovolny iny komponent a odstranime z neho fubovolni hranu zy. Tym dostaneme
opét dva vrcholy, ktorym jedna hrana chyba a mozno sa nam tento komponent rozpadne na
dva. Teraz pridajme hrany uzx a vy. Tym dostaneme graf s takymi istymi stupriami vrcholov
ako povodny a menej komponentmi (nase dva komponenty sme zjavne spojili do jedného),
¢o je spor.

Tym by sme mali funkény algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(n?logn). Pri naditavani
overime, ¢i maju vSetky vrcholy nenulovy stupen a ¢i mame dost hran. Potom nam uz
stac¢i len overif, ¢ existuje nejaky graf s danymi stupnami vrcholov. To urobime vySsie
uvedenym sposobom — vzdy zotriedime stupne vrcholov, jeden si vyberieme a odstranime
ho. Toto opakujeme, kym nam esSte nejaké vrcholy ostani, alebo kjm nezistime, Ze to nejde.
Jedno opakovanie trvd O(nlogn) triedenie, O(n) odstranenie vrcholu. Kedze pri kazdom
opakovani sa nam pocet vrcholov zmensi, bude opakovani O(n), odtial celkova zlozitost
O(n.(nlogn)) = O(n?logn).

Mame teda nejaké rieSenie, podme ho zlepSovat. Kriticka ¢ast predchadzajuceho algo-
ritmu je triedenie. Ale staci si uvedomit, ze triedime ¢isla od 1 do n — 1, teda mdZeme pouzit
Counting Sort so zlozitostou O(n) — poratame si, kolko je vrcholov ktorého stuptia a vypl-
nime to do pola. Iny mozny pristup je priamo pre kazdy stupen si pamitat, kolko vrcholov
tohoto stupiia mame. Oba tieto pristupy veda k rieSeniu s ¢asovou zlozitostou O(n?), za
ktoré sa dalo ziskat 15 bodov.

Skor, ako som vymyslel linedrne rieSenie, mal som ,brutélne“ riesenie v ¢ase O(nlogn),
ktoré vyuzivalo nasledovni myslienku: Zoberme si postupnost pi, ..., p, — po¢ty vrcholov
stupnia 1, ..., h. Ked odstranime vrchol najvic¢sieho stupna, zmeni sa tdto postupnost len
malo — najskor p, zmensime o 1, potom ju rozdelime na dve casti. Vrcholom v ,Jlavej“ sa
stupen nezmeni, tym v ,pravej“ sa znizi o 1. To ale znamené, Ze novi postupnost dostaneme
tak, ze s¢itame ,Javi“ Cast a o 1 dolava posunuti ,pravi® cast.

Priklad: Zoberme poévodnu postupnost 7,1,3,1,1,1,3 (t.j. 7 vrcholov stupiia 1, po 3 stup-
nov 3 a 7 a po 1 vrchole ostatnych stuptiov). Potom nova bude vyzerat nasledovne: (Odstra-
nime vrchol stupna 7, v pravej ¢asti bude 7 vrcholov, v Tavej ostatné.)

prava 21112
lava, 711

prava posunuta 21112
nova 732112

Nie je tazké vSimnuf si, Ze nova postupnost (min. o 1 kratsia) sa od povodnej lisi len
v poslednom ¢lene a v okoli miesta, kde sa Tava cast prekryva s posunutou pravou. Keby
sme si udrzovali tieto hodnoty v poli, aj tak nam to nepoméze. Existuje ale prefikana datova
Struktira, zvana 2-3 strom, s ktorej pomocou sa dé jeden takyto krok spravit v ¢ase O(logn).
Ale rozpisovat to tu radsej nebudem, aj tak je tento vzorédk vynimoc¢ne dlhy.”

A ked som uvidel, Ze linedrne rieSenie by malo prili§ dlhy a zlozity dokaz, povedal som
si, ze to bez neho nejako prezijete. Ved viete, ako sa hovori, pridlhé vzorové rieSenie by bolo
z pedagogickych dévodov nevhodné.

A pre tych par odvazlivcov, ktori sa az sem docitali, par slov o tom, ako som hodnotil
vaSe rieSenia. Podme od najlepsich.

e RieSenia v ¢ase O(n) mohli ziskat 20 bodov.

e Riesenia v ¢ase O(nlogn) mohli ziskat 18 bodov.

e Riesenia v ¢ase O(n?) mohli ziskat 15 bodov.

e Funkéné rieSenia v horSom polynomidlnom ¢ase mohli ziskat 12 bodov.

7Ale ked sa najdu zaujemcovia, mézem o 2-3 stromoch porozpravaft na sustredku. Jéj, mam napad na prednasku

=)
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O podnikovej sieti 9

e Funkéné rieSenia v exponencidlnom ¢ase mohli ziskat 8 bodov, keby boli.

e RieSenia, ktoré len zistili, ¢i graf existuje, mohli ziskat do 10 bodov, vynimoc¢ne aj
viac.

e Heuristiky® mohli ziskat do 5 bodov podla prefikanosti.

e Inym sposobom nefunkéné riesenia boli hodnotené individualne podla mdéjho skrom-
ného nazoru, ako daleko mali k funkénému a k akému dobrému.

Samozrejme sa dali stratit body za chybajuci, pripadne nedostato¢ny ¢i nepochopitelny
popis, za chybajtci dokaz spravnosti algoritmu a v neposlednom rade za chybajici program.
A tiez za opisovanie!

Listing programu:

program ZistiCiJeTakySuvislyGraf;
{ Riesenie v 0(n"2) }

const maxn = 1000;

var vrcholy,stupne : array[0..maxn] of integer;
n : integer;

procedure Load;
var i,sum : integer;
begin
readln(n); sum:=0;
if (n=0) then begin writeln(’DA SA.’); halt; end;
for i:=1 to n do begin
write(i,’. vrchol: ’); readln(stupnel[i]);
inc(sum,stupnel[i]);
if (stupne[i]<=0) or (stupnel[il>=n) then begin
writeln(’NEDA SA.’); halt;
end;
end;
if (sum mod 2=1) or (sum<(2*n-2)) then begin
writeln(’NEDA SA.’); halt;
end;
end;

procedure CountSort;
var i,j : integer;
begin
for i:=0 to n do vrcholy[i] :=0;
for i:=1 to n do inc(vrcholy[stupne[il]);
j:=1;
for i:=n downto O do begin
while vrcholy[i]>0 do begin
stupne[j]:=1;
dec(vrcholy[il);
inc(j);
end;

8program, ktory pre vaésinu vstupov dé spravnu odpoved
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10 O ciernych krabickdach IT

end;
end;

procedure Verify;
var i : integer;
begin
while true do begin
CountSort;
if stupne[1]=0 then begin
writeln(’DA SA.’); halt;
end;
for i:=2 to stupne[l1]+1 do begin
if stupne[i]=0 then begin
writeln(’NEDA SA.’); halt;

end;
dec(stupne[il);
end;
stupne[1] :=0;
end;
end;
begin
Load;
Verify;
end.

opravoval Brarno

5. O ciernych krabickach II (max. 15 bodov)

Vase rieSenia sa dali rozdelit na dve kdpky. Na jednej boli tie, ktorym operéacia ExtractMin
alebo ExtractMax trvala v priemere ¢as O(n.logn). Na druhej tie, ktorym kazdé operacia
trvala v priemere O(logn). Riesenia som obodoval takto:

e Cas O(logn) a 4 krabicky — 13 bodov

e Cas O(n.logn) a 2 krabicky — 7 bodov
e Za pamit O(logn) — —1 bod

e Za kazdu krabicku navyse — —1 bod

e Za snahy o optimalizidciu — max +1 bod
e Popis a dokaz — +2 body

Vzorové riedenie: Na zaiatku majme 2 ¢ierne krabicky verzie 2 (CK).

Prva CK bude iba obyéajna CK, z ktorej vieme rychlo vybrat miniméalny prvok. Oznaéme
ju MinKrab.

Druhé4 CK bude vediet rychlo vybrat najviési prvok. Je to CK, do ktorej budeme vkladat
invertovné hodnoty (miesto z vlozime —z) a pri vyberani znova invertujeme. Najmensie
invertované ¢&islo medzi invertovanymi je neinvertované najvicsie medzi neinvertovanymi®
(r >y <= —z < —y). Ozna¢me ju MazKrab.

Na zadiatku st vsetky CK prazdne. Ked chceme vlozit prvok 2 do nasej pamiite, vlozime
x do MinKrab a —x do MaxKrab. Najst najvac¢si alebo najmensi prvok potom vieme

9dobré zaklinadlo . ..
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jednoducho a rychlo — iba vyberieme zo spravnej krabicky. Problém je v tom, Ze ho vyberieme
len z jednej CK a v druhej ostane. Treba zaistit, aby sme ho z druhej uz nevybrali. Ozna¢me
Zivé prvky tie, ktoré sit v oboch krabickach a mitve tie, ktoré si len v jednej. Ked vyberieme
zivy prvok, vypiSeme ho a on umrie. Ked vyberieme mftvy, iba ho zahodime. Tento postup
zaisti, ze vypiSeme kazdy prvok prave raz.

Pouzijeme dalsie dve pomocné CK MinMrtve a MaxMrtve. V nich buda tie hod-
noty, ktoré st uz mftve. Algoritmus pre ExtractMin bude vyzerat takto: Vyberieme a =
ExtractMin(MinKrab) a b = ExtractMin(MinMrtve). Ak a = b (a je mftvy), tak ich za-
hodime a opakujeme znovu. Ak sa nerovnaju, vypiseme a uzivatelovi, do MinMrtve vlozime
spit b (b je stdle mftvy) a do MaxMrtve priddme —a (—a umrel). ExtractMax podobnel(. A
test na prazdnost paméite? Ked sa zbavime mitvych prvkov na vrchu MinKrab a MaxKrab,
tak sa stacéi pozriet, ¢i st obe prazdne.

Spocitajme, kolko prace ndm dé spracovanie jedného prvku, ked ich je spolu n. Operacia
Insert trva 2.0(logn) = O(logn), ¢o je dobré. Ostatné operacie st na tom horsie, ak je
na vrchu krabicky vela mftvych prvkov. Niekedy to moze trvat az O(n). AvSak priemerne
na jednu operéciu to je ovela lepsie. Sledujme Zivot jedného prvku. Najprv ho vlozime do
MinKrab a MaxKrab. Potom ho vyberieme (bez ujmy na vSeobecnosti) z MinKrab a
vlozime do M axMrtve. Nakoniec Vyberieme z MaxMrtve a MaxKrab. V priemere na jednu
operaciu nam vychadza zlozitost O(logn), ¢o znie prijemnejsie. A ¢o pamét? V krabic¢kach
zaberieme priestor 2V, lebo jeden prvok je naraz max. v 2 krabickach. V samotnom programe
pouzivame premenné len na docasné ulozenie vyberanych udajov. Program by fungoval pre
Tubovolne velké n, ak by sa nezaplnili ¢ierne krabicky, teda O(1). Podotykam, Ze keby sme si
v nejakej premennej pamitali pocet prvkov v pamiiti, potrebovali by sme O(logn) pamiite.

Listing programu:

var min_krab, max_krab,
min_mrtve, max_mrtve :blackbox2;

procedure MMVyhodMrtve(krab, mrtve :blackbox2);
var a,b:integer;
begin
repeat
if Empty(krab) or Empty(mrtve) then
exit;
a:=ExtractMin(krab) ;
b:=ExtractMin(mrtve) ;
until a<>b; {je mrtvy?}
Insert(krab, a);
Insert(mrtve, b);
end; {MMVyhodMrtve - Odstrani mrtve z vrchu krab}

function MMEmpty:boolean;

begin
MMVyhodMrtve (min_krab, min_mrtve); {Nech ziju funkcie}
MMVyhodMrtve (max_krab, max_mrtve); {s vedlajsim efektom}
MMEmpty:=Empty(min_krab) and Empty(max_krab);

end; {Min/Max MMEmpty - Prazdna pamat? - Vyhodenie mrtvych}

procedure MMInsert(x:integer) ;

10 cudzim slovom analogicky
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12 O ciernych krabickdach IT

begin
Insert(min_krab,x);
Insert(max_krab,-x);

end; {Min/Max Insert}

function MMExtract(a_krab, b_mrtve :blackbox2):integer;
var a:integer
begin
if MMEmpty then {Kde nic nie je, ani cert neberie}
exit; {Vyhodilo aj mrtve prvky}
a:=ExtractMin(a_krab) ;
MMExtract:=a;
Insert(b_mrtve, -a); {Umrel}
end; {Min/Max Extract - Vyberie zo zvolenej krabicky}

function MMExtractMin:integer;
begin

MMExtractMin=MMExtract (min_krab, max_mrtve);
end; {Min/Max ExtractMin}

function MMExtractMax:integer;
begin

MMExtractMin=-MMExtract (max_krab, max_mrtve);
end; {Min/Max ExtractMax}
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Vysledkova listina po 2. sérii kategorie KSP

Meno a priezvisko kola Trieda 21 22 23 24 25 b))

1. | Pavol Juhos Gym. Grosslingova BA 4 71 (13 15 15 15 14 |143
Peter Bella Gym. Jura Hronca BA 4 73 |15 15 15 11 14 |143

3. | Radovan Bauer Gym. Postova Kosice 4 66 (14 15 15 9 9 |128
4. | Pavol Mravec Gym. K. Sttra Modra 4 67 |15 13 8 2 14 |119
5. | Jan Katrenic Gym. Skolska Spis. Nova Ves 4 7117 10 8 6 13 |115
6. | Jakub Tekel Gym. Jura Hronca BA 2 61 |13 11 8 5 14 |112
Michal Maly Gym. Ziar nad Hronom 70 | 7 15 10 10 [112

8. | Jozef Tvarozek Gym. Jura Hronca BA 4 44 (14 15 15 9 14 |111
9. | Jan Mazak Gym. Postova Kosice 4 51 |14 14 12 8 9 |108
10. | Rasto Sramek Gym. Tilgnerova BA 4 40 (10 11 14 15 14 (104
11. | Marek Tesar Gym. Hali¢skad Lucenec 4 45 | 7 15 8 13 14 |102
12. | Vladimir Repisky Gym. Ziar nad Hronom 4 67 |14 6 8 2 3100
13. | Pavol Miiller Gym. Grésslingova BA 4 501 9 1 8 11 14| 94
14. | Michal Mikus§ Gym. Jura Hronca BA 4 54 | 7 8 10 9 | 88
15. | Juliana Lipkova Gym. Jura Hronca BA 3 35| 7 14 8 10 13 | 87
Peter Glaus Gym. Jura Hronca BA 3 51 | 9 8 5 14 | 87
Peter Truchly Gym. Parovska Nitra 4 60 | 6 7 14 | 87

18. | Monika Steinova Gym. Einsteinova BA 4 51 | 8 8 10 9| 86
19. | Marek Ludha Gym. Tajovského B. Bystrica 2 48 | 9 8 11 8 | &4
20. | Peter Libic¢ Gym. Ludovita Stura Tren¢in 3 4919 7 8 9 | 82
21. | Tomas Dzetkuli¢ Gym. P. Horova Michalovce 4 48 | 9 8 14 | 79
22. | Anton Stefanek Gym. Jura Hronca BA 2 445 |\ 7 7 7 3 9| 78
23. | Toméas Saghy SPSE Nové Zamky 4 56 | 7 8 2 3| 76
24. | Anna Hanulova Gym. Jura Hronca BA 2 35|19 14 7 9| 74
25. | Tomas Zahorec Gym. Jura Hronca BA 4 37 | 3 7 8 15| 70
26. | Michal Tekel Gym. Konstantinova Presov 4 42 | 7 8 8 | 65
27. | Peter Macko Gym. Liptovsky Hradok 1 30| 8 1 7 7 9] 62
28. | Ivan Somlo Gym. Mladeznicka Sahy 2 48| 7 1 0 0 3| 59
29. | Jaroslav Klima Gym. Jura Hronca BA 3 58 58
Jozef Vesely Gym. Jura Hronca BA 3 58 58

31. | Matas Harvan Gym. Jura Hronca BA 4 56 56
Miroslav Cicko 1 51 | 5 56
Oto Vozar Gym. Palackého BA 3 56 56

34. | Juraj Andris Gym. Sered 4 29 | 9 7 8 2| 55
35. | Tomas Vrabel Gym. Mald Hora Martin 4 54 54
36. | Juraj Sloboda 53 53
Ladislav Vadkerti SPSE Piestany 2002 7 7 8 9| 53

38. | Martin Choma Gym. Stard Luboviia 3 241 3 10 6 9 | 52
Radovan Culak Gym. Golianova Nitra 2 111 9 8 17 T | 52

40. | Lubo$ Bednarik Gym. Ludovita Sttra Trendin 4 91 7 8 16 9 | 49
41. | Radovan Berta Gym. Daxnera V.n. Toplou 3 34| 6 8 | 48
42. | Jan Palencar Gym. Mald Hora Martin 2 28 | 3 2 5 8| 46
43.| Jan Vesely Gym. Golianova Nitra 2 19| 7 2 6 4 7| 45
Oliver Janik Gym. L. Stockela Bardejov 2 21 | 9 7 8 | 45

45. | Marek Hanes 1 23 | 1 8 2 9| 43
Milan Satka Gym. Liptovsky Hradok 3 0O(1 10 8 10 14 | 43

47. | Matej Max Gym. Alejova Kosice 4 40 40
48. | Milan Burda Gym. Golianova Nitra 2 514 2 7 2 91| 39
Peter Dzurjanin Gym. Grosslingova BA 4 39 39

50. | Lucia Tiererova Gym. Jura Hronca BA 4 36 36
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14 Vysledkova listina
Meno a priezvisko kola Trieda 21 22 23 24 25 P
Stefan Koneény Gym. Jura Hronca BA 3 12 |14 7 3| 36
52. | Michal Rjasko Gym. Daxnera V.n. Toplou 3 0| 8 8 9| 33
53. | Jakub Kovac¢ Gym. Jura Hronca BA 2 0o 7 7 10 | 32

Marian Schmotzer Gym. Horvatha BA 2 17 | 6 9| 32
55. | Peter Greskovic¢ Gym. Svidnik 1 17| 7 7 31
56. | Pavol Rusnak Gym. Konstantinova PreSov 4 27 27
57. | Filip Karas Gym. Golianova Nitra 2 81 3 6 5| 24
58. | Marek Tomacha Gym. sv. Ursule BA 4 21 21
59. | Jana Siskova Evanjelické gym. B. Bystrica 4 19 19

Marek Cifra Gym. A. Merici Trnava 2 19 19
61. | Laszlé Marak Gym. H. Selyeho Komarno 3 0| 5 7 3| 18
62. | Peter Kopcansky Gym. Krompachy 4 13 1 14
63. | Peter Sufliarsky 2 13 13
64. | Michal Ceresiia Gym. Nové Zamky 2 12 12
65. | Ladislav Hodermarsky | SPSE Stara Tura 4 11 11
66. | JAn Hutar SPSE Piestany 3 1 1

Miroslav Hudak Gym. Golianova Nitra 4 1 1
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