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Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

Mili riesitelia!
Tinajlepsi z vas sa uz urcite teSia na sustredenie. A vy ostatni by ste sa mali o to pozornejsie
zacitat do tychto vzorovych rieSeni, aby ste nabudice boli midrejsi a mohli sa aj vy tyzden
ulievat zo skoly :-)

Quidquid latine dictum sit, altum viditur.*
KSPéci

. Opravoval Brano z Brezna
1. Opravovanie (max. 15 bodov)

.....

a podme k bodovaniu:

e spravne rieSenia v ¢asovej zlozitosti O(N) 15 bodov

e spravne riesenia v ¢asovej zloZitosti O(N?) 13 bodov

e nespravne riesenia max. 4 body

e chybajici dokaz spravnosti —2 body
Vzorové rieSenie: Na zaciatok si uvedomine, ze ak viac ako L%J ziakov pisalo tu istu skupinu,
tak tloha nemé rieSenie. Potrebovali by sme totiz rozdelif ich pisomky zvy$nym Zziakom,
ktorych je menej. To nejde?. Naopak, ak ziaden priklad nepisala nadpoloviéna vii¢sina ziakov,
tak ukézeme, Ze tloha rieSenie ma. A dokonca nejaké rieSenie vieme efektivne néjst.

Postavme 7ziakov do radu, kazdy nech mé pri sebe svoju pisomku. Ziakov usporiadame
podla skupiny pisomky: najprv budu ti ¢o pisali skupinu ‘a’, potom ‘b’, ...Potom sa tak
ako stoja pochytaju za ruky. NavySe sa chytia aj posledny a prvy, éim utvoria kruh. Ked
uz stoja v kruhu, pustia sa (aby mali volné ruky). Teraz kazdy ziak poda svoju pisomku
susedovi vlavo, pricom toto podévanie zopakuju {%J—krét. Tvrdime, Ze teraz urcite kazdy
ziak drzi v rukach pisomku inej skupiny ako pisal.

Tvrdenie dokazeme sporom. O¢islujme si Ziakov od 0 do N —1 po obvode kruhu v smere,
v akom si podévali pisomky. Nech mé niektory ziak (BUNV nech je to ten s ¢islom N — 1)
teraz v rukach pisomku svojej skupiny. Potom on aj ziak N —1 — L%J pisali t1 ista skupinu.
Ale ziaci boli zoradeni podla skupin, preto mame dve moznosti:

e Tuto skupinu pisali aj vSetci ziaci od N — L%j po N — 2. To je spor — je ich dokopy

aspoit | § |+ 1.

e Tuto skupinu pisali aj vSetci ziaci od 0 do N —2 — L%J To je opiit spor — je ich aspon
N N N N
N+1-[5]2215]+1-15]> 5]
Preto naozaj kazdy ziak ma v rukach pisomku inej skupiny ako pisal, q.e.d.
Pri implementécii pouZijeme na utriedenie countsort, lebo rozsah skupin pisomiek je
maly a chceme dosiahnuf linedrnu casovu zlozitost. Aby sme vedeli na konci usporiadaft

Volne prelozené: Cokolvek povedané po latinsky znie mudro.

2Namakane sa tomu hovori Dirichletov princip.
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2 O metre 11

ziakov spit do poradia, v akom boli na vstupe, budeme si pre kazdého ziaka v utriedenom
poradi pamétat jeho poziciu na vstupe (v listingu pole inv).

Na zéver mozme pysne zhrnut, Ze ¢asova zlozitost nasho algoritmu je O(N), ¢o je opti-
malne. Uz samotné vypisanie vystupu je totiz linedrne. Paméitova zlozitost je O(N).

Listing programu:

const maxN = 100;
var
s,ss : string;
count, start : array [’a’..’z’] of integer;
inv : array [1..maxN] of integer; //tuna bol na zaciatku i-ty ziak
c : char;
i, max, n : integer;

begin
readln(s); n:=length(s); ss:=s;

for c:=’a’ to ’z’ do count[c]:=0;
for i:=1 to n do
inc( count[ s[i]l 1 );

start[’a’] :=1; max:=count[’a’];
for c:=succ(’a’) to ’z’ do begin //succ(’a’)=’b’; pred(’d’)=’c’
start[c]:= start[pred(c)]+count[pred(c)];
if max<count[c] then
max:=count[c];
end;

if (max> (n div 2) ) then begin
writeln(’Neda sa’); halt();
end;

for i:=1 to n do begin
ss[ start[ s[i] 1 1:= s[il; //count sort
inv[ start[ s[i] ] 1:= i;
inc( start[ s[i] 1 );

end;

for i:=1 to n do //zrotuj utriedene pole a prezen cez inv
s[ inv[i] ]:= ss[ 1+ (i-1+n div 2) mod n ];

writeln(s);
end.
opravoval WSX z Bystrice
2. O metre II (max. 13 bodov)

Pracovnici firmy Tunelar a syn boli velmi smutni, Ze dostali iba 11 rieSeni. Jediné, ¢o ich
potesilo bolo, ze skoro vSetky boli funkéné. VaSe rieSenia boli aj napriek slabsiemu poctu
rozmanité — od backtrackov, za ktoré bolo mozné ziskat 7 bodov, cez inZinierske rieSenia
(max. 8 bodov) aZ po polynomidlne riesenia v ¢ase O(N3log N) (12 bodov) a napokon
optiméalne 13-bodové v ¢ase O(N?). Samozrejme, za nedostato¢ny popis alebo drobné chyby
ste mohli volaco aj stratit.

Prejdime k samotnému optimalnemu rieseniu. Ako sme si ukazali v 1. sérii, ak mame
stanice s1, s2, kolmicu na ich spojnicu k a orientované priamky p;, p2, pricom uhol kolmice
lezi medzi uhlami tychto dvoch priamok, potom maja stanice s;, s opacné poradie na
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O metre 11 3

priamkach p1, po. Takisto sme si ukézali, Ze bez ujmy na vSeobecnosti mézeme predpokladat,
ze priamka prechadza bodom [0, 0].

Vidime teda, ze kolmice spojnic stanic budt pre nas akési hrani¢né priamky, pri ktorych
nastava zmena poradia stanic. Takychto kolmic je polynomiélne vela — N(N —1). Pre kazda
kolmicu si budeme pamitat jej uhol v intervale (0,27) a ¢isla tych dvoch stanic, ktorych sa
vymena tyka. Predstavme si, ze vieme poradie stanic pre nejaky uhol priamky, ktory je len
malo mensi od uhlu nejakej kolmice. Po prechode kolmicou sa vymenia v poradi prave tie 2
stanice, ktoré mame pri danej kolmici zapisané. Tato zmenu vieme zrealizovat v konStantnom
¢ase, no nam to bude stacit linearne, lebo asymptotickt zlozitost algoritmu to neovplyvni.
(Pocet roznych postupnosti stanic moze byt az N(IN — 1) a pre kazda potrebujeme vypisat
N ¢&isel, preto len na samotny vypis potrebujeme ¢as O(N3).)

Problémy mozu nastat, ak by viac kolmic bolo navzijom rovnobeznych. (Preco?) Naj-
jednoduchsie praktické riesenie je tzv. symbolicka perturbacia bodov — ku kazdej stradnici
kazdého bodu pripo¢itame zanedbatelne mali ndhodnt konstantu. Z povodne rovnobeznych
kolmic stant takmer rovnobezné, ktoré uz vieme spractvat v jednozna¢nom poradi. Zaro-
venl permutaciu vypiSeme len ak uhol, v ktorom sa nachédzame, nie je takmer nulovy. (t.j.
priamky boli povodne rovnobezné). Toto samozrejme bude prakticky fungovat, aj ked z te-
oretického hladiska to nie je tplne kéSer. Samozrejme dé sa to spravit aj korektne, ale je to
zlozitejsie. Detaily prenechdvame na Sikovného ¢itatela. (Navodné otazky: Majme 5 bodov
na 1 priamke. Aké sti mozné poradia? Ako ich preklopit v linedrnom case? Majme teraz dve
rovnobezky, na kazdej 5 bodov. Ako vyzeraju priemety na priamky skoro kolmé na ne? Ako
ich preklopit v linedrnom case?)

Aby sme vedeli spractvat kolmice zaradom, bolo by vhodné polarne (t.j. podla uhlu)
ich utriedif. Mozeme na to pouzit fubovolné standardné triedenie, alebo napriklad takuato
fintu.®> Madme O(N?) kolmic, chceme ich utriedif v ¢ase O(N?). Pole kolmic rozdelime na
N-tice, kazda z nich utriedime Tubovolnym trividlnym kvadratickym triedenim. Kolmic je
spolu N(N — 1), teda N-tic je N — 1. Teraz N(N — 1)-krat ndjdeme minimalny prvok a
vymazeme ho. Vieme, ze minimalny prvok je vzdy prvy nevymazany v niektorej z N-tic,
teda ho vieme najst v ¢ase O(N). ZlozZitost tohto triedenia bude teda naozaj O(N3).

Vieme sice z jednej postupnosti stanic ziskat nasledujicu po prechode kolmicou, ale po-
trebujeme este ziskaf niektori, od ktorej zaéneme. T ziskame nasledovne: V poli utriedenych
kolmic ndjdeme prvé také dve, ze interval medzi nimi je neprazdny. Zoberieme Tubovolny uhol
medzi nimi a zrotujeme vsetky stanice o tento uhol doprava. Tym sa zachovaju vsetky vlast-
nosti, lebo rotacia je zhodné zobrazenie a posunie sa aj naSa priamka s najdenym uhlom
tak, Ze bude lezat na osi x. Teraz ndm uz staci len utriedit z-ové stradnice a dostaneme
dant permutaciu stanic. (Pripadne by stac¢ilo namiesto ota¢ania zobrat priamo priemety na
priamku uréenti ndjdenym uhlom a zotriedit tie.)

V tomto okamihu ndm uz len sta¢i prebehnit po kolmiciach a zakazdym aplikovat vy-
menu danych dvoch stanic. Pokial sa nachddzame medzi kolmicami s réoznym uhlom, zaroven
aj vypiseme dané poradie.

Pamiitova zlozitost je O(N?) kvoli poé¢tu kolmic. Vysledna ¢asova zlozitost je O(N?),
teda z hladiska asymptotickej ¢asovej zlozitosti je nas algoritmus optiméalny.

Listing programu:

Uses Math;

Const Eps=0.000001;
Inf=1E20;
MaxN=100;

Type Uhol=Record

3Takto sa vlastne s lubovolného triedenia so zlozitostou O(N?) da vyrobit triedenie so zlozitostou O(N+/N). Da
sa podobny postup zopakovat? Aké zlepSenie dosiahneme?
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4 O metre 11

R :Real; { uhol v intervale <0,2*PI) }
A, B:Integer; { prvky na vymenu }
End;

Var
I, J, K, N, M :Integer;
R :Real;
X, Y :Array[1..MaxN] Of Real;
Uhly, SUhly :Array[1..MaxN#*MaxN] Of Uhol;
B :Array[1..MaxN] 0f Integer;
Zmen :Array[1..MaxN] 0f Boolean;
XX :Array[1..MaxN] Of Real;

{ znormalizuj uhol -- vrati uhol v intervale <0,2*PI) }
Function NormUhol(U:Real) :Real;
Begin
While U<O Do U:=U+2%PI;
While U>=2%PI Do U:=U-2%PI;
NormUhol:=U;
End;

Procedure Sort(A, B:Integer); { tried v 0((B-A)"2) }
Var I, J:Integer;
U:Uhol;
Begin
For I:=A To B-1 Do For J:=I+1 To B Do
If Uhly[I].R>Uhly[J].R Then Begin

U:=Uhly[I];
Uhly[I]:=Uhly[J];
Uhly[J]:=U;

End;

End;

Procedure Vypis(X:Array Of Integer); { vypis permutaciu }
Var I:Integer;
Begin For I:=0 To N-2 Do Write(X[I],’ ’); WriteLn(X[N-1]); End;

Begin

ReadLn(N) ;

Case N Of
O:WriteLn; { prazdna permutacia (neznamena ziadna, aj 0!=1) }
1:Writeln(’1’); { permutacia obsahujuca stanicu 1 }

End;

If N<2 Then Halt;

For I:=1 To N Do ReadLn(X[I], Y[II);

M:=0;
For I:=1 To N-1 Do For J:=I+1 To N Do Begin
Inc(M);

Uhly [M] .R:=NormUhol (ArcTan2(Y[I]-Y[J], X[IJ-X[J]1)+PI/2);
Uhly[M].A:=I; Uhly[M].B:=J;
Inc(M);
Uhly[M].R:=NormUhol (ArcTan2(Y[I]-Y[J], X[I1-X[J]1)-PI/2);
Uhly([M].A:=I; Uhly[M].B:=J;

End;

Uhly[M+1] .R:=47;

{ utried kazdu N-ticu, dokopy v case 0(N~3) }

For I:=1 To N-1 Do Sort(1+(I-1)*N, I*N);
For I:=1 To N-1 Do B[I]:=1+(I-1)*N; { zaciatky utriedenych casti }
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O cyklistike na Zahori 5

For I:=1 To N*(N-1) Do Begin
K:=1;
For J:=2 To N-1 Do If Uhly[B[J]].R<Uhly[B[K]].R Then K:=J;
SUhly[I]:=Uhly([B[K1];
Uhly[B[K]].R:=47; { 47>2+PI, nikdy sa nepouzije }
Inc(B[K]); { presun sa na dalsi uhol }

End;

SUhly [N*(N-1)+1]:=SUhly[1];
SUhLy [N* (N-1)+1] .R:=SUhLy [N* (N-1) +1] .R+2%PI;

M:=1;
While SUhly[M+1].R-SUhly[M].R<Eps Do Inc(M); { najdeme nenulovy interval uhlov }
R:=(SUhly[M+1] .R+SUhly[M].R)/2; { priemer uhlov }

{ otocime o uhol R doprava okolo [1,1], zaujimaju nas X-suradnice }
For I:=1 To N Do XX[I]:=X[I]*Cos(R)+Y[I]*Sin(R);

For I:=1 To N Do Begin

R:=Inf;
For J:=1 To N Do If XX[JI<R Then Begin R:=XX[J]; K:=J; End;
XX [K] :=Inf;
B[I]:=K;
End;
Vypis(B);

For I:=1 To N Do Zmen[I]:=False;
For I:=M+1 To N*(N-1) Do { pre vsetky intervaly }
Begin
For J:=1 To N Do { nastav priznak zmeny }
If B[J]1=SUhly[I].A Then Zmen[J]:=True Else
If B[J]1=SUhly[I].B Then Zmen[J]:=True;

If SUhly[I+1].R-SUhly[I].R>Eps Then { ak je interval neprazdny }
Begin
J:=1; K:=N; { pretoc prvky oznacene na zmenu }
While J<K Do Begin
While (J<=N) And Not Zmen[J] Do Inc(J);
While (K>=1) And Not Zmen[K] Do Dec(K);
Zmen[J] :=False; Zmen[K]:=False;
If J=K Then Break;
B[J]:=B[J] Xor B[K]; B[K]:=B[J] Xor B[K]; B[J]:=B[J] Xor BI[K];

End;
Vypis(B); { vypis permutaciu }
End;
End;
End.
L. . opravoval Davidko z Bratislavy
3. O cyklistike na Zahori (max. 15 bodov)

Potesilo ma, ze vela Iudi zvladlo napisat rieSenie podobné vzorovému — ti dostali zvicsa plny
pocet. Tiez som bol rad, ze kazdy z véas zvladol napisat popis.

RieSenia, ktoré ratali pocet tras len zvadSovanim o jedna, nemo6zu fungovat rychlejsie
ako exponcidlne (ak vobec). To plynie z toho, Ze pocet tras moze byt az exponencidlne velky
od poctu miest a ciest. Skuste si za domécu tlohu najst cestnu siet, kde medzi Bratislavou a
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6 O cyklistike na Zahori

Malackami existuje az exponecidlne vela najkratsich tras. (Nie je to tazké.) Bodovanie bolo
teda takéto:
e Riesenia s ¢asovou zloZitostou O(N?) — max. 15 bodov.

e Horsie polynomialne — max. 12 bodov
e Exponencialne rieSenia — max. 8 bodov.

e Nefunk¢né a polofunkéné rieSenia — max. 4 body.
Okrem toho som strhal za chyby v programe a za chybajici listing.

Vzorové riesenie:

Vzorové riesenie je jednoduchou modifikdciou Dijkstrovho* algoritmu. Najprv teda vy-
svetlime, ¢o je to za algorimus a ako funguje a potom povieme, ako ho treba modifikovat.
Teda, Dijkstrov algoritmus sltzi na hladanie najkratsich ciest v grafoch®. Funguje nasledovne:
Aby sme vyratali dlzku najkratSej trasy z Bratislavy do Malaciek, budeme riesif zdanlivo
taz§iu tlohu — budeme hladat dizky najkratsich tras z Bratislavy do vSetkych miest.

Pre kazdé mesto si budeme pamiitat dve veci: Dizku doteraz najkratSej najdenej trasy
doni a to, ¢i je tato dlzka uz skuto¢ne definitivna. (Ak sa v dalSom texte vyskytne slovo
trasa, mysli sa tym trasa z Bratislavy kamsi. Iné trasy nebudeme vobec brat do uvahy.) Na
zaciatku polozime dlzky tras nekoneéno s vynimkou Bratislavy — ti polozime rovni nule. A
vietky dlzky prehlasime za zatial nedefinitivne. Zvysok algoritmu sa skladd z N krokov. V
kazdom z nich robime toto:

e Vyberieme najkrat$iu spomedzi nedefinitivnych tras a prehlasime ju za definitivnu.
Toto bude vzdialenost najkratSej trasy do prislusného mesta. Nazveme to zdefinitiv-
nenie mesta. Kvoli jednoduchosti vysvetlovania, nech sme povedzme zdefinitivnili Stu-
pavu.

e Preberame nedefinitivne mesté susediace so Stupavou. Nech napriklad Lozorno je také
mesto (t.j. eSte nie je definitivne a medzi Stupavou a Lozornom je priama cesta). Ak
trasa Bratislava — Stupava — Lozorno je kratsia, ako doterajsia trasa do Lozorna, tak
si zapamétame tito namiesto povodnej. Toto volame skracovanie trasy (cez mesto).

Vam odporicam si ruéne algoritmus odsktisat na nejakej cestnej sieti s asponi 10 mestami.
My sa namiesto toho vrhneme do dokazovania spravnosti algoritmu t.j. ideme ukézaft, ze v
okamihu, ked prehlasime trasu za definitivnu, je skutocne najkratSia mozna.

Budeme postupovat indukciou vzhladom na pocet krokov algoritmu. V prvom kroku,
ked prehlasujeme Bratislavu za definitivnu, iste mame pravdu. Nech teda sme v nejakom
dalSom kroku algoritmu. Vieme uz, ze trasy, ktoré st prehlasené za definitivne, st skutoc¢ne
najkratsie. A nech najkratsia nedefitivna trasa je povedzme trasa T Bratislava — Stupava a
chystame sa ju zdefinitivnit. Musime ukazat, Ze je naozaj najkratsia. Sporom. Nech existuje
do Stupavy nejakd ina kratSia trasa S. Vezmime na S prvé nedefinitivne mesto (iduc z
Bratislavy), st dve moznosti:

e Nie je to Stupava. Nech je to povedzme Borinka. Potom ale trasa cast trasy S Bratislava

— Borinka je uréite kratsia, ako trasa S a je t4 podla predpokladu kratsia nez T'. Ale
toto je spor jak hrom, lebo nas algorimus by vybral Borinku, a nie Stupavu, no nie!?

e Je to Stupava. Potom je ale mesto tesne pred Stupavou (idic z Bratislavy) na trase S
definitivne. Z toho plynie, Ze sme cez neho trasu do Stupavy skracovali a teda namiesto

T by sme si zapamiitali S. Spor.
Zostalo nam vyriesit, ako hladaf pocet najkratsich tras. Pre kazdé mesto si pamétame
nielen dizku najkratsej doteraz najdenej trasy doii, ale aj pocet tras tejto dizky, ktoré don
vedt. Cesta dlzky 0 z Bratislavy do Bratislavy je uréite prave jedna. Ostatné poéty st na

4Edsger Wybe Dijkstra 1930-2002, holandsky profesor informatiky. Medzi ingym vymyslel aj trukturované prog-
ramovanie t.j. pouzivanie begin, end, for, while a repeat namiesto goto.

5Graf je v tomto pripade matematicky model cestnej siete.
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O cyklistike na Zahori 7

zac¢iatku nedefininované. Tieto pocty upravujeme vtedy, ked skracujeme cesty. Prestavme si,
ze skracujeme trasu do Lozorna cez Stupavu. Mame tri moznosti:
e Trasa je dlhsia, ako doteraz pamitana. Vtedy nerobime nic.

e Trasa je ostro kratsia. Vtedy ju skratime. Navyse pre kazdu najkratsiu cestu do Stu-
pavy dostavame jednu doteraz najkratsiu cestu do Lozorna. Takze polozime pocet tras
do Lozorna rovny poctu tras do Stupavy.

e Trasa je rovnako dlhd. Vtedy sme sa dozvedeli o dalsich doteraz najkratsich trasach

do Lozorna. Takze pocet tras do Lozorna zvysime o pocet tras do Stupavy.

Implementéacia algoritmu je priamodiara (kukni listing). Mame 4 polia: Maticu susednosti
t.j. pre kazda dvojicu miest dlzku priamej cesty medzi nimi (resp. nekone¢no, ak priama,
cesta neexistuje). Pole pre doteraz najkratsie trasy. Pole, v ktorom si pamétéame, ¢i je trasa
definitivna a pole pre pocty tras.

Krokov algoritmu je N a v kazdom z nich treba néjst najkratsiu nedefinitivnu trasu a
zlepsit vSetky nedefinitivne trasy. Obdidvoje trva ¢as ©(NN). Vysledna ¢asova zlozitost je teda
N-O(N) = O(N?). Paméitova zloZitost je ©(N?) kvoli matici susednosti. Paméitova zlozitost
by sla znizif na ©(N + M) pomerne fahko pouzitim nie¢oho iného ako matice susednosti.
Co sa tyka casu, existuje aj asympoticky rychlejsia implementéacia Dijkstrovho algoritmu
vyuzivajuca Fibonacciho haldu pracujtca v ¢ase O(M + N log N), 7ial, je trocha naro¢na na
vysvetlenie.

Listing programu:

Program O_cyklistike_na_Zahori;
const MaxN = 100; { maximalny pocet vrcholov }

var N,M,x,y,d,i,j,min:integer;
atarray[1..MaxN, 1..MaxN] of integer; { ali,j] je dlzka cesty medzi i<->j }
1,p:array[1..MaxN] of integer; { dlzka a pocet ciest z BA do vrchola }
b:array[1..MaxN] of boolean; { true, ak je vrchol definitvny }

{ skrati dlzku trasy do j cez min, a prerata pocet tras do j }
procedure skrat(min,j:integer);
begin
if 1[min]+a[min,j] = 1[j] then p[jl:=p[j]l + plminl;
if 1[min]+a[min,j] < 1[j] then begin
1[j]:=1[min]+a[min,j];
pljl:=p[min];
end;
end;

begin
assign(input,’prikl3.in’); reset(input);
readln(N,M);

{ na zaciatku su vsetky hrany nekonecno }
for i:=1 to N do for j:=1 to N do ali,j]:=9999;

{ nacitame hrany }
for i:=1 to M do begin readln(x,y,d); alx,yl:=d; aly,x]:=d; end;

{ dlzky ciest BA <-> obec[i] nastavime na nekonecno
a nastavime, ze su nedefinitivne t.j. budu sa este menit }

for i:=1 to N do begin 1[i]:=9999; b[i]:=false; end;

{ najkrastia cesta BA<->BA je jedina a je dlzky O }
pl1l:=1; 1[1]:=0;
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8 O Miskovi na lade

{ Dijkstrov algoritmus }
for i:=1 to N do begin
min:=-1;
{ najdeme nedefinitivny vrchol s najkratsou 1[j] ...}
for j:=1 to N do
if (not b[jl) and ((min=-1) or (1[jl<1l[min])) then min:=j;
{ ... a prehlasime ho za definitivny }
b[min] :=true;
{ a skratime vsetky nedefinitivne cesty cez neho }
for j:=1 to N do
if (not b[j]l) and (almin,j]1<9999) then skrat(min,j);
end;

writeln(’Najkratsich ciest je ’,p[N],’ a maju dlzku ’,1[N],’.’%);
end.

. . . Opravoval si MisoF. z Popradu
4. O Miskovi na lade (max. 19 bodov)

Ulohou bolo néjst v danej matici ntl a jednotiek obdlznik s najvii¢sou plochou, ktory je
tvoreny samymi nulami. Aby sme nemuseli oSetrovat okrajové pripady, okolo naSej matice si
do pola zapiSeme samé jednotky — rieSenie tilohy sa tym nezmeni, ale my nebudeme musiet
rozoberat pripady, ¢i sme na kraji alebo nie. Aby nenastali nejasnosti, nasu maticu budeme
oznacovat A, pritom vstup bude na polickach A[l,1] az A[M, N], prva stradnica je riadok,
druhé stipec.

Najjednoduchsie riesenie je vyskusat vSetky moznosti, kde lezi lavy horny roh (tych
je MN), pre kazdu vSetky moznosti, kde je pravy dolny (tych je O(MN)) a pre kazdy
obdlznik skontrolovat (v ¢ase O(MN)), & vyhovuje. Takto dostaneme rieSenie s nie préave
tzasnym éasom O(M3N3). Trochu si mdézeme pomdct nasledovne: Spocitajme postupne pole
B, kde B[i, j] bude sticet poli¢ok v poli A v obdlzniku [0,0] aZ [i, j]. Toto pole Iahko (ako?)
spocitame v ¢ase O(MN). Ak teraz chceme zistit, ¢ je obdlZnik s danym lav§m hornym
rohom [x1,y1] a pravym dolnym rohom [z, ys] tvoreny samymi nulami, sta¢i ndm zistit,
¢i je sucet prislusnych prvkov pola A nula. Ale tento sucet Tahko uré¢ime pomocou pola B
— je to Blxa,y2] — Blz1 — 1,y2] — Blza,y1 — 1] + B[z — 1,y1 — 1]. (Preco? Nakreslite si
obréazok. .. ) Takto ndm na skontrolovanie obdlZnika sta¢i ¢as O(1), ¢im sme predchadzajtice
riesenie zlepsili na O(M?2N?). Stéle ni¢ moc.

Prejdime nasu maticu A po riadkoch a do pola V si spoéitajme pre kazdé policko [i, j] po-
¢et nulovych policok bezprostredne nad nim (vratane neho). Teda ak Afi, j] = 1, V[i, j] = 0,
inak V[i,j] = V[i — 1,j] + 1. Ked vieme hodnoty Vi, *], méZeme pomocou nich spocitat
najviacsi obdlznik, ktory konéi v i-tom riadku, nasledovne: Postupne vyskusame vsetky moz-
nosti pre stipec ji, kde za¢ina. Pre kazdt postivame posledny stipec jo od j; aZ po kraj
matice, priom si pamiitame, akt este najvyssiu vysku nas obdlznik moéze mat. Na zaciatku
je to Vi, j1], ak posunieme pravii hranicu na poli¢ko, nad ktorym je menej nil ako aktualna
viska obdlznika, musime ho zmensif. Zo vsetkych takto najdenych obdlznikov vyberieme
samozrejme ten najvacsi.

Casova zlozitost prave ukazaného algoritmu je O(MN?) — pre kazdy spodny riadok
obdlznika vyskt$ame vSetky moznosti pre lavy a pravy stipec, pamitfova je O(MN). Za
takyto algoritmus sa dalo ziskat 13 bodov. Pripadne 14, ak ste si uvedomili, Ze z matic A a
V si vzdy sta¢i pamétat posledné dva riadky, ¢im zlepsime pamitové naroky na O(N).

Aby sme mohli najst lepsie rieSenie, musime si o nasom obdlZniku nie¢o uvedomit. Pri
kazdej jeho strane musi lezat nejaka jednotka, inak by sme ho mohli do tejto strany predlzit a

.....

jednotku. Presnejsie pre kazdé policko [i, j] zodpovieme otdzku: ,Aky najvacsi obdlznik m4
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O Miskovi na lade 9

spodny riadok ¢ a ma v stlpci j jednotku tesne nad hornou stranou?“ Zjavne nas najvacsi
obdlznik v niektorom riadku konéi a v niektorom stipci ma jednotku tesne nad hornou
stranou, takze takto ho naozaj ndjdeme. A ako teda zodpovedat nami polozent otazku?

Okrem starého zndmeho pola V' budeme mat este dve polia L a R. Pole L nam pre policko
[4, ] bude hovorit, kolko najviac poli¢ok dolava moze siahat obdlznik, ktory ma pravy dolny
roh [i, j] a vysku Vi, j|. Pole R ndm bude hovorit to isté, len doprava.

Keby sme mali spo¢itané V', L a R, nasu otazku zodpovieme lahko — pre [i, j] mé obdlznik
vysku Vi, j] a aby bol najvicsi, musi siahat do oboch stran najviac ako sa s tou vyskou da,
¢ize bude mat sirku L[i, j| + R[i, j] — 1. Takze jediné, ¢o ostava, je vediet efektivne spocitat
hodnoty v poliach L a R. Ukdzeme len L, pre R to bude zjavne fungovat rovnako, len pojdeme
sprava namiesto zlava.

Predpokladajme, ze méme hodnoty V[ —1, |, L[i —1, %], podme spo¢itat hodnoty L], ].
Prechadzajme riadok zlava doprava, pricom si budeme pamitaf dizku k stvislého tseku nil
v fiom po policko, kde prave sme. Ak Afi,j] = 1, L[i,j] = 0. Ak V[i,j] = 1, L[i, j] = k.
Inak: Zjavne L[i,j] < L[i — 1,j] — dolava to s vyskou Vi, j] urite nepojde viac ako v
predchadzajicom riadku, lebo ak sa nezasekneme skor, zasekneme sa tam, kde predtym.
Podobne zjavne Lli, j| < h — po h polickach sa uréite zasekneme na jednotke, ktora je v i-
tom riadku. A nie je tazké si uvedomit, ze min(L[i—1, j], h) poli¢ok dolava siahajiici obdlznik
vysky Vi, j] naozaj Ziadnu jednotku neobsahuje. Preto toto je hladana hodnota L[z, j].

asova aj pamitova zlozitost prave ukazaného algoritmu je O(M N). Za takyto algorit-
mus sa dalo ziskat v zadani s[ubenych 18 bodov. No a tak sa plny pocet musel posunit na
19. Na plny pocet ste si opdf museli uvedomit, ze z matic A, V, L a R si vzdy stac¢i pamiitat
posledné dva riadky, ¢im zlepsime pamétové naroky na O(N).

Listing programu:

#include <stdio.h>

int A[2][100],V[2][100],L[2][100],R[2][100],pom[100];
int M,N,row,col;
int maxS=-1,x1,y1,x2,y2;

int main(void){
scanf ("%d %4 ",&M,&N);
for (col=0;col<N;col++) V[1][coll=L[1][col]l=R[1] [col]l=0;
for (row=0;row<M;row++) {
// spracuvame vstup po riadkoch
for (col=0;col<N;col++) {
scanf ("%d ",&A[row’2] [coll);
if (Al[row%2] [coll) VIrow%2] [coll=0;
else V[row’%2] [col]l=V[(row+1)%2] [col]l+1;
}
// spocitame L
pom[0]=1-A[row}2] [0];
for (col=1;col<N;col++)
if (Alrow’2] [col]) pom[col]l=0; else pom[col]=pom[col-1]+1;
for (col=0;col<N;col++) {
if (Al[row%2] [coll) { L[row%2] [coll=0; continue; }
if (V[row’%2] [coll==1) { L[row%2] [col]l=pom[col]; continue; }
L[row%2] [col]=L[(row+1)%2] [col]l<pom[col]?L[(row+1)%2] [col] :pom[col];
}
// spocitame R
pom[N-1]1=1-A[row%2] [N-1];
for (col=N-2;col>=0;col--)
if (Alrow’%2] [col]) pom[col]=0; else pom[col]=pom[col+1]+1;
for (col=0;col<N;col++) {
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10 O celuldrnych automatoch II

if (A[row%2] [col]l) { Rlrow%2][col]l=0; continue; }
if (V[row’2] [coll==1) { R[row’2] [col]l=pom[col]; continue; }
Rlrow’2] [col]l=R[(row+1)%2] [coll<pom[col]l ?R[(row+1)%2] [col] :pom[col];
}
// pozrieme ci nemame lepsie riesenie
for (col=0;col<N;col++) if (!'Alrow%2] [coll)
if (V[row%2] [coll*(L[row%2] [col]l+R[row%2] [col]l-1)>maxS) {
maxS=V [row’%2] [col]l*(L[row%2] [col]l+R[row%2] [col]l-1);
x1=row-V[row%2] [col]+1; x2=row;
yl=col-L[row}2] [col]l+1; y2=col+R[row}2] [col]l-1;
}
}
// a vypiseme vysledok
if (maxS==-1) printf("Vsade je sneh.\n"); else
printf("Najvacsi lad: [%d,%d]l-[%d,%d]\n",x1+1,y1+1,x2+1,y2+1);
return O;

; opravoval Martin zo SpisSskej
5. O celularnych automatoch II (max. 15 bodov)

Takmer vsetci, ktori ste tento priklad poslali, ste ho mali spravne. No aj napriek tomu som
rieSenia. Vasou tlohou nebolo iba napisat prechodovi funkciu, ale aj podrobne vysvetlit, ako
vas automat funguje a aspon sa pokusit dokézaf, ze vas automat robi naozaj to ¢o chcete.
Takze za spravne a precizne zdovodnené rieSenie ste mohli ziskat najviac 15 bodov. Za velmi
stru¢ny, ba dokonca az chybajuci popis rieSenia ste mohli ziskat aj —4 body a za drobné
chybicky v prechodovej funkcii po —1 bode.

Cislo zapisane v dvojkovej stistave budeme nasobif troma postupne, od najmenej vy-
znamnych bitov az po najvyznamnejsie. Teda ako prvy spracujeme najmenej vyznamny bit.
Vynéasobime ho tromi a zapamitame si, aky bude tento bit v koneénom vysledku a aké
pretecenie do vys$ich rddov nastalo. Potom kazda dal$iu sekundu zoberieme najpravejsi ne-
spracovany bit, opét ho vyndsobime tromi, pripoc¢itame k nemu pretecenie do vyssich radov z
nasobenia jeho pravého suseda a zapamsitame si visledok i nové pretecenie®. Aby sme pocas
vypoctu vedeli, ktory bit bol do danej sekundy nésobeny ako posledny, automat nestici tento
bit prejde po vynasobneni do $pecidlneho stavu <I>§, kde v € {0,1} je vysledok a 8 € {0,1,2}
pretecenie do vysSich radov. V dalSej sekunde automat prejde z tohto stavu do vysledného
stavu 7. Délezité je si uvedomit, ze v kazdej sekunde vypoc¢tu bude prave jeden automat v
niektorom zo stavov @g.

Automaty budt nadobudaf stavy z mnoziny K = {0,1,®), &}, @3, Y, &1, ®?} a ich
prechodovéa funkcia bude:

(3a+3) div 2

(1) T« (I)g - (I)(Sa—i-ﬂ) mod 2 T,y € {$707 1}

(2) zax — <I>E§3§ fég(fz @y € {01}

(3) =z ®° — g e {012}
Y v e K

(4) zoay — « ‘

Aby ste videli, ako automat pracuje, zamyslite sa nad tymto prikladom vypoctu:
$0010111% — $001011®1$ — $00101P21$ — $00109301$ — $001$;101$ — $00930101$ —
$09300101$ — $09000101$ — $1000101$.

SToto pretedenie nebude nikdy vadésie nez 2, rozmysli si preco.
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O celuldrnych automatoch I1 11

Dokézeme”, ze automat vypocita torojnasobok zadaného ¢isla. Odcislujme si automaty
¢islami 1 az n tak, aby najpravej$i automat mal ¢islo 1, jeho sused 2, az najlavejsi ¢islo n.
Pred zacatim vypoctu (tj. v nultej sekunde) st vSetky automaty v stave 0 alebo 1.

Najprv ukdzeme, ze v i-tej sekunde (1 < i < n) st vSetky automaty okrem i-tého v stave
0 alebo 1 a i-ty automat v niektorom zo stavov <I>§, kde 8 € {0,1} a v € {0,1,2}. Toto
tvrdenie dokdZzeme indukciou. V prvej sekunde sa moze zmenit iba stav prvého automatu.

Nech ten je o, podla pravidla (2) sa zmeni na stav @Egzg izz d22. Ostatné automaty sa podla

pravidla (4) nezmenia. Teraz predpokladajme, Ze dokazované tvrdenie v i-tej (1 < i < n)
sekunde plati. To znamena, ze i-ty automat je v niektorom zo stavov CIDQ a ostatné automaty

su v stave 0 alebo 1. Podla pravidla (3) i-ty automat prejde do stavu +, teda 0 alebo 1 a
(i + 1)-vy automat (taky existuje, lebo i < n), ak bol v i tej sekunde v stave «, prejde

) 3a+p3) div 2
podla (1) do stavu @E3a+§§ mod 2°

vsetky automaty okrem i-tého budia v (i + 1)-vej sekunde v stave 0 alebo 1 a i-ty automat
v niektorom zo stavou CID?” kde 3 € {0,1} a v € {0,1,2}.
V n-tej sekunde je n-ty automat v stave @5 a ostatné automaty su v stave 0 alebo 1. Je

Ostatné automaty sa podla pravidla (4) nemenia. Preto

zrejmé, Ze n-ty automat podla pravidla (3) prejde do stavu  a ostatné automaty podla (4)
svoj stav nezmenia. Preto v (n + 1)-vej sekunde budu vsSetky automaty v stave 0 alebo 1 a
cely vypocet sa ukondi.

Teraz by sme eSte potrebovali dokdzaf, Ze naozaj vypocitame trojniasobok vstupného
¢isla. Preto opitf indukciou podla ¢ ukdzeme, Ze po i sekundach je poslednych i — 1 bitov
spravne vynasobenych, prvych n — ¢ bitov rovnakych ako na zaciatku a i-ty automat je v
stave zodpovedajicom spravnemu bitu a prenosu. Keby sme chceli byt velmi formélni, mohlo
by to vyzerat napriklad takto:

Oznac¢me A; stav i-tého automatu v j-tej sekunde. Ozna¢me

n i—1
Ty=3- ) AP 32 442+ Y Al (kde A} = 5)
j=i+1 j=1

(Neformélne: Y, dostaneme tak, ze s¢itame ¢islo tvorené najniz$imi ¢ bitmi — uz vynasobe-
nymi, prenos a trojnasobok ¢isla tvoreného n — i najvyssimi bitmi a ¢ nulami — eSte nevynéa-
sobend ¢ast.) Dokézeme indukciou podla i, ze vSetky hodnoty T; (0 <i < n+ 1) st rovnaké.
Pritom YTy 1q = > AL 1271 je vysledok vypoctu automatu a To = 3- >0 ;| 4§21 je
trojnasobok pévodného disla.
(3A%) div 2
(3A6) mod 2
a ostatné stavy sa nezmenia (tj. A% = A, kde 1 < i < n). Mozeme pocitat T; = 3 -
23?22 A{Qﬂ'fl +(3A}) div 2-21 + (3A]) mod 2-2° +Z§:1 Aj2771 = 3-2;?:2 Al2171 4 3AL =
3- Z?:l A%2]71 =17y.

Rovnako v (n + 1)-vej sekunde sa n-ty automat zmeni zo stavu Al = @32.8 na stav
A" | = 7, a ostatné automaty svoj stav nezmenia (tj. A%, ; = A%, kde 1 < i < n). Preto

o . . I . "1 . .

T, =3 D A2 32" 2 YT ALY T = AR YA 2T =
Z;LZI Af’L+12]_1 =Tot1

Nech 1 < i < n, potom v (i+1)-vej sekunde, ako sme uz ukazali, sa stav i-tého automatu

Ako sme uz zistili, v prvej sekunde sa povodny stav A} zmeni na stav A} = &

zmeni z Al = q)’g: na stav Al ; = 7, stav (i + 1)-vého automanu z A" na Aiﬁ =
i+1 A

Bit1 (BA;T 48;) div 2 , , . j i

D = ¢ . Stavy ostatnych automatov ostanti nezmenene (tj. A7, , = A’

Vit1 (AT 46,) mod 2 y Y (tj. Ai, i

"Vy ste samozrejme nemuseli pisat az takto podrobny dokaz, ale nieco napisat ste predsa len mali. ;-)

8Podla zadania mozeme predpokladat, Ze na najvysSom bite k pretedeniu neddjde, preto 8, = 0.
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12 O celuldrnych automatoch II

kdel<j<nai#j#i+l). AplatiT; =337, A§2j—T+ﬁi2i+fyi2i—1+Z;;11 Ang—l —

3- Z;L:HZ A§+12]_14+ 3A;+12Z + 32" + A;HZ’_% + Z;;l Al 271 =3. Z;L:i+2 Al 271 4

(BAT 8,2+ 375y AL 27 =3 300, AL 2+ (BATT 4 8) div 2.2 4 (3ATT +

gj) mod 220437 1 Aj 207 =330 AL 2T B 2 by 20 3 AL YT =
it1-

Dokézali sme, ze vypocet sa vzdy zastavi a tiez, ze Yo = Y1 = ... = 1, = T,41,
vysledok vypoctu je teda rovny trojnasobku zadaného ¢isla. Preto automat je korektny a
riesi zadany problém.

Ako z dokazu vyplyva, kazdy vipocet trva prave n + 1 sekand, kde n je dlzka vstupu
(dlzka binarného zapisu vstupného &isla). Teda ¢asova zlozitost je O(n).
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Vysledkova listina po 2. kole kategorie KSP

Meno a priezvisko Skola, Trieda 21 22 23 24 25| X
1| Zavodny Jakub Gym. Grosslingovd BA 3 54115 12 15 13 13|122
1| Satka Milan Gym. Liptovsky Hradok 4 52(15 6 15 19 15|122
3 | Tekel Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 5215 13 13 13 14120
4 | Jancuska Marek Gym. Parovska Nitra 3 51| 8 13 15 13 15|115
5 | Stefanek Anton Gym. Jura Hronca BA 3 36|15 13 13 18 10|105
6 | Polacek Lukas Gym. K. Sttra Modra 3 35|13 12 15 14 13102
7 | Kovac¢ Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 22115 13 15 18 15| 98
8 | Burda Milan Gym. Jura Hronca BA 3 25115 7 13 18 14| 92
9 | Choma Martin Gym. Stard Luboviia 4 31|15 15 16 12| 89

10 | Lipkova Juliana Gym. Jura Hronca BA 4 35115 8 4 6 13| 81
11 | Burger Michal Gym. Grosslingovd BA 3 48| 8 10 11| 77
11 | Repovsky Michal Gym. Komenského Trebisov 3 20115 7 10 18 7| 77
13 | Smazakova Dana Gym. Jura Hronca BA 3 28|15 12 15 70
14 | Rejda Martin Gym. Grosslingovd BA 3 25|15 15 13 68
15 | Lenhardt Rastislav Gym. Jura Hronca BA 3 36|15 12 4 67
16 | Stolc Miroslav Gym. Parovska Nitra 3 171 3 8 8 13 13| 62
17 | Smitala Frantisek Gym. Cyrila a Metoda Nitra 3 19|15 8 13 55
18 | Klima Jaroslav Gym. Jura Hronca BA 4 49 49
19 | Kevicky Michal Gym. Grosslingova BA 3 23| 3 8 14| 48
19 | Nanasi Michal Gym. Jura Hronca BA 2 015 11 12 10 48
19 | Sufliarsky Peter Gym. Nové Zamky 3 22|11 12 3| 48
22 | Trejbal Ivan Gym. Jura Hronca BA 3 15 18 13| 46
23 | Somlo Ivan Gym. Mlédeznicka Sahy 3 44 44
24 | Kuchynarové Mariana | Gym. Jura Hronca BA 3 22 (15 4 41
25 | Kollar Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 11| 9 8 10 38
26 | Hanulovd Anna Gym. Jura Hronca BA 3 0|15 7 14 36
27 | Ruzicka Peter Gym. Jura Hronca BA 2 12 2 8 9 31
28 | Palencar Jan Gym. Malé Hora Martin 3 25 25
29 | Koneény Stefan Gym. Jura Hronca BA 4 22 22
30 | Culak Radovan Gym. Golianova Nitra 3 013 3 16
31 | Balaz Miroslav Gym. Jura Hronca BA 3 12 12
32| Janik Oliver Gym. L. Stockela Bardejov 3 8 8
32 | Kotrbéik Michal Gym. Jura Hronca BA 0 8 8
34 | Beno Michal Gym. Kremnica 3 7 7
35 | anonym2 Neznama skola 0| 2 2
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