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Vzorové riesenia 1. kola letnej casti

Mili riesitelia!

Ako uz mozno viete, v piatok 16. maja 2003 organizovali KSPaci dalsi ro¢nik celosvetove;j
(nielen) stredoskolskej programatorskej sutaze IPSC. Tento rok sa prihlasilo vyse 600 timov
z celého sveta a nas tesi, ze sa slovenski riesitelia v tejto konkurencii nestratili. Zo sloven-
skych timov obstali najlepsie tim J2 (15. miesto celkovo) z matfyzu a IdeaZ (16.) z UPJS v
Kosiciach. Najlepsi nas stredoskolsky tim bol 4Dimensional GJH team, ktory skon¢il medzi
stredoskolskymi timami na 20. mieste. VSetkym zGcastnenym blahozeldme k dosiahnutym
vysledkom. A uz ostava len dodat, Ze najlepSou cestou k tspechu v takejto silnej konkurencii
je ¢itat vzoraky KSP. Hor sa na to.

Gn fvsen wr gh yra gnx, nol fgr fn arahqvyv.
KSPaci

v .o . opravoval Davidko
1. O snazivom Tomasovi (max. 15 bodov)

Islo o velmi popularny priklad, ktory riesila hiba z vas. Vase rieSenia mozno rozdelit v zasade
do niekolkych skupin, podla ¢oho som udeloval aj body.
e Casova zlozitost O(N log N), rovnako ako vzordk — max. 15 bodov

e casova zlozitost O(N?) — max. 12 bodov
e riesenia ktoré predpokladali, Ze casy sua celé ¢isla v malom rozsahu — max. 10 bodov
e exponencidlna a horsia ¢asova zlozitost, backtracking a podobné — max. 8 bodov

e nefuknc¢né riesenia — max. 3 body
Bod som stfhal za neuvedenie (spravnej) ¢asovej zlozitosti.

Vzorové riesenie: Uloha budeme riesif metédou dynamického programovania. Najprv
brigddy utriedime vzostupne podla casu kedy koncia. Odteraz, ked povieme i-ta brigada,
ma sa na mysli i-ta v tomto utriedenom poradi. Z technickym pri¢in pridajme este nulta
brigadu s nulovym zérobkom, ktora konéi skér alebo rovnako skoro, ako zacina Tubovolna
ina brigada.

Teraz nastupuje velkolepa paradigma dynamického programovania: ,Rétaj hodnoty,
ktoré na st na prvy pohlad zbytoéné.“ My sa teda budeme pre kazdé i = 0,1,..., N snazit
vypocitat, kolko najviac peniazi, moze nas snazivy Tomas zarobit, keby Siel len na (niektoré)
brigady spomedzi prvych i. Ozna¢me tieto hodnoty S; pre ¢ = 0,1,..., N. Hodnota, o ktora
nam v skutocnosti ide je len Sy. Je jasné, Ze na prvych nula brigadach ni¢ nezarobi, a teda
So = 0. Prepokladajme, Ze mame vyratané hodnoty Sy, S1,...,S;_1 a chceme vyratat S;.
Ako na to?

Snazivy Tom&s$ méa dve pricipidlne moznosti: Bud pdjde na i-tu brigddu alebo nepdjde.
Ak nepojde, tak najviac zarobi prave tolko, ako keby i-ta brigdda ani neexistovala, teda
presne S;_1. Ak na 1iu pdjde, tak nemdze stihniat poslednych niekolko (mozno nula) brigad.
Presnejsie, ak £ (0 < ¢ < i—1) je posledna také brigadda, ze konéi skor alebo rovnako ako i-ta
zacina, tak urcite nestihne brigady £+ 1,/+2,...,i— 1. Ostatné brigady ale stihnit moze, a
preto pri tejto moznosti Tomas zarobi Sy 4 ¢;, kde ¢; je suma, ktort zarobi na i-tej brigade.
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2 O snazivom Tomdsovi

(Treba si uvedomit, ze také ¢ existuje a je jediné. Tohto sme dosiahli prave pridanim nulte;
brigady.) Ak teda je teda Tomas taky snazivy, tak si vyberie ti z tychto dvoch moznosti, na
ktorej zarobi najviac a teda zarobi presne S; = max(S;_1, Sy + ¢;).

Implementacia je rovnako priamociara ako vyklad rieSenia. Budeme maft jedno pole pre
brigady a jedno pole pre hodnoty S. Nac¢itame brigaddy a utriedime ich podla konca nejakym
,rychlym“ triediacim algoritmom napr. Quicksortom. Vyrobime nultii brigddu. Polozime
So := 0 a néasledne v cykle od 1 po N ratame hodnoty S;. Pre kazdé i potrebujeme najst
prislusnii brigddu ¢. Tu sa nesmieme zldkaf predstavou prehladévat vsSetky brigady od 0
po i — 1. Ak si uvedomime, Ze st utriedené podla konca, tak s vyhodou pouzijeme binarne
vyhladéavanie.

Paméfova zlozitost je zjavne O(N). Na nacitanie potrebujeme ¢as O(N), na utriedenie
O(Nlog N). Na vyréatanie hodnoty nejakej jednej hodnoty S; je potrebné jedno bindrne vy-
hladavanie, ktoré ma éasovu zlozitost O(logi) = O(log N). Vysledna ¢asova zlozitost celého
algoritmu bude teda O(N log N).

Listing programu:

Program O_snazivom_Tomasovi;

type brigada = record s,t,c:real; end; { zaciatok, koniec a zarobena suma }
var a:array[0..1000] of brigada; { zoznam brigad }
{ maximalna suma, ktoru Tomas je schopny zarobit za prvych i brigad }
S:array[0..1000] of real;
N,i,l,r,m:integer;

{ triedenie quicksortom podla konca brigady }
procedure gsort(l,r:integer);
var i,j:integer;

p:real;
b:brigada;
begin
if r<=1 then exit; { neni co triedit }
i:=1; j:=r;
p:=al(i+j) div 2].t; { pivot }
repeat

while a[i].t<p do inc(i);
while a[j].t>p do dec(j);
if i<=j then begin
b:=alil; alil:=aljl; aljl:=b;
inc(i); dec(j);
end;
until i>j;
gsort(l,j); gsort(i,r);
end;

begin
assign(input,’prikll.in’); reset(input);
{ nacitame brigady }
readln(N); for i:=1 to N do with a[i] do readln(s,t,c);
{ utriedime ich podla konca }
gsort(1,N);
{ nulta brigada, ktora skonci skor ako hocijaka ina zacne }
al0].t:=al1].s;
for i:=1 to N do if a[i]l.s < a[0].s then a[0].s:=ali].s;
S[0]:=0;
{ dynamicke programovanie }
for i:=1 to N do begin
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O dovolenke 3

{ na i brigadach mozme zarobit aspon tolko ako na i-1}

S[i]:=S[i-1]1;
{ binarne vyhladavanie }
1:=0; r:=i-1;

while r>1 do begin
m:=(1+r) div 2;
if alm].t <= al[il.s
then if a[m+1].t <= a[i].s then 1l:=m+1
else begin r:=m; l:=m; break; end
else r:=m-1;
end;
{ 1-ta brigada, je posledna taka, co skonci skor ako i-ta zacina }
if S[1] + alil.c > S[i] then S[il:=S[1] + al[il.c;

end;
writeln(’Tomas moze zarobit najviac ’,S[N]:0:2,’.7%);
end.
opravoval Goober
2. O dovolenke (max. 15 bodov)

Tento priklad ma velmi potesil — okrem toho, Zze takmer vSetky vaSe rieSenia boli spravne,
pisali ste aj pekné komentare. Skratka, radost opravovat. Tak aj hodnotenie bolo o dost
benevolentnejsie ako obycajne. Ale dost bolo reci, pozrime sa na vzorové rieSenie.

ktorych sa najprv stiipa, potom ide horizontalne a na konci klesa. Navyse budeme predpokla-
daf, Ze pocas letu moze helikoptéra klesat (len klesat) aj cez kocky vyplnené zemou. Toto si
mozeme dovolif preto, ze ak najdeme cestu, kde helikoptéra klesa cez kocky vyplnené zemou,
vieme, ze existuje rovnako drahd cesta, kde si helikoptéra ,,neché vsSetko klesanie nakoniec“
a ze tato cesta je uz v poriadku. Pre kazdy let L helikoptéry si ozna¢me H (L) maximalnu
vysku, v ktorej sa nachadzala.

Zadanie si teraz prevedieme na graf s M x N vrcholmi, ktoré buda zodpovedat jednotli-
vym poli¢kam vyskovej mapy (pismenkd A, B budi odteraz oznacovat aj prislusné vrcholy
nasho grafu). Pre kazdy vrchol X budeme mat piticu ¢isel (rx, yx, zx, Px, @x), kde x x, yx
su jeho stradnice, zx je vyska, do ktorej siaha zem nad miestom [zx,yx]. Nech L je najlac-
nejsi let z kocky A do kocky [zx,vyx,zB]- (T.j. do kocky so stradnicami [zx,yx]| a vyskou,
v ktorej chceme skonéif. Uvedomte si, Ze tato kocka moze byt tvorend zemou.) Potom Px
bude cena tohoto letu a Q@ x bude H(L). Hrany grafu budu orientované a povedt vzdy me-
dzi dvojicami stranou susediacich policok. Este ich ohodnotime pomocou velmi prefikaného
vztahu (U, V st dva susedné vrcholy, a, b, ¢ st ceny jednotlivich pohybov podia zadania):
d{U —-V)=c+ (a+b) x max{(zy + 1) — @Q,,0}. Tento vzorcek hovori, kolko stoji uprave-
nie cesty, ktord povodne viedla z A do U na cestu, ktora povedie z A do U a potom hned
od V. Prvy ¢len zodpovedd horizontalnemu presunu, druhy zase stipaniu a naslednému (po
horizontalnom posune) klesaniu v pripade, Ze prelietavame na vrchol s vysSou troviiou zeme.

Rozdelme teraz vrcholy do dvoch kategérii — D, ¢ize definitivne, a O, ¢ize ostatné. Vrcholy
X z mnoziny D sa budt od ostatnych lisit tym, ze budeme poznaf hodnoty Px aj Qx.
Mnozinu D budeme postupne rozsirovat, pokial sa v nej nevyskytne aj vrchol B. Na zaciatku
eSte nevieme takmer nic, tak vsetkym vrcholom nastavime Px = oco. Vynimku tvori vrchol
A, pre ktory pozname presnt hodnotu Px aj @ x (ako ¢itatel iste Tahko nahliadne). Napriek
tomu zvolime pociatoéné D prazdne. V kazdom ,kroku“ spravime nasledovné — vyberieme
z O ten vrchol T, ktory ma najmensie Pr a presunieme ho do D. Stcasne s tym si pozrieme
v8etkych jeho susedov Y z O (ktori st nanajvys Styria) a upravime im Py, @)y nasledovne
— Py = min{Py,Pr +d(T — Y)}, a ak v minime nastal druhy pripad, polozime Qy =
mazx{zy + 1,Qy}. Tieto dva kroky zabezpecuju, ze Py bude najlepSia cena, za aki sme
schopni sa dostat z A do Y iba cez vrcholy z D.
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4 O dovolenke

Treba teraz dokazat, ze tento postup bude fungovat. Na to pouzijeme nasledovny inva-
riant — ,Pre vSetky X plati, Ze Px je dlzka najlacnejsieho letu L z A do X, ktory ide iba
cez vrcholy z D a navySe Qx = H(L).“ Na zaciatku je tento invariant trividlne splneny,
teda stac¢i overit, ¢i ho zachovava aj kazdy ,krok“. Jediny vrchol, ktory by mohol sposobit
problémy, je vrchol T zaradovany v danom kroku do mnoziny D. Zjavne Pr > Px pre kazdé
X € D, ¢ize prva Cast (a tym aj druhd) je splnend pre vSetky vrcholy z D. Susedov vrcholu
T sme vybavili pocas ,kroku“ a teda sme hotovi, lebo ziaden iny vrchol nie je pridavanim 7T’
do D ovplyvneny. Teda po skonéeni celého postupu bude Pp t4 hladana dizka najlacnejsieho
letu z A do B.

Ako ste si iste v8imli, tento postup sa napadne ponasa na Dijkstrov algoritmus na hla-
danie najkratsej cesty, a presne tak sa aj bude implementovaf. Co vlastne potrebujeme?
Treba mat nejaku Struktiru, ktord bude vediet rychlo realizovat dve operacie — ndjdenie mi-
nima a tpravu (zniZenie) hodnoty prvku. Na toto sa priamo pontika oby¢ajna halda (v tejto
suvislosti nazyvané aj prioritny front). Hladanie a nésledné odstranenie minima je priamo-
¢iare ,prebublavanie nadol®, zniZovanie hodnoty prvku je ,prebublavanie nahor”. Celkova
Casova zlozitost teda bude O(M N log M N) a pamitova bude linedrna od velkosti vstupu
(t.j. O(MN)).

Aby sme vedeli aj vypisat nejaki ti najlacnejSiu cestu, zide sa ndm pamiitat si pre kazdy
vrchol, odkial sme dom nejakou najlepsou cestou prisli.

Nuz a hodnotenie? To bolo vcelku jednoduché — za rieSenie v zlozitosti O(M N log M N)
bolo plnych 15 bodov. Za O((M N)?) ste mohli dostat 12 bodov, za O(MNK) bolo 10
bodov.! No a horsie riesenia dostavali 8 bodov. Ako vzdy, nejaky ten bod-dva mohli byt
strhnuté za chyby v popise.

Listing programu:

#include <stdio.h>

#tdefine MAXN 10
#define MAXM 10
#define INFTY 100000

typedef struct point { int x, y, z, P, Q, D, kde; struct point *s; } point;
point points[MAXN+1] [MAXM+1];

point *halda[MAXN*MAXM+1];

int haldas;

int a,b,c,m,n,k,xa,ya,za,xb,yb,zb;

int max(int x, int y) { return x>y?x:y; };

int swap(int i, int j) {

point *t; int k;

t=halda[i]; haldal[il=haldal[j]; haldal[jl=t;

k=halda[i]->kde; halda[i]->kde=halda[j]->kde; halda[j]->kde=k;
}

void bublihore(int kde) {

int i=kde;

while(i>1) if (halda[i]->P < haldal[i/2]->P) { swap(i,i/2); i=i/2; } else break;
}

int bublidole(int start) {
int j,i=start;

1Zamyslite sa, prec¢o je O(MNK) horsie ako O((MN)?). Hint: Uvedomte si, ako suvisia &isla M, N, K s dizkou
vstupu.
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O dovolenke

while(2*i<=haldas) {
j=2%i;
if (j+1<=haldas &% halda[j+1]1->P < halda[j]->P) j++;
if (halda[i]->P <= halda[j]->P) break;
swap(i,j); i=j;
}
}

point *pop() { point *t=halda[1]; swap(l,haldas--); bublidole(1l); return t; }

void update(int x1, int y1, int x2, int y2) {
point *tl1, *t2;
int hrana;

if (x2<1 || x2>n || y2<1 || y2>m) return;
t1=&points[x1] [y1];

t2=&points[x2] [y2];

if (t2->D) return; /* Definitivny sa uz neupravuje */
if (t2->z>=k) return; /* Taky kopec nepreletime */

hrana=c+(a+b)*max ((t2->z+1)-(t1->Q),0);
if (£2->P > (t1->P)+hrana) {
t2->P=(t1->P) +hrana;
t2->Q=max (t1->Q,t2->z+1);
t2->s=t1;
bublihore (t2->kde) ;
}
}

void displaybokom(point *t) {

if (!t->s) return;

displaybokom(t->s);

printf (" [bokom] (%d %d %d)\n",t->x,t->y,t->Q);
}

int main() {
int i,j;
point *t;

scanf ("%d %d %d",&n,&m,&k); scanf("%d %d %d",&a,&b,&c);

haldas=0;

for (i=1;i<=n;i++) for (j=1;j<=m;j++) {
points[i] [j].x=i; points[i] [j].y=j; scanf("%d",&points[i] [j].2);
points[i] [j].P=INFTY; points([i] [j].Q=INFTY;
points[i] [j].D=0; /* Este nie je nikto definitivny... */
points[i] [j].s=NULL;
halda[++haldas]=&points[i] [j];
points[i] [j].kde=haldas;

}

scanf ("/d %d %d",&xa,&ya,&za); scanf("%d %d %d",&xb,&yb,&zb) ;

if (za>=zb) { points[xal[yal.Q=za; points[xa] [ya].P=b*(za-zb); }
else { points[xal [yal.Q=2zb; points[xa] [yal.P=ax(zb-za); }

/* Vybudujeme haldu */
for (i=haldas/2;i>=1;i--) bublidole(i);

while(haldas>=1) {

t=pop(); t->D=1;
update (t->x,t->y,t->x+1,t->y); update(t->x,t->y,t->x-1,t->y);
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6 O obchodnom cestujucom

update (t->x,t->y,t->x,t->y+1); update(t->x,t->y,t->x,t->y-1);
}

if (points[xb] [yb] .P==INFTY) printf("Cesta neexistuje\n"); else {
printf("Celkova cena: %d\n",points[xb] [yb].P);
printf ("[start] (%d %d %d)\n",xza,ya,za);
t=&points[xb] [yb]; i=za+1;
while(i<=t->Q) printf("[nahor] (Yd %d %d)\n",xa,ya,i++);
displaybokom(t) ;
t=&points[xb] [yb]l; i=t->Q-1;
while(i>=zb) printf("[nadol]l (%d %d %d)\n",xb,yb,i--);
}
return O;

}

. opravoval Poko
3. O obchodnom cestujucom (max. 15 bodov)

Co na tivod? Asi ni¢. Ale predsa. V zadani pri vzorovom priklade sa vyskytla chyba. Totiz
z polozenych otazok jednoznac¢ne nevyplyvalo, o aky mnohouholnik ide, lebo do avahy pri-
chadzali dva. Za tato chybu sa vam ospravedlinujeme. Difam, ze to niektorych neodradilo
od rieSenia tejto ulohy. Naopak pochvalu si zasluzia vSetci (dvaja ¢i traja), ktori si to vSimli.
Podme uz ale k vzorovému rieseniu.

Ostrovy si na chvilu predstavme ako graf. Okruzné trasa pana Hamiltona je vlastne
kruZnica prechadzajica cez kazdy vrchol prave raz. Takato kruznica sa zvykne nazyvat ha-
miltonovskd. Najst najkrat$iu hamiltonovskil kruznicu vo vSeobecnom grafe je NP-tplny
problém. To okrem iného znamena, ze nie je znamy algoritmus, ktory by tento problém riesil
v polynomialnom case.

Co ale v nasom dost Specidlnom pripade? Podla zadania ostrovy vlastne predstavuji
body v rovine a dedusko nam prezradza skutocné priame vzdialenosti medzi tymito bodmi.
Navyse vieme, ze tieto body lezia vo vrcholoch nejakého konvexného mnohouholnika. Uké-
Zeme si, Ze potom najkratsia okruzna cesta (alebo ak chcete hamiltonovskéd kruznica) bude
prave ta, ktora prechadza po obvode tohoto konvexného mnohouholnika. Potom nam uz staci
zistit, v akom poradi lezia body po obvode onoho mnohouholnika. A vypoéitat celkovt dlzku
uz nebude ziaden problém (v najhorsom sa poradime s deduskom :-)

Uvazujme dalej uz iba body v rovine namiesto ostrovov. Hladdme uzavretu krivku, ktora
prejde kazdym bodom préave raz a bude maf minimalnu dizku. Aby tak bolo, kazdé dva
vrcholy, ako ida na tejto krivke po rade, musime spojit tiseckou. Kazda iné krivka spajajica
dané dva vrcholy je totiz dlhsia. Pojem krivka teda mozeme nahradif pojmom lomend ¢iara.
Nech tsecka AB patri hladanej lomenej ¢iare?, ale je uhloprieckou v nasom mnohouholniku.
Potom priamka AB rozdeluje ostatné vrcholy na dve skupiny. Potom ale existuja vrcholy C
a D — kazdy v inej skupine — ktoré tvoria tisecku patriacu hladanej lomenej Giare. Ale tato
tsecka pretina tisecku AB, lebo mnohouholnik je konvexny. Ozna¢me prieseénik tychto dvoch
uhlopriecok X. Z trojuholnikovej nerovnosti mame |[AX|+ | XC| > |AC| a |BX| + |XD| >
|BD|. S¢itanim tychto dvoch nerovnic dostaneme |AX|+ |XC| + |BX| + |XD| = |AB| +
|CD| > |AC|+ |BD]|. To ale znamena, Ze keby sme miesto tse¢iek AB a C'D zakomponovali
do nasej lomenej ¢iary tsecky AC a BD, dostali by sme loment ¢aru s mensou dizkou. To
je ale spor s predpokladom, Ze pdvodna lomend ciara bola najkratsia. NajkratSia lomena
Ciara teda neobsahuje Ziadnu uhlopriecku. Teda najkratsia lomend ¢iara nutne tvori obvod
mnohouholnika.

Uz vieme, ¢o chceme néjst, a teraz ze ako. Poktsime sa najst presné polohy jednotlivych
vrcholov v rovine. Zjavne vsetky riesenia tvoria zhodné mnohouholniky, a je teda jedno, ktory

2to tiez znamenad, ze ziadny iny vrchol na tsecke AB nelezi
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O obchodnom cestujucom 7

z nich najdeme my, lebo potrebujeme zistit iba jeho obvod. Stradnicovi sustavu zvolime tak,
aby prvy vrchol (ozna¢me A;) lezal v jej pociatku (bod [0,0]) a druhy vrchol (ozna¢me As)
na kladnej Gasti osi . A ako ndjdeme stradnice i-teho vrchola A;? Oznacme d = |A; Az,
dalej p = |A14;| a ¢ = |A2A4;|. Indpirujeme sa konstrukciou trojuholnika, ked pozname
dlzky vsetkych troch stran. Teda vrchol A; bude lezaf na priese¢niku kruznic ki, (A1,p) a
kiy(A2,q). Potom ale plati A; = [z;,y;], pricom p* = 27 +y? a ¢* = (d—z;)? +y?. Odéitanim
druhej rovnice od prvej dostavame vztah pre x; a y;, presnejsie

PP+ d?

A=
2d

a:t p2_$$:|

Ked ¢ = 3, mdzeme si znamienko pri y-ovej suradnici este zvolif, napriklad +. Pre ¢ >
3 sa musime eSte spytat na vzdialenost r = |A;A3| — a tu bola prave chyba v zadani
— a porovnat vypocitani vzdialenost bodov A; a Az podla zndmeho vztahu |A;As| =

V(z; — 23)%2 + (y; — y3)? a pripadne zmenif znamienko. Rovnost dvoch realnych ¢isel bu-
deme (kvoli nepresnostiam sposobenym spdsobom ukladania redlnych ¢éisel v pamiiti) tes-
tovat tak, Ze zistime, ¢i je ich rozdiel dostato¢ne blizky 0 (presnejsie ¢ je jeho absolatna
hodnota mensia ako e = 10~°). Hladanie stiradnic isto zvlddneme v ¢ase O(N).

Ked méame stradnice vSetkych vrcholov, treba nam zistit, v akom poradi lezia po obvode
mnohouholnika. To sa dé riesit dvomi spésobmi, obidva st pre tuto tlohu spravne a potre-
bujeme na to rovnaky ¢as aj paméit. Prvad mozZznost je ndjst konvexny obal danej mnoziny
bodov. Kedze vrcholy tvoria konvexny mnohouholnik, zjavne vSetky buda tvorit konvexny
obal. Druh4 moznost je body polarne utriedit podla nejakého vnutorného bodu mnohouhol-
nika. Vyuzijeme pritom opiit skuto¢nost, ze vrcholy tvoria konvexny mnohouholnik. Takym
bodom je napriklad fazisko T' kazdého trojuholnika tvoreného niektorymi tromi vrcholmi.
Vypocitame si uhol, ktory zviera priamka T'A; s osou z. Ak TA; || x a x; > xp, potom
je uhol prislichajaci bodu A; rovny 0. Uhol sa zvécsuje proti smeru hodinovych ruciciek.
Pouzijeme niektoré triedenie v éase O(N log N), napriklad Quicksort. Poslednd ¢ast tlohy
je uz jednoduché, spoc¢itame dizku obvodu takto nidjdeného mnohouholnika, zrejme v ¢ase
O(N).

Najdlhsie zo vSetkého trva utriedenie vrcholov, preto ¢asova zlozitost je O(N log N).
Pamitdme si iba stradnice jednotlivych vrcholov a ich uhol vzhladom na bod T a os x
a okrem toho uz iba niekolko malo udajov (konStantny pocet), preto vyslednd pamétfova
zlozitost je O(N). No a deduskovi polozime 3 + (N — 3) - 3 = O(N) otézok.

A este bodovanie:

e Ak vase rieSenie bolo spravne a malo zlozitost ako vzorové, dostali ste maximalne 15

bodmi.

e Za riesenie v ¢ase O(N?) bolo maximélne 11 bodov.

e Ak ste potrebovali viac ¢asu, ale stdle iba polynomiélne vela, mate eSte nejaky ten
bodik, dva dolu.

e Za skusanie vSetkych moznosti (¢as O(N!) alebo podobne), dostali ste maximalne 7
bodov.

e A 716 rieSenia dostali najviac 3 body, podla toho, do akej miery boli dobré :-)

Par bodov ste stratili za chybajtci, ¢i nedostato¢ny dokaz, 1 bod za nedostatocny popis,
par bodov za chybajici zdrojovy kdd, a nejaké bodiky $li dolu aj za chybicky vo vasich
programoch.

Listing programu:

Program Hamilton;

const MAX = 100; eps = 10e-5;
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type TBod = record x,y: real; u: real; end;

var A: array[1..MAX] of TBod;
B: array[0..MAX] of integer;
vl, v2, v3, al2, ham: real;
N: integer;
i: integer;
C: TBod;

function Vzd(i,j : integer): real; {spyta sa deduska}
var tmp: real;

begin
writeln(’- Dedusko, dedusko, vy ste snad najmudrejsi na svete,’);
writeln(’ vzdialenost ostrovov ’,i,’ a ’,j,’ povedat mi neviete?’);
write(’- Ale viem synak. Je to ’); Readln(tmp); writeln;
Vzd:=tmp;

end;

function D(P,Q: TBod): real; {vypocita vzdialenost dvoch bodov v rovine}
begin D:=sqrt(sqr(P.x - Q.x) + sqr(P.y - Q.y)); end;

procedure Suradnice(var P: TBod); {zisti suradnice bodu P vzhladom na body A[1] a A[2]}
begin
with P do
begin x:=(sqr(vl) - sqr(v2) + sqr(al2)) / (2xal2); y:=sqrt(sqr(vl) - sqr(x)); end;
end;

procedure Overenie(var P: TBod); {overi druhu moznost pre P.y s bodom A[3]}
begin if Abs(D(P,A[3]1)-v3) > eps then P.y:=-P.y; end;

procedure Uhol(i: integer); {vypocita uhol vzhladom na vnutorny bod C}
begin
if Abs(A[i]l.x - C.x) < eps then begin
if A[i]l.y > C.y then A[i].u:=Pi/2 else A[i].u:=3%Pi/2;
end else begin
Ali] .u:=arctan((A[i].y-C.y)/(A[i].x-C.x));
if A[i].u < O then A[i].u:=A[i].u+Pi;
if A[i].y < C.y then A[i].u:=A[i].u+Pi;
end;
end;

procedure Swap(var p,q: integer); {vymeni dva prvky}
var tmp: integer; begin tmp:=p; p:=q; q:=tmp; end;

procedure QSort(l,r: integer); {triedi}
var i,j: integer; p: real;
begin
i:=1; j:=r; p:=A[B[(1+r) div 2]].u;
repeat
while A[B[i]l].u < p do Inc(i); while A[B[jl]l.u > p do Dec(j);
if i<=j then begin Swap(B[i],B[j]); Inc(i); Dec(j); end;
until i>j;
if 1<j then QSort(l,j); if i<r then QSort(i,r);
end;

begin
readln(N);
{vypocitame polohu bodov A[1], A[2], A[3]}
with A[1] do begin x:=0; y:=0; end; with A[2] do begin x:=Vzd(1,2); y:=0; end;
v1:=Vzd(1,3); v2:=Vzd(2,3); al2:=A[2].x;
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Suradnice (A[3]);

{a polohu ostatnych bodov}

for i:=4 to N do begin
vl:=Vzd(1,1i); v2:=Vzd(2,i); v3:=Vzd(3,1i);
Suradnice(A[i]); Overenie(A[il);

end;

{nejaky vnutorny bod}

with C do begin x:=(A[1].x + A[2].x + A[3].x)/3; y:=(A[1].y + A[2].y + A[3].y)/3; end;

{vyratame uhol kazdeho bodu vhladom na C}

for i:=1 to N do Uhol(i);

{utriedime body polarne - v B[] je permutacia 1..n}

for i:=1 to N do B[il:=i; QSort(1,N); B[O]:=B[N];

{a na zaver vypocitame dlzku cesty}

ham:=0; for i:=1 to N do ham:=ham+D(A[B[i-1]],A[B[i]]);

writeln(’Dlzka: ’,ham:0:5);

end.

oy . o opravoval MisoF
4. O Miskovi na lade (max. 15 bodov)

Na tvod terminolégia. Stiradnicu rovnobezni s brehom budeme volat Sirka, kolmy smer bude
vyska.

Moznych pristupov bolo vela, za¢nime od najpomalsich. Cas behu najpomalsich rieseni
zavisel od velkosti ¢isel na vstupe. (Asi najcastejSia myslienka: Najdeme maximum z ¢isel
na vstupe, potom skuSame ako vysku obdlznika ¢isla od 1 po ttto hodnotu a zakazdym
prejdeme vsetky vysky a pozrieme, kde takto vysoky obdlznik méze byf. Ale nasli sa aj
eSte pomalsie rieSenia.) Treba si uvedomit, Ze takéto rieSenie ma az exponencidlnu ¢asovi
zlozitost v zavislosti od dlzky vstupu, resp. od N.

K tomuto trochu podrobnejsie, kedZze to na prvy pohlad asi nie je jasné. Predstavme si
vstupny stbor. Ja ho teraz otvorim, najdem v nom najvicsie ¢islo a dopiSem mu na koniec
vSak kazdou takouto zmenou vzrastie desatnasobne, teda porastie exponencialne od dlzky
vstupu.

KedZze u vicsiny ,klasickych“ algoritmov ich ¢asova zlozitost nezévisi od velkosti ¢isel na
vstupe (napr. ked triedime nejaké int-y), moze sa

Takyto pohlad na ¢asovu zloZitost sa méze zdat trochu zvlastny. Treba si ale uvedomit,
ze toto je korektné definicia ¢asovej zlozitosti. To, ¢o poznédme ako zlozitost ,klasickych®
algoritmov (ako napr. triedenie celych ¢isel) je jej Specidlnym pripadom. U  klasickych®
algoritmov casova zlozitost nezavisi od velkosti ¢isel na vstupe, iba od ich poétu, ktory je
priamo timerny velkosti vstupného stiboru. V tomto pripade je teda jedno, ¢i berieme ¢asovi
zlozitost v zéavislosti od velkosti vstupného suboru alebo v zévislosti od poétu prvkov na
vstupe (a to druhé je prirodzenejsie).

Spominané rieSenia mohli ziskat najviac 6 bodov. Prejdime teraz k tym efektivnejSim,
ktoré bezali v ¢ase polynomidlnom od N (a teda aj od velkosti vstupného siboru). Na tie uz
nestaéi tplne slepo ski$at moznosti, musime si o nasom obdlZniku éo-to uvedomit. V prvom
rade (ttto myslienku uz pouzivali aj predchadzajiice riesenia) jedna strana obdlznika lezi na,
brehu. Totiz smerom ku brehu vieme kazdy iny obdlznik zvaésit.

Predstavme si teraz, ze by sme vedeli, v ktorom stipci obdiznik zaéina a v ktorom konéi.
Akt najvicsiu moze mat vysku? Je to minimum z vySok stipcov, v ktorjch lezi. Toto vedie
k trividlnemu rieSeniu v ¢ase O(NN?3). Priamodciaro ho vieme vylepsit. Zoberme si pevny lavy
kraj obdlznika, pravy budeme postivat doprava a zarovei si budeme upravovat aj minimum.
Takto nemusime zakazdym minimum odznova ratat a dostdvame kvadratické rieSenie, za
ktoré sa dalo dostat 8 bodov.
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Lepsie riesenie? Uvedomme si, ze hlfadany obdlznik zaplia cely niektory stipec. V cykle
vyskusame vsetky moznosti, ktory to je. Ked sme si zvolili stipec, postupne predlzujeme
obdlznik tejto vysky dolava aj doprava, kym to ide. Takto urcite ndjdeme najvicsi obdlznik.
Aj toto riesenie m4 v najhorsom pripade ¢asovi zlozitost O(N?), v priemerom pripade je
vsak lepsie.

(Nasleduje struéné a nepresné zdovodnenie. Pre stipec s najnizsou hodnotou takto prej-
deme celé pole, teda spravime O(N) operacii. Tymto sa ndm ale pole rozdeli na dve nezéavislé
Casti v priemere polovicnej velkosti. V kazdej z nich opif méame nejaky najmensi stipec. Pre
tieto dva stlpce prejdeme dokopy najviac celé pole. To sa nadm uz rozdelilo na 4 ¢asti, atd.
V priemere takto dostaneme O(log N) ,urovni“ a na kazdej spravime O(N) operacii. V
priemernom pripade ma tento algoritmus teda ¢asov zlozitost O(N log N).)

Za spominané riesenie sa dalo ziskat 9 bodov. (A este jeden navyse ak bolo v popise
nieco, ¢o sa podobalo predchadzajicemu odseku.)

Existuju riesenia, ktoré potrebuju v najhorSom pripade ¢as O(N log N). Jedno je za-
lozené na myslienke: Zotriedime stipce podla vysky, potom ich postupne od najvyssieho
spracivame. Vzdy, ked sa dva kusy Tadu pridanim prave spractvaného stipca spoja, po-
rieSenia si zasluzili 12 bodov.

Plny pocet 15 bodov si samozrejme zasltzili len linedrne riesenia. Bolo ich viac typov,
nase bude zaloZené na myslienke pouzit zasobnik. Odkial sa vezme?

Uvedomme si, Ze najvicsi obdlznik musi mat (okrem uz spomenutych vlastnosti) pri lavej
aj pri pravej strane kus neodhrnutého Tadu. Takze nam sta¢i kontrolovat takéto obdlzniky,
budeme ich volat kandiddti. Nazvime lavym krajom ladovej plochy kazdu zvisla ¢iaru, nalavo
od ktorej je sneh a napravo lad. Zjavne hladany obdlznik musi mat na vrchu Tavej strany
kus Tavého kraja Tadovej plochy.

Budeme postupne spractuvat stipce v poradi zlava doprava. Pritom si stile budeme pa-
miitat, ktoré kusy lavého kraja ladovej plochy je z aktualneho stipca ,vidiet“. Na obrazku
¢iarkovand Giara prechadza cez prave spractvany stipec, zvyraznena je ¢ast Tavého kraja,
ktort je vidiet z predchadzajtceho stipca.

2cm

Pre kazda usecku lavého kraja si staéi pamiitat ¢islo stipca na Tavej strane ktorého lezi a
vysku jej horného konca. Nie je tazké uvedomit si, Zze vysky hornych koncov tychto tseciek
st zarovenl vysky vhodnych stipcov. Navyse si uvedomme, 7e pamitané tdaje o lavom kraji
nam budi uzito¢né pri hladani kandidatov.

Napr. v pripade na obrazku by sme si pred spracovanim vyznaceného 14. stipca pamétali
nasledovné dvojice (vyska horného konca, stipec): (1,2), (3,4), (4,11), (6,13). Co tieto tidaje
hovoria o obdlZnikoch konéiacich v 13. stipci? Ak méa vysku 6 alebo menej, moze siahat
nanajvys po stipec 13, tam narazi na lavy kraj. Ak mé vysku 4 alebo menej, moze siahat
nanajvys po stipec 11. Obdlznik visky 3 a menej moze siahaf dolava az po stlpec 4, atd.

Spracovanie stlpca sa bude skladat z dvoch ¢asti. Spoéitame plochy kandidatov konéia-
cich v predchadzajtcom stipci a navy$e upravime paméitant mnozinu useéiek lavého kraja.
Kandidati s tie obdlzniky, ktoré uz dalej nemohli pokracovat, teda boli vyssie ako aktualny
stipec. Ich Tavy horny roh lezi na Tavom kraji. Preto Iavy horny roh kazdého kandidata lezi
na niektorej z tseciek, ktoré tvoria videnu cast lavého kraja. Ked teraz budeme tento lavy
horny roh po prislusnej tsecke postvat dohora, obdlznik bude stéle cely tvoreny Iadom a
jeho plocha sa bude zvic¢sovat.

Zhrnutie: Zaujima nés obdlZnik najvic¢sieho obsahu, ktory skonéil v predchadzajtcom
stipci. Z vyssie povedaného vyplyva, Ze ako jeho lav§ horny roh staci skasaf horné konce
pamitanych tseciek. NavySe stac¢i uvazovat tie horné konce, ktoré si vyssie ako je vyska
prave spractuvaného stipca.
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V nasom pripade ma spractivany stipec vysku 5, teda jediny kandidat je obdlznik vysky
6, ktory za¢ina aj konéi v 13. stipci.

Vident cast lavej strany si budeme pamitat v zdsobniku usporiadani podla vysky, na-
vrchu bude najvyssie zac¢inajuca tsecka. Vzdy totiz budeme pracovat len s 1iou, preto je
zasobnik idealna datova struktara. Nech teraz h je vyska jej zaCiatku a v vyska spractva-
ného stipca.

Ak h > v, tak spocitame plochu kandidéta s lavym hornym vrchom na hornom konci tejto
tato tsecku lavého kraja skratit alebo vyhodif. Pozrime sa, v akej vyske tsecka kon¢i (t.j.
v akej vyske za¢ina najblizsia nizsia). Ak aj konéi vo vyske > v, odteraz ju vébec nebude
vidiet, preto ju vyhodime zo zdsobnika (ale pokrac¢ujeme v spracuvani aktudlneho stipca,
este tu mozu byt dalsi kandidéti). V opacnom pripade ju bude odteraz vidiet len od spodku
do vysky v, preto zmensime vysku jej zaciatku z h na v a ideme spracovat dalsi stipec (lebo
tu uz ziadni dalsi kandidati nebudu).

Ak h = v, nemame ziadnych kandidatov a navySe sa nezmeni ani videné c¢ast Tavej strany.
Preto iba prejdeme na dalsi stipec.

Ak h < v, pribudne do videnej Casti lavej strany nova (najvyssie zacinajica) tsecka.
Bude lezat v spractivanom stlpci a jej vrchol bude vo vyske v. Tym sme skondéili spracivanie
stlpca a prejdeme na dalsi.

Priklad. Po spracovani 14. stipca mame na zasobniku: (1,2), (3,4), (4,11), (5,13). Podme
spracovat 15. stipec. Ten m4 vysku 2. Prvym kandiddtom na maximalny obdlZnik je obdlznik
vysky 5, ktory konéi v 14. stlpci a zaéina v 13. Druhym kandidétom je obdlznik vysky 4,
ktory za¢ina v 11. stipci. Tretim kandidatom je obdlznik vysky 3, ktory zaéina v 4. stipci.
7 tejto tsecky Tavej strany bude nadalej spodnu cast vidief, preto tu kon¢i spractvanie 15.
stlpca. V zésobniku zostane: (1,2), (2,4).

Este par detailov. Aby sme nemuseli oSetrovat okrajové pripady, na spodok zasobnika
vlozime (0,0) a na koniec vstupu priddme jeden stipec s vyskou 0. Uvedomte si, Ze vyssie
uvedeny algoritmus sa d4 pouzit aj pri rieSeni tlohy z predchadzajicej série — vzdy preci-
tame riadok vstupu, upravime vysky odhrnutého ladu a spustenim tohto algoritmu najdeme
najvicsi obdlznik so spodkom na aktualnom riadku.

Listing programu:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

#define TOPV (Stack[pStack-1].vyska) // makra pre
#define TOPS (Stack[pStack-1].stlpec) // vrch zasobnika
typedef struct { int vyska, stlpec; } tData;

int N,*A; // vstup

int i,kde,plocha;

tData *Stack; // zasobnik

int pStack=0; // pocet udajov v nom
int max=0; // vysledok

int main(void){
// nacitame vstup
scanf ("%d ",&N);
A=(int *)malloc((N+3)*sizeof (int)); Stack=(tData *)malloc((N+3)*sizeof (tData));
for (i=0;i<N;i++) scanf("%d ",&A[i]); A[N]=0;
// dame zarazku na stack
pStack=1; Stack[0].vyska=Stack[0].stlpec=0; kde=0;
while (1){
if (kde>N) break;
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if (A[kdel>TOPV) { // pridame usecku, ideme na dalsi stlpec
Stack[pStack] .vyska=A[kde]; Stack[pStack].stlpec=kde; pStack++; kdet++;
} else if (A[kde]l==TOPV) {
kde++; // nic sa nedeje, ideme na dalsi stlpec
} else {
// spocitame plochu kandidata
plocha=TOPV*(kde-TOPS); if (plocha>max) max=plocha;
// (zmensime hranu a ideme dalej) alebo vyhodime hranu
pStack--; if (TOPV<A[kdel]) { pStack++; TOPV=A[kde]; kde++; }
}
}
free(d); free(Stack);
printf("Najvacsi obdlznik: %d\n",max);
return O;

) opravoval Martin
5. O celularnych automatoch III (max. 15 bodov)

Asi polovica z vas mala tento priklad vyrieSeny spravne, no mnohi si neuvedomili, Ze ked na
zafiatku vypoctu je najlavej$i automat v stave Z, tak najpravejsi automat nemé ako zistit,
7e sa prave zacal vypocet a preto nemozete ocakavat, ze pravidla typu 00$ — « sa pouziju
prave na zaciatku vypoctu.

Za spravne rieSenie s linearnou ¢asovou zlozitostou od poétu automatov ste mohli ziskat
maximélne 15 bodov, za spravne riesenie s kvadratickou ¢asovou zlozitostou maximalne 11
bodov, za zlé riesenie maximalne 4 body. Za slaby alebo chybajici popis vasho riesenia ste
mohli ziskat az -2 body. Ak ste mali v rieseni nejaké drobné chybicky?, ziskali ste za ne po
-1 bode.

Najjednoduchsim riesenim je postupné ofarbovanie automatov. Na zaciatku vypoctu s
vSetky automaty neofarbené. Postupne budeme na striedacku ofarbovat najlavejsi a najp-
ravejsi neofarbeny automat — vzdy nejakym Specidlnym stavom ,prelezieme” po vSetkych
neofarbenych automatoch a ked posledny neofarbeny ofarbime. Ak ndm na konci zostane len
jeden alebo dva neofarbené automaty, oznac¢ime tieto automaty ako stred. Ofarbenie jedného
automatu trva O(n) sekind, kde n je pocet automatov, celkova ¢asové zlozitost rieSenia je
O(n?).

Poktisme sa najst rychlejsie riesenie. Predstavme si, Ze by sme z lavého kraja poslali dva
rozne rychle ,signdly“, jeden z nich trikrat rychlejsi ako druhy. Kym pomalsi signal pride do
polovice, stihne rychlejsi prist na koniec, odrazif sa a vratit sa spif prave do polovice. Takze
tieto dva signaly sa stretnii prave v strede. Uz ostéva len zapisat tito myslienku formalne,
aby ju pochopili nielen riesitelia, ale aj automaty.

Pri hladani strednych automatov pouzijeme dve sady stavov, ktoré budu réznymi rych-
lostami postupne putovat po automatoch. V prvej sade budu stavy Ay, A1 a As. Vzdy, ked
sa nejaky automat dostane do stavu Ag, resp. A; v nasledujicej sekunde prejde do stavu Ay,
resp. A;. Podobne ked sa automat dostane do stavu A, v nasledujicej sekunde prejde do
stavu 0% a svojho pravého suseda prevedie do stavu Ag. Tato sada stavov bude automatmi
prechédzat doprava rychlostou 1 automat za tri sekundy. V druhej sade budu stavy R a L.
Vzdy ked sa niektory automat dostane do stavu R, v nasledujicej sekunde prejde do stavu
0 a jeho pravy sused do stavu R. Ked stav R dorazi do najpravejsieho automatu, zmeni sa
na stav L a ten potom podobne putuje dolava. Tato sada stavov bude putovat automatmi
rychlostou 1 stav za jednt sekundu najprv doprava, pokym nenarazi na najpravejsi automat,

3Napriklad, ked vasa prechodova funkcia nebola jednoznaéna, ked vam v nej chybali nejaké nie velmi podstatné
pravidla, ked vase riesenie nebolo pre maly pocéet automatov spravne, ...

4Stav 0 je stav, v ktorom na zadiatku vypoétu boli vSetky automaty okrem najlavejsieho.
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potom bude putovat rovnakou rychlostou dolava. Predstavme si, Zze stav Z znaéi, Ze auto-
mat je sucastne v stave Ay aj v stave R. Potom, ako neskér dokdzeme, popisané sady stavov
sa Casom naoza] stretni na strednych automatoch. Nesmieme e$te zabudnit na okrajovy
pripad, ked mame iba jediny automat.

Automaty budia nadobudat stavy z mnoziny K = {Z, 5,0, Ag, A1, As, L, R} a ich pre-
chodovéa funkcia bude:

(1) $28 — S (8) YyRO — 0
(99 RO — R

2) $20 — A, (100 ~R$ — L|a e {08}

(3) Z0a — R (11) é6La — 0 | 3 € {0,R}
(12) 0L — L{~y e {04}

(4) OéAoﬁ — A1 6 € {O,Ao}

(5) OéAlﬁ — A2 (13) OCAQL — S C € {O, Ao, Al, L, $}

(6) O[A2/8 — 0 (14) A Lav — S n < {O,Ao,Al,AQ,R,$}
(16) ¢y — 0 )

Aby ste videli, ako automat funguje, pozrite si vypocet pre parny pocet automatov:
$2000008 — $A; R0000$ — $A,0R0008 — $0A,0R00$ — $0A;00R0$ — $0A42000R$ —
$00A4700L$ — $00A4,0L0% — $00A5L00$ — $005500%.

A pre neparny pocet automatov: $20000% — $A; R000$ — $A5,0R00$ — $0A,0R0$ —
$0A4,00R$ — $0A4500L$ — $00A0L0% — $00500$.

Dokazeme®, ze automat najde vietky stredné automaty. Nech n je podet automatov. Ak
n = 1, potom tento jediny automat je aj hfadanym stredom a v prvej sekunde vypoctu pra-
vidlom (1) sa zmeni jeho stav na S. Predpokladajme, ze n > 1. O¢islujme si automaty ¢islami
1 az n tak, aby najlavejsi automat mal ¢islo 1, jeho sused 2, az najpravejsi automat ¢islo n.
Ak g je stav a k je celé nezdporné ¢islo, zépisom ¢* budeme oznacovat k za sebou idtcich
automatov v stave ¢q. Konfiguracia automatov v t-tej sekunde (¢ > 0) je postupnost aktuél-
nych stavov vSetkych automatov zapisanych zlava doprava. Zapisujeme ju: ¢ : $q1¢2 . .. .9,
kde g; je stav i-tého automatu v ¢-tej sekunde.

Na zacdiatku vypoctu (v nultej sekunde) st vSetky automaty okrem prvého v stave 0, ten
je v stave Z. Teda konfiguricia automatov na zadiatku vypoctu je 0 : $Z0"1$.

Najprv matematickou indukciou dokdzeme, ze v t-tej sekunde vypocétu (1 <t <n —1)
konfiguracia automatov je

t:80/3) Ay hoa 308311 ROt 1g

e Nech t = 1. Vieme, ze v nultej sekunde je konfiguricia automatov 0 : $Z0""1$. V
prvej sekunde prejde prvy automat podla pravidla (2) do stavu A; a druhy auto-
mat podla pravidla (3) do stavu R. Ostatné automaty podla pravidla (16) ostand
nezmenené. Preto v prvej sekunde 1 = t : $A4,R0"2$ = ¢ : $0°A,0°R0" 2% = ¢ :
$0LE/31 Ay 1oa 3087 1E/31=1RO"—1=1§ 4 teda pre ¢t = 1 tvrdenie plati.

e Teraz predpokladajme, ze v t-tej (1 < ¢t < n—2) sekunde vypoctu dokazované tvrdenie
plati, dokdzeme jeho platnost aj v ¢ + 1-vej sekunde. Ak ¢ +1 je delitelné tromi, potom
podla indukéného predpokladu konfiguracia v t-tej sekunde je

t: 8013 Ay 1oq 50 /BT ROM TG =

5 . ~ . . ’ v e A~ A . .
°Samozrejme, Ze ani tentoraz ste nemuseli pisat az takto formalny dékaz, ale zdovodnenie ,ved to vidno* ma
) k) ”
nepresvedd&i. :-)
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= ¢ $0(t+1/3-1 4 o+ D) —(t+1)/3-1 pon—(t+1)g

Podla pravidla (6) prejde (t+1)/3-ty automat do stavu 0. Kedze (t+1)—(¢t+1)/3—1 >
0, podla (7) prejde jeho pravy sused do stavu Ag. Dalej podla pravidla (8) predje t + 1-
vy automat do stavu 0 a kedze n —t — 1 > 0 podla pravidla (9) prejde jeho pravy
sused do stavu R. Stavy ostatnych automatov sa podla pravidla (16) nezmenia. Preto
v t + 1-vej sekunde vypoctu bude

t+1:800HD/3710 4,00 D= (/32 pon- ()~ 1g =

=t+1: $0L(t+1)/3JA(t+1) moq 30T D—LEFD/3I-1 pon—(t+1)—1g

Ak t + 1 nie je delitelne tromi, podla indukéného predpokladu konfiguracia v t-tej
sekunde je
t- $0|_t/3JAt mod 30t7 \_t/3J71R07’L7t71$ =

= ¢ golHD/Bl 4, (D= L(ER)/3) -2 pon—(t+D)g.

Kedze t mod 3 # 2, podla pravidla (4) alebo (5) prejde [t/3] + 1-vy automat do stavu
A(t41) mod 3- Dalej t + 1-vy automat a t + 2-hy automat zmenia svoj stav rovnako ako
v predoslom pripade, ked ¢ + 1 bolo delitelné tromi. Preto v ¢ + 1-vej sekunde vypoctu
bude

Fa $0L(t+1)/3JA(t+1) g 50D =L /3] =1 pon—(t4+1)—1g.

Opat matematickou indukciou ukdzeme, ze v t-tej sekunde vypoctu (n <t <n+|n/2]—

1) je konfiguracia automatov

t: $0\_t/3J At mod 302n—t— \_t/3J—2L0t—n$

e Nech t = n. Vieme, ze v n — 1-vej sekunde je

n—1: $0L(n—1)/3JA(n_1) od 30(n—1)—L(n—l)/3J—1R0n_(n_1)_1$ _

=n—1: $0L(n*1)/3JA(n_1) o 300 D= L(n=1)/3]-1 pg.
V n-tej sekunde prejde n-ty automat podla pravidla (10) do stavu L. Ak je n delitelné
tromi, potom n — 1 : $0™/3-1 4,07~ "/3-1R$, n/3-t§ automat prejde podla (6) do stavu
0 a kedze n —n/3 — 1 > 0 jeho pravy sused podla (7) do stavu Ay. Preto
n=t:80"/3710A4,0" /3 2L$ =

=t $0|_n/3j An od 302n7n7 [n/3] 72L0n7n$ =
=1t: 8031 A, 00 30218122t mng,

Ak n nie je delitelne tromi, potom
n—1:80"3 A1) oa 507/ 2RS,
|n/3]| + 1-vy automat prejde podla (4) alebo podla (5) do stavu A,, 104 3. Preto
n=1t:$0"/3 A, 4502 /322 gnong =

=1: $0Lt/3J At mod 302n—t—[t/3j—2L0t—n$‘

Takze pre t = n tvrdenie plati.
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e Predpokladajme, Ze v t-tej sekunde (n <t < n+|n/2| —1) dokazované tvrdenie plati.
Dokéazeme, ze plati aj v t + 1-vej sekunde vypoctu. Podla indukéného predpokladu je
t: 803 A, oq 3020t B/3172 L0t KedZe 2n—t — /3] —2 > 0, 2n — t-t§ automat
prejde podla (11) do stavu 0 a jeho lavy sused do stavu L. Ak ¢ + 1 je delitelné tromi,

potom
. $0(t+1)/3—1A202n—(t+1)—(t+1)/3L0(t+1)—n—1$’

(t + 1)/3-ty automat prejde podla (6) do stavu 0 a kedze 2n — (¢t +1) — (t+1)/3 > 0,
podla (7) jeho pravy sused do stavu Ag. Preto

41 : §0t+D/3=10 4,020 G+ =(+1)/3=2 [ (t+1)—n—1g —
=41 $0LEFDBIA L 02 (D=L /3] =2 (1) —ng
Ak t + 1 nie je delitelné tromi, potom
t:golE+D/3l 4, 02n (D)=LD) /3] -1 gt —n—1g

a [(t+1)/3] + 1-vy automat prejde podla (4) alebo podla (5) do stavu A1) mod 3-
Preto

t+1: $0L(t+1)/3JA(tH) g 302 D= LEF)/8] =2 gt —n—1g

= £+ 1: SOLHFDBIA ) og s02n—(FD LD 3] =2 (1) —ng.

Teda ak plati dokazované tvrdenie pre t (n <t <n+ |n/2] — 1), plati aj pre ¢ + 1.
Dokéazali sme, ze v t = n + |n/2| — 1-vej sekunde vypoctu je konfigurdcia automatov
t: $O\_t/3j At mod 302n7t7 \_t/3J72L0tfn$'
Ak je pocet vSetkych automatov parny, existuje kladné celé ¢islo k také, ze n = 2k,
potom v n + |n/2] — 1-vej sekunde konfiguracia je

ntn/2) —1=3k—1: $OL(3k—1)/3JA(3k71) 1 5022k = (BE=1)=L(3k-1)/3] =2 ] 1(3k—1)~(2k) g —

=3k —1:$0" 1A, L0 1$.

V dalgej sekunde k-ty a k + 1-vy automat prejde podla (13) a (14) do stavu S a konfigurécia
bude n + [n/2] = 3n/2 : $0F¥~1SS0F1§.

Naopak ak je pocet automatov je neparny, existuje kladné celé ¢islo k, pre ktoré n =
2k + 1. Potom v n + [n/2]| — 1-vej sekunde je

nt (/2] —1 =3k : $013K/3) Agy 0 ,02Ch+D)=(3K)—L(3k)/3] =2 [ o(3K) — (2k+1)g —

= 3k : $0F Ao LO*1$.

V nasledujtcej sekunde vypoétu k + 1-vy automat prejde podla (15) do stavu S a k + 2-hy
automat podla (11) do stavu 0, preto n + [n/2] = 3(n —1)/2 + 1 : $0¥S0*$.

V n + |n/2]-vej sekunde poprvykrat od zaciatku vypoc¢tu niektoré automaty prejda do
stavu S, preto sa vypocet po n + [n/2]| sekundach zastavi. Kone¢né konfiguricie automa-
tov (30155018 a $0*S0F$, kde k = |n/2]) zodpovedaji zadaniu, preto skonstruovany
automat je korektny a riesi zadany problém.

Z dokazu ndm vyplyva, ze kazdy vypocet trva prave n + |n/2] sekind, kde n je pocet
automatov. Teda ¢asova zlozitost vypoctu je O(n).
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Vysledkova listina po 1. kole kategorie KSP

Meno a priezvisko Skola Trieda |11 12 13 14 15| X
1| Jan¢uska Marek Gym. Parovska Nitra 3 15 15 14 15 13|72
2 | Tekel Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 15 12 15 10 15|67
3 | Repovsky Michal Gym. Komenského Trebisov 3 15 10 10 15 15|65
4 | Nanasi Michal Gym. Jura Hronca BA 2 12 10 15 11 14|62
5 | Simancik Frantisek Gym. Grosslingova BA 2 15 10 15 15 4|59
6 | Lenhardt Rastislav Gym. Jura Hronca BA 3 14 10 13 9 10|56

Polacek Lukas Gym. K. Stara Modra 3 15 10 15 13 3|56
8 | Duris Michal Gym. Grosslingova BA 2 15 10 12 15 3|55
9 | Baladz Miroslav Gym. Jura Hronca BA 3 15 10 12 15 1|53

10 | Kuchynarova Mariana | Gym. Jura Hronca BA 3 12 8 15 15|50
11 | Kovac¢ Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 15 9 10 15|49
12 | Peresini Peter Gym. Tajovského B. Bystrica 1 15 10 9 12 2|48
13 | Glaus Peter Gym. Jura Hronca BA 4 10 12 13 10 45
Petrulak Matus Gym. Grosslingova BA 2 8 9 9 6 13|45
15 | Stefanek Anton Gym. Jura Hronca BA 3 15 1 10 1440
16 | Rejda Martin Gym. Grosslingova BA 3 10 15 0 3 11|39
17 | Bernat Marek Gym. K. Sttra Modra 3 12 10 6 8 2|38
18 | Smitala Frantisek Gym. Cyrila a Metoda Nitra 3 8 2 12 14|36
19 | Bustor Stano Gym. Jura Hronca BA 2 3 10 8 1435
Ludha Marek Gym. Tajovského B. Bystrica 3 8 6 8 13|35
Smazakova Dana Gym. Jura Hronca BA 3 12 8 15 35
22 | Banik Dusan Gym. Popradské nabr. Poprad 3 7 9 10 430
Stolc Miroslav Gym. Parovska Nitra 3 10 12 6 2|30
24 | Hruda Juraj SPSE Stara Tura 2 8 9 5 6 1|29
25 | Blénessy Tibor Gym. Postova Kosice 3 8 8 9 2|27
Trejbal Ivan Gym. Jura Hronca BA 3 7 12 6 2|27
27 | Taka¢ Slavomir Neznama skola 1 7T 7 5 5 24
28 | Imriska Jakub Gym. Jura Hronca BA 1 7 8 8 23
Kollar Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 10 7 6 23
30 | Ruzicka Peter Gym. Jura Hronca BA 2 3 6 9 2 20
Zeman Marek Gym. Jura Hronca BA 2 12 3 5 20
Sufliarsky Peter Gym. Nové Zamky 3 12 8 20
33 | Suska Martin Gymnéazium Levice 4 9 1 6 1|17
34 | Plzik Milan Gym. L. Stara Zvolen 2 7 9 16
35 | Kadak Michal Gym. Ludovita Stara Trencin 3 7 8 15
36 | Bajtos Maros Gym. Jura Hronca BA 2 7 6 13
Janik Oliver Gym. L. Stockela Bardejov 3 7 6 13
38 | Sedlak Milan Gym. Liptovsky Hradok 3 7 5 12
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