Korespondenény seminar z programovania
XX. ro¢nik, 2002/03

Katedra vyucovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

KSP financne podporuje MICROSTEP-MIS spol. s r.o0.

Vzorové riesenia 2. kola letnej casti

Mili riesitelia!
My KSP4ci sme uz stari a lenivi, navySe sme rozlezeni po celom Slovensku (a okoli) a praz-
dninujeme. Preto to tak dlho trvalo, kym sa tieto vzorové rieSenia dostali az do vasich ruk.
Co dodat na zaver jubilejného 20. ro¢nika? S najlepsimi sa stretneme na jesennom ststredeni
na Dobrej Vode, s najstar$imi na matfyze a s ostatnymi pri rieSeni dalsieho roénika KSP.

Kto nepracuje, nech sa aspon naje.
KSPaci

; . opravoval Goober
1. O doplneni postupnosti (max. 15 bodov)

Vase rieSenia ma nevelmi potesili, lebo aj ked viié§ina bola zaloZena na spravnej myslienke!,
vicsinou ste v jej implementacii spravili jednu ¢i dve malé, no zavazné chyby.

Celkove sa vase riesenia daju rozdelit do Styroch kategdrii — iplne zlé (ohodnotené nanaj-
v¥$ 3 bodmi), kubické (7 bodov), kvadratické — zvi¢Sa zalozené na Newtonovej interpolécii’
(11 bodov) a linedrne — vyuzivajuce zvicsa Lagrangeovu interpolaciu 15 bodov. Ako uz
byva zvykom, par bodikov mohlo ist dole za nedostatoény popis, chybajice odhady zlozi-
tosti, prehnané pamitové naroky, ¢i chybajici dékaz spravnosti. Elegantné rieSenia naopak
mohli ziskat bodik naviac. Okrem toho sa vo viacerych kvadratickych rieseniach vyskytovala
podobna chyba — zrejme kvoli optimalizacii ste pri poc¢itani rozdielov zastavili akonahle ste
narazili na jednu nulu (alebo niec¢o podobné). Pritom v popise programu ste takéto ,skoré
zastavenie®“ ani slovkom nespomenuli. Norméalne by takéto riesenie bolo ohodnotené ako zlé,
no kedze som mal velmi dobrt néladu, rozhodol som sa za taktto chybu stfhat len 2 body.

A ako sa to dalo robit linearne? Najprv si dohodneme terminolégiu: P(z) bude polyném
stupria n > 1 prave vtedy, ak " je najvyssia mocnina x vyskytujica sa v P(x). V pripade,
ze P(x) neobsahuje ziadnu kladnti mocninu z, definujeme jeho stupen ako 0, okrem pripadu,
ked P(x) je nulovy polyném (t.j. P(x) = 0), kedy bude jeho stupeni —oo. Okrem toho,
budeme hovorit, ze P(z) je radu n, ak je jeho stupen nanajvys n.

Ked uz mame tieto pojmy objasnené, dokdZeme si niekolko uzitoénych tvrdeni:
Lema 1: Nenulovy polyném stupiia k nemad viac ako k roznych korenov.

Dokaz indukciou: Pre k = 0 tvrdenie o¢ividne plati — kedze P(x) méa stupen 0, je konstantny
a nenulovy, a preto nema ani jeden koren.

Inak predpokladajme, Ze existuje polyném stupna k, ktory ma aspon k£ + 1 rdznych
koreriov (ozna¢me ich 1 < 25 < ... < x < z). Nech A je koeficient pri najvyssej mocnine
x v polynéme P(z) (teda ma tvar P(zr) = Ax* + S(x), kde S(x) je radu k — 1) a nech
Q(z) = (x — z1)(x — z2) ... (z — z}). VSimnime si teraz polyném R(z) = P(z) — AQ(z).
Zjavne, Cisla x1, za, . . . 1, st korenimi R(z), zatial¢o ¢islo z nie je (lebo P(z) = 0a Q(z) > 0).
Okrem toho, R(x) je rddu k — 1, lebo ¢len Az* z P(x) sa odéita s takym istym clenom z

Ya zvy&né boli zlé iba kvoli nepochopeniu zadania. . .

2i ked ste tak svoj postup nenazyvali :-)
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2 O doplneni postupnosti

AQ(x). Teda R(x) je nenulovy polyném radu k — 1 a vztahuje sa nan indukény predpoklad,
ktory hovori, Ze nemé viac ako k — 1 korenov. To je vSak v spore s tym, Ze x1, X2, ..., Tk si
jeho korene.

Lema 2: Nech f(z), g(z) st polynémy radu & > 0 a plati f(z) = g(z) pre k + 1 rdznych
hodnét x (ozna¢me ich xg,x1,...,x%). Potom f(x) = g(x) (pre vSetky x).

Dékaz: Vsimnime si polyném h(z) := f(z) — g(x). Ak je nulovy, niet ¢o riesit. Inak je
nenulovy a mé stupemn nanajvys k. Potom podla lemy 1 m& nanajvys$ k roznych korernov.
Na druhej strane, h(z;) = f(z;) — g(x;) = 0 pre 0 < i < k, a teda sme nasli k¥ + 1 réznych
koreriov. Spor.

Vrafme sa teraz k zadaniu tlohy. To hovori, Ze médme akychsi n hodnét a hladame poly-
ném, ktory tieto hodnoty nadobtda v urcitych urcitych, pevne zvolenych, bodoch. Zakratko
ukazeme, ze vzdy vieme najst polyném P(z) rddu (n — 1) s touto vlastnostou. Zadanie vSak
dalej pozaduje, aby stupen tohoto polynému bol ¢o najnizsi. No a tu ndm pomoze lema 2
- hovori totii Ze pre danych n hodnot neexistujl’l dva rozne polync’)m radu (n — 1). Kazdy
hladédme.

Zostava teda ukazat, ako ho ndjdeme. Na to ndm poslizi vzoréek, pomenovany po panovi
Lagrange-ovi — Lagrangeov interpolacny polynom. Ten hovori, ako najst polyném radu® (n —
1), ktory nadobtda v bodoch x; hodnoty y;, kde 1 < i < n a vyzerd nasledovne:

n
.Z‘—Zl'j

n

= yzbz x), kde bl xTr) =
; (z) (z) R S

Najprv si vSimneme peknt vlastnost b;(x) — st to vSetko polynémy stupnia (n — 1) a
okrem toho pre 1 < 4, j < n plati, ze b;(x;) = 1 ak i = j, a b;(z;) = 0 inak. Stadial je zrejmé,
ze P(z;) = y; (okrem jedného budu vSetky ¢leny v sume nulové).

V naSom pripade je x; pevne urcené ako x; := ¢ a navySe nas ani nezaujima to, ako
vyzerad polyném P(x) samotny, skor nas zaujima jeho hodnota pre x = (n+1). Z uvedeného
vzorceka dostavame:

n

n+l—j
P(n+1) Zy,cz a ¢ :=b(n+1)= H ﬁ
j:17j7£i

Malymi tpravami mézeme c; zjednodusit na tvar

n n 1 i n! o n—i n
a=nri U =" ooy =Y <H>

J=1,5#i

UZ sme skoro na konci, stac¢i uz len prist na rychly sposob vypoc¢tu ¢;. Na to nadm
poslizi zndmy vztah pre kombinaéné éisla: (%) = (") 25=%. Potom c¢;41 = ¢;(—1)2H=L =
T 7 3

i—1
ci’l—” =c¢ — ¢ "‘Z.H No a na zaciatku to treba celé ,nastartovat“ pomocou c¢; = (—1)"~ 1.

Samotny algoritmus bude teda velmi jednoduchy — popisant sumu budeme pocitat ¢len
po ¢lene s vyuzitim vzorceka na vypocet ¢;11 z ¢;, vzdy si precitame jedno ¢islo, prenasobime
ho prislusnym c¢; a pric¢itame k doterajsiemu vysledku.

Casové zlozitost bude teda O(n) a pamitova O(1).

Poznamka: Vsimnite si, Ze sme nasli asymptoticky najlepsi algoritmus na riesenie tohto
problému — ¢asovi ani paméitovil naro¢nost nemozno asymptoticky zlepS$it, lebo musime
precitat vSetky ¢isla zo vstupu a potrebujeme mat pamiit aspom na vysledok.

3Pozor! Nemusi byt stupna (n — 1) !
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Opdt o metre 3

A predsa je to trosku inaé. V nasom odhade pamiitovej (a aj ¢asovej) zlozitosti sme boli
mali¢ko benevolentni. Zamyslite sa nad tym, ako moze vysledok narast napriek tomu, Ze
vstupné ¢isla boli malé* a kolko pamite nai treba.

Listing programu:

#include <stdio.h>
int i,n,c,a,s=0;

int main() {
scanf ("%d4d",&n) ;
c=(n&1)?1:-1;
for(i=1;i<=n;i++) {
scanf ("%d",&a) ;

s+=c*a;
c—=(c*(n+1))/i;
T
printf("Dalsie cislo: %d\n",s);
return O;
}
. opravoval Brario
2. Opét o metre (max. 15 bodov)

Skoro vSetky vase rieSenia boli zaloZené na Dijkstrovom algoritme pre hladanie najkratse;
cesty medzi dvoma vrcholmi. Vynimkou nebude ani vzorak. Tych, ¢o Dijkstrov algoritmus
nepoznaju, nasleduje jeho stru¢ny opis. Zaujemcov o podrobnejsi popis spolu s dokazom
spravnosti odkazujem na vzorak 3. prikladu 2. kola zimnej ¢asti KSP.

Dijkstrov algoritmus: Mame dany graf s nezapornymi hranami a zaciato¢ny vrchol. Vystu-
pom algoritmu budt najmensie vzdialenosti zo zaciato¢ného vrcholu do vsetkjch ostatnych
vrcholov a cesta, akou sa do nich d4 opriméalne dostat.

Pre kazdy vrchol si budeme udrziavat jeho doteraz nejlepsiu vzdialenost od zaciatoc-
ného vrchola do vsetkych ostatnych. Niektoré z tychto vzdialenosti st trvalé, iné sa este
mozno mozu zmensit (oznacme si ich docasné). Na zaciatku st vSetky vzdialenosti doc¢asné
s hodnotou nekonecno, iba zaciatoény vrchol mé vzdialenost 0.

Algoritmus vzdy vyberie s pomedzi do¢asnych vrcholov ten, ktory ma najmensiu vzdia-
lenost. Tento vrchol prehlési za trvaly a preveri vSetkych jeho susedov, ¢i sa nedé zlepsit ich
vzdialenost tym, Ze do nich pojdeme z tohto vrcholu.

Pre kazdy vrchol si budeme navySe pamitat, z kade sa do neho vchadza na optimalnej
ceste zo zaciatoéného vrcholu. Tato informécia sa aktualizuje vzdy, ked skratime docasni
vzdialenost cez niektory vrchol. Najkratsiu cestu z Tubovolného vrcholu zrekonstruujeme tak,
ze zacneme v ziadanom vrchole a pokracujeme vzdy vrcholom, z ktorého sa do neho vchadza
na optimalnej ceste. Takto nédjdeme optimalnu cestu odzadu. Ked ju chceme odpredu, Tahko
si ju oto¢ime. Ind moznost je nedaf hladaf najkratsiu cestu z vrcholu 1 do N, ale z vrcholu
N do 1 — ak je graf symetricky.

Dijkstrov algoritmus stacilo zmodifikovat tak, Ze si o vrcholoch neudrziaval iba ich do-
teraz (resp. trvalo) najmensie vzdialenosti od pociatoéného vrcholu, ale aj najmensi pocet
prestupov spolu so spolo¢nostami, ktorymi sa na tento pocet prestupov dd v danom vrhole
skon¢it.

Vzorové riesenie: Je zalozené na inej myslienke. Zmodifikujme graf na vstupe nasledovne:

e kazdy vrchol rozdvojime na vrchol pre spoloénost KSP a vrchol pre spolo¢nost DPMB

t.j. vrchol k na vrcholy 2k, 2k + 1

4Hint: skuste postupnosti tvaru 1,-1,1,-1,1,. ..
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4 Opdt o metre

e kazda hrana spolocnosti KSP z vrcholu k£ do [ s cenou ¢ sa zmeni na hranu z vrcholu
2k do 2l s cenou (¢, 0)

e kazda hrana spolo¢nosti DPMB z vrcholu k£ do [ s cenou ¢ sa zmeni na hranu z vrcholu
2k +1 do 2l +1 s cenou (c,0)

e jednotlivé casti kazdého rozdvojeného vrchola 2k, 2k + 1 spojime obojsmernou hranou
s cenou (0,1). Vynimku tvoria dvojice 2, 3 a 2N, 2N +1 (t.j. povodne vrcholy 1 a N).
Tie spojime hranou s cenou (0,0)

Cena hrany v novom grafe nie je normélne ¢islo, ale vektor dvoch ¢isel. Aby Dijkstrov
algoritmus vedel pracovat s nasimi vektormi, musime si na nich zadefinovat s¢itanie a po-
rovnanie. S¢itovat budeme po zlozkach t.j. (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b + d). Pri porovnéavani
sa rozhodujeme najprv podla prvej zlozky a ked sa prvé zlozky rovnaju, tak podla druhej
zlozKky.

Ked na takto pozmenenom grafe pustime Dijkstrov algoritmus, tak ten bude hladat
najlacnejsiu cestu, pri¢om ako hlavné kritérium voli dizku cesty. Ked je rovnako dlhych ciest
viac, vybera tie, ktoré maji mensi pocet prestupov.

To je ale predsa presne to, ¢o po nas chcelo zadanie. Akurat potrebujeme z najlacnejsejse;j
cesty v novom grafe zostrojit cestu v starom. Povyhadzujeme z cesty hrany medzi rozdelenymi
vrcholmi a precisluje vrcholy spét.

Zlozitost: Ked sme mali na vstupe graf s N vrcholmi a M hranami, tak po uprave bude
mat graf 2N vrcholov a M 4+ N hran. Casovi ani pamiitovi zlozitost nam to nepokazi, lebo
O((2N)?) = O(4N?) = O(N?).

Bodovanie: Riesenia v ¢ase O(N?) dostali 15 bodov, backtracky dostali 10 bodov, nieco
medzi tym dostalo nieco medzi tjym.

Listing programu:

program Opat_o_metre;
const MAX_N = 1000;
INF = 10000;
type TVec2 = record c, p : integer; end; {cena, prestupy}

var A : array [1..2+«MAX_N+2, 1..2*%MAX_N+2] of TVec2; {matica susednosti}
N,M : integer;
naj_cesta : array [1..2+#MAX_N+2] of integer; {najkratsia cesta z vrchola 2 do 2*N}
naj_cena : TVec2; {cena najlacnejsej cesty}

procedure citaj;
var i,j,k,1,c : integer;
begin

readln(N,M);

for i:=1 to 2x*N+2 do {prazdny graf}
for j:=1 to 2*N+2 do begin
A[il[j].c:=INF; A[i][j].p:=INF;
end;

for i:=1 to N do begin {obojsmerne hrany medzi castami zastavky}
A[2%i,2%i+1].c:=0;  A[2%i,2*%i+1].p:=1;
A[2%i+1,2%i].c:=0;  A[2*i+1,2%i].p:=1;

end;
A[2,3].p:=0; A[3,2].p:=0;
A[2%N,2xN+1] .p:=0; A[2*%N+1,2*N] .p:=0;

for i:=1 to M do begin
readln(k,1,c);
A[2*k,2%1] .c:=c; A[2%k,2%1] .p:=0; {hrana KSP}

http://www.ksp.sk/ksp



Opdt o metre 5

A[2%1+1,2*%k+1] .c:=c; A[2%1+1,2%k+1].p:=0; {hrana DPMB}
end;
end;

function tvec2_plus( const a, b : TVec2 ) : TVec2; {a+b}
var x:TVec2;
begin
X.C:= a.c+b.c;
X.p:= a.pt+b.p;
tvec2_plus:=x;
end;

function tvec2_je_mensie( const a, b : TVec2 ) :boolean; {je a mensie ako b7}

begin
tvec2_je_mensie:= (a.c<b.c) or ( (a.c=b.c) and (a.p<b.p ));
end;
procedure dijkstra; {najde najkratsiu cestu z vrchola 2xN do 2}
var ceny : array [ 0..2*xMAX_N+2 ] of TVec2; {cena vrchola}

def : array [ 0..2+«MAX_N+2 ] of boolean; {je vrchol definitivny?}
spat : array [ O0..2*MAX_N+2 ] of integer; {z kade sme isli do daneho vrchola}
i, naj : integer;
begin
for i:=0 to 2*N+2 do begin
ceny[i] .c:=INF; ceny[i].p:=INF; def[i]:=false;{nevieme sa dostat do ziadneho vrchola}
end;
ceny [2*N] .c:=0; ceny[2*N].p:=0; {zaciatocny vrchol mame zadarmo}

while (true) do begin

naj:=0;
for i:=2 to 2xN+2 do {najdeme najblizsi nedefinitivny vrchol}
if (not def[i]) and tvec2_je_mensie(ceny[i], ceny[naj]l) then
naj:=ij;

def [naj] :=true;

if (naj=0) then begin writeln(’Cesta neexistuje.’); halt(1l); end;
if (naj=2) then break; {sme na konci cesty}

for i:=2 to 2xN+2 do {skracujeme cestu cez vsetky hrany z vrcholu naj}
if tvec2_je_mensie( tvec2_plus( ceny[najl, A[naj,i]l ), ceny[i] ) then begin
ceny[i] :=tvec2_plus( ceny[najl, A[naj,i] );
spat[i] :=naj; {do vrchola i sme dosli z naj}
end;
end;

i:=1; naj_cestal[i]:=2; {hladame cestu spat}
while (naj_cesta[i]<>2#N) do begin {hladali sme odzadu, netreba otacat}
inc(i);
naj_cestal[i] := spat[ naj_cestali-1] 1;
end;
naj_cena:=ceny[2];
end;

procedure vypis;

var i,x:integer;

begin
write(’Najkratsia cesta: ’);
i:=1; x:=N+4;
repeat
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6 O vyberani myta

if (naj_cestal[i] div 2 <> x) then begin
x:=naj_cestal[i] div 2;
write(x);
if (x<>N) then write(’ --> ?);
end;
inc(i);
until x=N;
writeln;
writeln(’Vzdialenost: ’, naj_cena.c, ’ Prestupov:’, naj_cena.p);
end;

begin
citaj;
if (N<1) then exit;
dijkstra;

vypis;
end.

) ; opravoval MiSoF.
3. O vyberani myta (max. 15 bodov)

Na tivod par slov pre tych, ktorym slova ,tedria grafov® prili§ nehovoria. V nasom chapani
graf je niekolko bodov (ktoré budeme volat vrcholy), niektoré dvojice bodov st pospajané
¢larami (ktoré budeme volat hrany). Alebo este raz a formadlnejSie, (neorientovany) graf
je dvojica G = (V, E), kde V je mnozina vrcholov a E C {{z,y} | z,y € V} je mnozina
neusporiadanych dvojic vrcholov, t.j. hran. Prave takyto graf mame v nasej alohe na vstupe
— krizovatky su vrcholy, cesty medzi nimi st hrany.

Hovorime, ze graf je stivisly, ak sa po hrandch da prejst z Tubovolného vrcholu do
TubovoIného iného. Kazdy graf vieme jednoznacne rozdelif na niekolko stvislych ¢asti, medzi
ktorymi neveda hrany. Tieto ¢asti budeme volat komponenty stivislosti.

Zadanie tlohy nedava prilis zmysel, ak by povodny graf nebol stvisly. Na druhej strane,
v zadani to explicitne uvedené nebolo. Ak ste si tto skutocnost uvedomili, ocenil som ju
jednym bodom. V dalSom texte rieSenia budeme predpokladat, ze graf na vstupe (ozna¢me
ho G) je suvisly.

Nech k je nejaka krizovatka, na ktorej sa oplati postavit mytnicu, nech a, b st nejaké dve
krizovatky také, ze kazda cesta medzi nimi prechadza cez k. To ale znamena, ze keby sme z
G odstranili vrchol k&, z a do b sa nebude dat prejst, inymi slovami dostaneme nesuvisly graf.
Na druhej strane, nech v je Tubovolny vrchol G, po ktorého odstraneni dostaneme nesuvisly
graf. Zoberme vrcholy a, b v réznych komponentoch vysledného grafu. Potom ale vSetky
cesty z a do b viedli cez v, a teda sa v nom oplati postavit mytnicu.

Nagou tlohou je teda najst vSetky vrcholy, ktorych odstranenie porusi stvislost grafu G.
Takéto vrcholy volame artikulacie.

Jednoduché, ale pomalSie rieSenie.

Ako zistif, ¢ je graf suvisly? Existuje viacero algoritmov, si znédme pod spoloénym
nazvom ofarbovanie vrcholov alebo tiez prehladavanie. Zakladnd myslienka: za¢neme
v nejakom vrchole grafu a postupne systematicky ofarbujeme vSetky vrcholy, kam sa vieme
dostat. Ked uz nevieme ni¢ ofarbit, skon¢ili sme. Teraz sa uz len sta¢i pozriet, ¢i st ofarbené
vSetky vrcholy. Samozrejme, treba vrcholy ofarbovat tak, aby sme urcite Zziaden nevynechali.
Teraz si vysvetlime jeden vhodny postup, nazjvany prehladévanie do hibky.

Prehladivanie do hlbky je podobné postupu, akym ¢&lovek skiima nezndme mesto.
Zacneme tym, ze sa postavime do nejakého vrcholu a ofarbime ho. Odteraz budeme farbit
vrcholy aj hrany grafu, kade chodime. Ak z vrcholu, kde sme, vedie este nepouzitd hrana,
vyberieme sa tiou dalej. Ak sme prisli do eSte nenavstiveného vrcholu, ofarbime ho a rekur-
zivne zavolame prehladavanie z neho. (Teda opit sa snazime najst nepouziti hranu, atd.)
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O vyberani myta 7

Ak sme prisli do skor navstiveného vrcholu (t.j. ofarbeného), okamzite sa po hrane, ktorou
sme prisli, vratime spif. No a posledny pripad je ked sme vo vrchole, z ktorého vedu samé
ofarbené hrany. V takomto pripade sa len vratime tou hranou, ktorou sme do neho prvykrat
prisli. Ked sa takto chceme vratit z vrcholu, kde sme zacinali, prehladévanie konéi.

Zjavne takto prejdeme prave dvakrat (tam a spéf) po kazdej z hran, ku ktorym sa vieme
dostat a navstivime vSetky vrcholy, ku ktorym sa vieme dostat zo zac¢iatoéného vrcholu.
Algoritmus je teda korektny a jeho ¢asova zlozitost je O(M + N). D4 sa lahko rekurzivne
implementovat, vid program na konci riesenia.

Najjednoduchsim rieSenim povodnej tlohy by teda bolo postupne vyskusat kazdy vrchol
odstranit a pozriet sa, ¢i je vysledny graf este stale suvisly. Takéto rieSenie by malo ¢asovi
zlozitost O(N (M + N)) — pre kazdy vrchol potrebujeme spustif jedno prehladévanie.

D4 sa spravit drobny trik, aby sme si uSetrili robotu s postupnym odstrafiovanim vrcholov
z grafu. Nech v je vrchol, o ktorom chceme zistit, ¢i je artikulacia. Jednoducho z neho
spustime prehladévanie povodného grafu a prestaneme v okamihu, ked sa dom prvykrat
vratime. Potom v je artikuldcia prave vtedy, ak eSte nemame ofarbeny cely graf. (Preco?)

Par slov o prehladavani do hibky.

Lepsie riesenie bude modifikiciou algoritmu prehladavania do hibky. Predtym, neZ vy-
svetlime samotné riesenie, potrebujeme si ukazat niekolko vlastnosti prehladavania do hibky.
Spustime ho (za¢inajic v Iubovolnom vrchole) na nasom suvislom grafe zo vstupu. Vsim-
nime si tie hrany grafu, ktorymi sme pocas prehladavania prisli do dovtedy nenavstiveného
vrcholu. Tychto hran je zjavne N —1 (jedna pre kazdy vrchol okrem toho, v ktorom sme zaci-
nali). Graf nimi tvoreny je strom, lebo je stvisly a neobsahuje kruznice. Tento strom budeme
volat DFS strom (DFS = depth-first search = prehlad4vanie do hibky). Vrchol, z ktorého sme
za¢inali prehladavat, budeme volat koren. Z kazdého iného vrcholu x vedie po stromovych
hranach (hrandch DFS stromu) do koreria prave jedna cesta. Vrcholy na tejto ceste budeme
volat predkami vrcholu z, vrchol 2 budeme volat ich potomkom. Speciélne kazdy vrchol je
sam sebe aj predkom, aj potomkom. VSetci potomkovia vrcholu z a stromové hrany medzi
nimi tvoria podstrom s korefiom z.

Ostatné hrany teoreticky mozu byt dvoch typov. Ak hrana spaja vrchol s nejakym jeho
predkom alebo potomkom, budeme ju volat spétnd, ostatné hrany budeme volaf priecne.
(Nech uv je hrana, ktora nie je stromova. VSimnime si podstromy s korenmi u, v. Su dve
moznosti — ak je jeden z nich podgrafom druhého, hrana wv je spdtnd, inak musia tieto
podstromy byt disjunktné (preco?) a hrana uv je prie¢na.)

V DFS strome vsak ziadne prie¢ne hrany nemozu byt. Preco? Sporom. Nech uv je priecna
hrana. Bez ujmy na vSeobecnosti nech sme pocas prehladédvania do u prisli skér. V§imnime si
teraz okamih, ked sa pocas prehladdvania ideme vratit spit z u. Aby uv bola prie¢na hrana,
nesmeli sme doteraz v navstivit (ind¢ by v bol potomok u a hrana uv by bola spétnd). Ale v
je sused u, preto by sme sa z u eSte nemali vracat spit ale mali by sme sa vybrat do v, spor.

3 cm

Takze hrany grafu mozeme rozdelit na stromové a spitné. Kazda spitnd hrana uv lez
na kruznici (tvorenej hranou uv a cestou z u do v po DFS strome).

Rychlejsie, ale zloZitejsie rieSenie.

Teraz ukazeme algoritmus, ktory bude bezat v optimalnom ¢ase O(M + N).

Predstavme si, e sme u# spustili na G prehladavanie do hibky a mame zostrojeny DFS
strom. Teraz nas zaujima, ¢i sa po odobrati konkrétneho vrcholu v graf G rozpadne alebo
nie.

Osetrime najskor $pecialne koreni v DFS stromu, teda vrchol, odkial sme zacali prehla-
davat. Podobne ako v pomalSom rieSeni plati, Ze je to artikulacia, ak sme sa don vratili
pred skoncéenim prehladavania. To totiz znamend, Ze ku dovtedy neofarbenym vrcholom sa
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8 O vyberani myta

nevieme z uz ofarbenych vrcholov dostat inak ako cez v. Teda stac¢i pozriet, ¢i mé v v DFS
strome viac ako jedného syna.

Nech teraz v je lubovolny vrchol rozny od koreria. Ako sa moze rozpadnit G po odstraneni
v? Zjavne jediné, ¢o sa moze staft, je ze od ,hlavnej* Casti (tej obsahujicej korer) odpadne
niekolko podstromov visiacich pod v.

Nech teda u je lubovolny syn v. Ako spoznat, Ze podstrom s korefiom u po odstraneni v
upadne? Upadne prave vtedy, ak sa z podstromu s korefiom u nevieme dostat von inak ako
cez v.

Ak takato cesta von existuje, urcite existuje aj cesta, ktord pouzije prave jednu spatni
hranu, a to ako poslednii. Dokaz: Zoberme Tubovolnu cestu von a skonc¢ime ju v okamihu, ked
sa dostaneme z podstromu s korenom u. Posledna pouzita hrana je nutne spétné. Jej pocia-
to¢ny vrchol lezi v podstrome s koremom u, a teda sa don vieme dostat z u po stromovych
hranéach.

Keby sme pre kazdy vrchol vedeli, ¢i z jeho podstromu existuje cesta von, mame vyhraté.
Totiz konkrétny vrchol v (rozny od korena) je zjavne artikulacia prave vtedy, ak z podstromu
aspon jedného syna v nevedie cesta von.

Pocas prehladavania ¢islujme vrcholy v poradi, v akom do nich prichddzame. Cislo vr-
cholu x budeme znacit n(z). Zjavne vSetky vrcholy v podstrome s korefiom v maja éislo
> n(v). Na druhej strane vSetci predkovia v (okrem v) maja ¢islo mensie ako n(v). Pre
kazdy vrchol 2 budeme chciet spocitat m(z) — najmensie ¢éislo vrcholu, do ktorého sa z neho
vieme dostat vyssie popisanou cestou (takou, ¢o ide najskor niekolkymi stromovymi hranami
ydodola“ a potom jednou spétnou ,dohora®).

0 cm

Tym uz méame vysledny algoritmus takmer hotovy, zostava si to uz len celé zhrnut.
Prehladdvame nas graf do hibky a zéaroveii si pre kazdy vrchol x poéitame dve ¢isla: n(x)
(kolky objaveny vrchol to je) a m(z) = min{n(y) | do y vedie z = cesta vyssie uvedeného
tvaru}. Ako pocitat hodnotu n(x) je zjavné. Hodnota m(x) je minimum z n(z), zo vSetkych
hodnét m(x;) pre synov vrcholu z a zo vSetkych hodnot n(y;) vrcholov, do ktorych vedie z
x spitnd hrana. Hodnotu m(x) teda vieme spocitat v okamihu, ked sa pocas prehladévania
vraciame z vrcholu x. V tomto okamihu vieme aj rozhodnut o z, ¢ je to artikuldcia — staci
porovnat hodnotu n(z) s hodnotami m(z;) pre jeho synov.
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Ospaly carodej 9

Pri kazdom kroku robime oproti klasickému prehladévaniu do hibky len konstantne vela
operacii navyse, preto zjavne ¢asova zlozitost ostane nezmenend — O(M + N).

Listing programu:

program Artikulacie;

var G : array[1..100,1..100] of integer; { graf }
deg,num,up : array[1..100] of integer; { stupne vrcholov a obe cisla pre ne }
visited : array[1..100] of boolean; { bol som uz v tomto vrchole? }
N,M,C : integer; { pocet vrcholov, hran, navstivenych vrcholov }

procedure Load;
var i,x,y : integer;
begin
read(N,M); fillchar(deg,sizeof(deg),0);
for i:=1 to M do begin
read(x,y);
inc(degl[x]); G[x][deglx]]:=y;
inc(deglyl); Glyl[deglyl]:=x;
end;
end;

procedure DFS(v,parent : integer);
var i,deti : integer;
je_artik : boolean;
begin
visited[v]:=true; deti:=0; je_artik:=false;
num[v] :=C; up([v]:=C; inc(C); { nastavime obe cisla vo vrchole }
for i:=1 to deglv] do if not visited[G[v][i]] then begin
inc(deti); if (deti>1) and (v=parent) then je_artik:=true; { koren }
DFS(G[v][i],v);
if up[G[v][il]<up[v] then upl[v]:=up[Glv][il];
if up[G[v][il]>=num[v] then je_artik:=true;
end else begin { spaetna hrana }
if G[v][il<>parent then
if num([G[v] [il]1<up[v] then upl[v]:=num[G[v][i]l];

end;

if (je_artik) then writeln(v);
end;
begin

Load;

fillchar(visited,sizeof (visited),0); C:=1;

DFS(1,1);
end.

. o . opravoval Palo

4. Ospaly c¢arodej (max. 15 bodov)

V tomto priklade velké ¢ast z véas prisla na vzorové rieSenie alebo jemu podobné, ¢im ste ma
milo prekvapili. Za rieSenia v ¢ase O(IN) sa dalo ziskat 15 bodov, za riesenia v ¢ase O(NM)
sa dalo ziskat 10 bodov. Body ste viicSinou stratili za zhorSenti pamétova zlozitost alebo
odhad zlozitosti.

Cely text, ktory povedal pocas spanku Carodejnik ozna¢me jednoducho text. Predpod-
kadajme, ze dlzka ktzla je M a dlzka textu je N. Jednoduché ale pomalé rieSenie spoéiva v
tom, ze vyskusame vSetky mozné pozicie kuzla v texte. Tych pozicii je zjavne N — M + 1 a
pre kazdu poziciu musime v najhorsom pripade porovnat vSetky pismend v kuzle, ktorych

http://www.ksp.sk/ksp



10 Ospaly carodej

je M, teda vyslednd ¢asova zlozitost je O(NM — M?), ¢o pre relativne malé M je O(NM).
Toto sa d4 ale este zlepsit. Existuje viacero linearnych algoritmov, ktorych ¢asova zlozitost
je O(N + M). My si z nich vyberieme Knuth-Morris-Prattov (KMP) algoritmus:

Vsimnime si podrobnejsie horeuvedeny algoritmus. Pri skiimani, ¢i sa na i-tom mieste
nachadza kuzlo, sa moze staf, ze prvych j pismeniek v kuzle sa zhoduje s textom, ale j + 1
pismenko sa uz nezhoduje. Teraz by sme sa vratili a skuisali, ¢i sa ktizlo nenachadza na ¢ + 1
pismenku. Predstavme si vSak, Ze kazlo je napriklad ,,baaaa“ a zistime, ze prvych j pismenok
sa zhoduje s textom a j + 1-vé uz nie. V tomto $pecidlnom pripade sa teraz nemusime vracat
az na i + 1 poziciu, pretoze ziadne z predchadzajucich j — 1 pismen nemoze byt zaciatocné
pismeno kuzla, a teda mozme dalej pokracovat az na ¢ + j-tom pismenku textu. Toto ale
nemozeme urobit pre iné kuzla. KMP algoritmus je vlastne zovSeobecnenim tejto myslienky
pre Iubovolné kuzlo.

Nemoézeme ale vzdy preskoCit hned vSetkych j pismeniek. Napriklad ak by sme hladali v
texte ,,bababaabbb‘“ kuzlo ,babaabbb“, tak zistime na piatom mieste, Ze sa pismenka nezho-
duji, ale musime znovu zacat hladaf kiuzlo od tretiecho miesta, aby sme ho nasli. Teda staci
nam pre kazdu poziciu j v ktzle vediet miesto next [j], kde musime pokracovat hladanie, ak
sa na nej nachadza prva nezhoda pismeniek kizla a textu. Toto ale zavisi len od kizla, ktoré
hladdme a mozeme si to predpocitat este pred samotnym hladanim ktzla v texte. V§imnime
si, ze teraz uz nepotrebujeme znovu porovnavat pismenkéa na mensich poziciach v ktzle ako
next [j], lebo tie pismenka sa uz urcite s textom zhoduju.

V priklade vyssie: Precitali sme prvé 4 pismend textu, zhoduja sa s prvymi Styrmi pisme-
nami kuzla. Piate pismeno textu a kuzla st rozne. Ale z informacie, Ze sme mali precitané 4
pismend kuzla (bez toho, aby sme sa na text museli opiit pozerat) vieme, Ze predchadzajice
dve pismenéa boli ba, preto mozeme teraz mat precitané prvé 3 pismend kuzla.

Ak sa nezhoduje j-te pismenko kuzla s textom a prvych j — 1 pismeniek sa zhoduje, tak
si v poli next [j] zapamitame, od ktorého pismenka v kiizle musime znovu zacat porovnavat
kuzlo s textom. Hladajme teda next [j]. Zoberme si képiu prvych j — 1 pismeniek a polozme
ich pod kuzlo tak, Ze prvé pismenko képie lezi pod druhym pismenkom v kizle. Postivajme
tu képiu doprava pokial sa uz ziadne pismenkd neprekryvaju alebo pokial prekryvajice sa
pismenka s navzadjom rovnaké. Prekryvajtce sa pismenka urcuji poziciu, kde musime znovu
zacat hladaf kuazlo ak sa pismenka nezhoduji na j-tom mieste — next [j] vypocitame ako
pocet prekryvajucich sa pismenok plus jedna, pretoze ich pocet urcuje pocet zhodujucich sa
pismenok textu a kiizla ak za¢neme na tejto pozicii a nam stacéi zacat porovnavat pismenké
textu a kuzla az za nimi.

Presnejsie: pre j > 1 zoberme retfazec R tvoreny prvymi j — 1 pismenami kuzla. Potom
next[j] je rovné najvicSiemu takému k < j, 7ze prefix R dlzky k — 1 je aj sufixom R (t.j.
prvych k — 1 pismen R je rovnakych ako poslednych k — 1).

Takze samotny algoritmus hladania kiuzla v texte bude vyzerat nasledovne: Porovné-
vajme i-te pismenko textu s j-tym pismenkom kuzla. Ak sa zhoduju, tak aj i aj j zvySime o
jedna a teda sa posunieme na dalSie pismenko v texte aj v ktizle. Ak sa nezhoduju, tak dalsia
mozné pozicia v texte, od ktorej mozeme za¢neme hladat kuzlo je i-next[j]1+1, ale prvych
next[j]-1 pismeniek v kizle sa zhoduje s prvymi next [j]1-1 pismenkami v texte, a teda ¢
nemusime zmenit a sta¢i ndm zmenit j na next[j]. A aka je ¢asova zlozitost? Pri kazdom
porovnani pismeniek zvySime bud naraz i aj j, alebo znizime j. Teda tych porovnani, kde
zvySime j je N a tych porovnani, kde ho znizime méze byt znovu len N, pretoze j nie je
nikdy zaporné. Teda dokopy mame iba 2N porovnani pismeniek. Takze ¢asova zlozitost tejto
Casti programu je O(N). VSimnime si, Ze pre fubovolné kuzlo a text ¢asova zlozitost tejto
Casti nezavisi vobec od dlzky kizla.

Teraz nam uz stac¢i vypocitat iba pole next. To mozeme urobif nasledovnou fintou:
next[1] mo6zeme dat definitoricky 0, ¢o ndm vyhovuje pri implementécii. V§imnime si, Ze
next [2] je vzdy 1. Hladajme vysSie uvedenym algoritmom kuzlo v sebe samom, ale za¢nime
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hladat az od druhého pismenka. Pozrime sa lepSie na moment po inkrementovani i aj j, teda
po posunuti o jedno pismenko v texte doprava. V tomto okamihu sa prvych j — 1 pismeniek
kiazla zhoduje s pismenkami na poziciach ¢ — j — 1,4 — j,...,2 — 1, ¢o je poslednych j — 1
pismeniek z prvych ¢ — 1 pismeniek kuzla. A toto je zjavne najvicsie j s touto vlastnostou.
TakZe mozeme do next[i] priradit j. Tento algoritmus by mohol zhavarovat, ak by sme v
nom potrebovali vediet next [j] skér nez ho vypocitame. Toto sa ale nemdze stat, lebo to
by znamenalo, ze ¢ — 1 pismeniek sa zhoduje s 7 — 1 pismenkami, teda by sa ¢ rovnalo 7,
teda by sme museli za¢at hladat kizlo od prvého pismenka, ¢o je v spore s tym, ze hladame
od druhého pismenka. Takze tato ¢ast mé zlozitost O(M), lebo robime presne to isté ako
v normalnom vyhladavani a navySe vypocitame pole next, ktorého velkost je M. Takze
vysledné ¢asova zlozitost je O(N + M).

Vsimnime si, Ze si nemusime pamétat cely text vyrieknuty carodejnikom, ale staci si
pamitat iba posledné pismenko, lebo sa v nom nikdy nemusime vracat. Takze pamiitova
zlozitost algoritmu je O(M).

Ako ale najst pocet kiiziel v texte? Kuzlo ndjdeme na nejakej pozicii v texte ak j = M +1.
Kedze sa ktuzla mozu prekryvat, my by sme potrebovali vediet next [M+1], ¢o ale mdzeme
vypocitat tym istym spésobom ako ostatné prvky pola next. Ked najdeme vyskyt kizla, len
si zvySime pocitadlo a nikym neruseni pokracujeme dale;j.

Listing programu:

const
MAXM=200;

var
zak: string; {zaklinadlo}
m: integer;{dlzka zaklinadla}
next: array[1l..MAXM] of integer;
i,j: integer;

c: char;

poc: integer; {pocet vyskytov zaklinadla}
begin

{nacitanie zaklinadla}

readln(zak) ;

m := length(zak);

next[1] := 0;

next[2] := 1;

ji=1;

for i := 2 to m do begin

while (j <> 0) and (zak[il<>zak[j]) do begin
j := next[jl;

end;
inc(j);
next [i+1] := j;
end;
j = 1;
while not seekeoln(input) do begin
read(c);
while (j <> 0) and (c <> zak[j]) do begin
j := next[j];
end;
inc(j);
if (j > m) then begin
inc(poc);
j := next[j];
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end;
end;
writeln(poc);
end.
) opravoval tradi¢ne Martin
5. O celularnych automatoch IV (max. 15 bodov)

Hoci tento priklad poslalo velmi maélo rieSitelov, takmer vSetci prisli na spravne rieSenie.
Horsie to uz bolo s implementaciou a napisanim poriadného popisu. Len zopar z vas poriadne
a vystizne vysvetlilo, ako jeho automat funguje a (¢o je naozaj smutné) nikto sa ani len
nepokusil dokézat, Ze nim navrhnuty automat robi naozaj to ¢o ma.

Za spravne rieSenie ste mohli ziskat maximéalne 15 bodov, pricom za odflaknuty, alebo
dokonca chybajici popis, ste mohli ziskaf prémiu az -4 body. Dalej ste mohli stratit zopar
bodikov za rozne chyby v implementacii automatu, alebo za lenivost ¢o i len sa pokusit o
dokaz spravnosti rieSenia.

V minulom kole sme vyriesili tlohu, ako najst prostredny, respektive prostredné dva
automaty v rade automatov. Teraz nam riesenie tohto prikladu pride vhod. Predstavme si,
7ze mame vedla seba niekolko automatov a chceme, aby v niektorej sekunde vSetky naraz
presli do stavu S, pricom ziaden z nich by nebol v tom stave skor. Pomocou riesenia z
minulého kola prevedieme prostredné automaty do stavu ¢, ¢im dostaneme dva rovnako
dlhé tseky automatov oddelelé jednym alebo dvoma automatmi v stave ¢. Tieto dva tseky
budeme dalej rekurzivne delit na mensie a mensie, az kym nedostaneme tseky s len jednym
alebo dvoma automatmi. Pocas tohto delenia budeme stav ¢° povazovat za stav totozny so
stavom $. Vsimnite si, Ze pocas celého delenia, ak je nejaky automat v stave ¢, tak potom
aspoii jeden z jeho susedov nie je ani v stave ¢ ani v stave $. Dolezité je si tiez uvedomit ze
vSetky delené tiseky st stale rovnako dlhé a preto sa vSetky rozdelia za rovnako dlhy ¢as na
nové tiez rovnako dlhé tseky. Po skonceni delenia budeme maft tseky jedného alebo dvoch
automatov oddelené jednym alebo dvoma automatmi v stave ¢. Ak sa teraz opit pokisime
rozdelif tieto tiseky na polovicu, aj zvy$né automaty prejdu do stavu ¢. Az nakoniec bude
kazdy automat v stave ¢ a teda aj obaja susedia kazdého automatu budu v stave ¢ alebo $.
Potom uz len vSetky tieto automaty v stave ¢ prevedieme do vytuzeného stavu S. Hoci to
na prvy pohlad nieje az také zrejmé, ¢asova zlozitost tohto rieSenia je linearna.

Zapisme to teraz forméalne: Automaty budt nadobudat stavy z mnoziny
K ={0,1, A0, A1, A2, L, R, 1", A, A}, A, L' R', P, ¢} a ich prechodové funkcia bude:

Néjdenie stredu tseku automatov (rieSenie tlohy z minulého kola):

(1) €e — P (8 R0 — 0)
(99 RO — R
2) €10 — A (10) ~RE — L| ¢ e {$¢)
(3) 10aa — R (11) JéLa — 0 | a € {0,%,¢}
(12) 0L — L Y3 e {0,R}
(4) OéAoﬂ — Al NS {0, Al}
(5) O[Alﬂ — Ay (13) aA L — P 0 € {O,Ao}
(6) oAy — 0 (14) AsLae — P

5Takzvany falosny $.
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Najdenie stredu tiseku automatov, pricom automatom signalizujicim zaciatok vypoctu
je pravy krajny automat:

1) € — P (8) OR~y — 0 )
(9) o«oOR — R
(2) o0v¢ — Ay (10) &Ry — L' & € {$,¢}
3) a0l — R (1) al'd — 0 |a € {0,$¢)
12) Loy — L'Y3 e {0.R)}
(@) A — Al M
(5") BAla — A (13) L'Aba — P | 6 € {0,4;}
(6') BALLae — O (14) al’A, — P
(7" pOA, — Aj (15 L'Aja — P

Dodefinovanie prechodovej funkcie pre pripady, ked automat je v stave 0 a nemeni svoj
stav:

(16716/) C077 - O; C € {O’AoaAlevAé)’AllvAlzvR/’&d;}v
/S {07A0aA17A27R7A6aA,17L/7$7¢}

Samotné riesenie dnesnej tlohy:

(i) PPy — ¢ (iv) ¢ — ¢ & € {8.¢}
(@) POY — 1 (v) ot — ¢ p b € {0,P8,¢}
(iii) YOP — 1 (vi) &¢& — S| ¢ € {0,P$)

Na ozrejmenie ¢innosti automatu si pozrite tento priklad vypoctu pre dvanast automa-
tov:

0 : $100000000000$ 11 : $000450000000R$ 22 : $OR'0A,0¢¢0A,0R0$

1:$A, RO000000000$ 12 : $0000A4,000000L$ 23 : $R'00A,04¢0A;00R$

2 : $4,0R000000000% 13 : $00004;00000L0% 24 : $L/00.A,0¢¢0A500L$

3 : $04,0R00000000$ 14 : $00004,0000L00% 25 : $0L'A}00¢¢00A0L0$

4 : $04;00R0000000$ 15 : $000004,00L000% 26 : $00P00¢¢:00P00$

5 : $0.4,000R000000% 16 : $000004;0L00008 27 : $01¢10¢¢:01/¢10$

6 : $004,000R000008 17 : $000004,2000008 28 : $R'A4¢ A1 Ré4 R ALb A RS
7 : $00A;0000R0000$ 18 : $00000.PP00000S 29 : $L/Al¢ Ay L4 L/ ALg Ay LS
8 : $00A,00000R000% 19 : $00001'¢:¢:10000$ 30 : $PP¢ PP4¢ PP¢ PP$

9 : $0004,00000R00$ 10 : S000R' A} ¢¢ A, RO00$ 31 : $¢b¢bdddddddd$

10 : $0004,000000R20$ 21 : $00R'0AL¢¢ A,0R00$ 32 : $555555555555%

Doékaz. Najprv definujme niekolko uzitoénych oznaceni. Ak ¢ je stav a k je celé nezdporné
¢islo, zapisom ¢* budeme oznacovat k za sebou idtcich automatov v stave g. Automaty bu-
deme ¢islovaz ¢islami od 1 po poradi za¢inajic Tavym krajnym a konc¢iac pravym krajnym
automatom. Konfiguraciou tseku automatov zaéinajticeho v i-tom automate o dizke k au-
tomatov v t-tej sekunde (f > 0) je postupnost stavov tychto automatov a zapisujeme ju:
t ¥ qigis1 - qivk—1, kde gj (i < j <i+k—1) je stav j-tého automatu v t-tej sekunde. Ak
J je 0 alebo je vécsie ako pocet automatov, potom ¢; = §.

Matematickou indukciou od dlzky k (k > 3) tseku automatov ukdzeme, 7ze ak t :¥
£110573¢, alebo t ¥ £,0F731'¢,, pricom &;,& € {$, ¢}, potom existuje 0 < f(k) < 3k take,
ze t + f(k) :F £1¢%72&,, a kazdy automat z tohto tseku v ¢ase od t-tej do (t + f(k) — 1)-tej
sekundy, ktory bude v stave $ alebo ¢, bude mat aspon jedného suseda, ktory nebude ani v
stave $ ani ¢.

e Ak k = 3. Predpokladajme, 7e t :> £11& a &1, & € {$, ¢}, potom v (t + 1)-vej sekunde

podla (1), (iv) a (v) bude t + 1 :3 £, P&. V (t + 2)-hej sekunde podla (i), (iv) a (v)

http://www.ksp.sk/ksp



14 O celuldrnych automatoch IV

bude t + 2 :3 £1¢&, preto f(k) = f(3) =2 < 3-3 = 3k. Ak t :? £1'¢,, postupujeme
podobne.

e Ak k = 4. Opét predpokladajme, Ze t :} £10&5 a &1,& € {$, ¢}, potom podla (2), (3),
(iv) a (v) je t + 1 3 &A1 RE, podla (5), (10), (iv) a (v) je t + 2 :3 £ AxLEs, podla
(13), (14), (iv) a (v) je t + 3 :3 &, PP& a podla (i), (iv) a (v) je t +4 2 £1¢¢&,, preto
f(k)=f(4) =4 <3-4=3k. Ak t :} £,01'¢,, postupujeme podobne.

e Ak k > 5 a je parne, potom existuje také ¢islo [ (I > 3), pre ktoré k = 2l. Predpo-
kladajme, ze dokazované tvrdenie plati pre vietky 3 < k' < k a ze t :2! £;102173¢,.
Platnost tvrdenia dokézeme aj pre k. Z dokazu z minulého kola vyplyva, Ze podla
(1), (2), ... (16) je t + 31 — 3 2! £,0'=2PP0!~2¢,, pricom ziaden automat pocas tejto
Casti vypoctu ani raz nenadobudol stav ¢. Podla (16), (7), (ii), (ii7), (iv) a (v) plati
t+ 31— 220 £01731¢¢10173&,, preto plati aj t + 31 — 2 :L £01731'¢ at+ 31— 2 :é+l
¢10173¢,. Z indukéného predpokladu potom vyplyva, ze t + 31 — 2 + f(1) :L £1¢172¢ a
t4+31—2+f(1) :L, ¢¢'72&, pricom f(I) < 3laod (t+31—2)-hej do (t+31—2+ f(I)—1)-
vej sekundy kazdy z automatov v stave $ alebo ¢ mal aspon jedného suseda, ktory
nebol ani v stave $ ani v stave ¢. Preto plati t + 31 — 2 + f(I) 2 &¢' 726441726 =
t+ £(20) 2 £¢272¢5 a od t-tej do (t + f(21) — 1)-vej sekundy kazdy z automatov v
stave $ alebo ¢ mal aspon jedného suseda, ktory nebol ani v stave $ ani v stave ¢.
Kedze plati aj nerovnost f(k) = f(21) =3l — 2+ f(I) < 3l —2+ 3l < 6] = 3k, tak
sme tvrdenie dokazali aj pre k. Ak t :2! £,02721'¢;, namiesto tvrdenia dokdzaného v
minulom kole pouzijeme obodobné tvrdenie o pravidlach (1), (2'), az (16).

e Ak k£ > 5 a je nepéarne, postupujeme velmi podobne. Existuje také ¢islo [ (I > 3),
pre ktoré k = 2] — 1. Predpokladajme platnost tvrdenia pre vSetky 3 < k' < k a tiez
predpokladajme, ze t :?l_l £110%74¢,. Platnost tvrdenia dokazeme aj pre k. Z dokazu
z minulého kola vyplyva, ze podla (1), (2), ...(16) je t + 31 — 5 21 &0/-2P0'—2¢,,
pricom ziaden automat pocas tejto Casti vypoc¢tu ani raz nenadobudol stav ¢. Podla
(16), (i), (i1), (i4), (iv) a (v) plati t + 31 — 4 271 £,0-31/¢ 10"-3¢,, preto plati aj
t+3l—4:L &0 ¢ at+31—2:L,_; ¢10'73¢. Z indukéného predpokladu potom
vyplyva, ze t + 31 — 4 + f(I) L &¢172¢ at+ 31 — 4+ f(I) :éHfl ¢ ¢172¢,, pricom
f(l) <3laod (t+3l—4)-tej do (t+3l —4+ f(I) — 1)-vej sekundy kazdy z automatov
v stave $ alebo ¢ mal aspon jedného suseda, ktory nebol ani v stave $ ani v stave
¢. Preto plati t + 31 — 4 + f(I) 271 €1¢172¢¢1 26 =t + f(21 — 1) 271 64273 a
od t-tej do (t + f(21 — 1) — 1)-vej sekundy kazdy z automatov v stave $ alebo ¢ mal
aspon jedného suseda, ktory nebol ani v stave $ ani v stave ¢. Rovnako aj teraz plati
nerovnost f(k) = f(20—1) =3l —4+ f(l) < 3l—4+3l < 6]/ —3 = 3k, tak sme tvrdenie
dokazali aj pre k. Ak t :?l_l £,0%141'¢,, postupujeme podobne ako pri parnom pocte
automatov.

Zoberme n (n > 1) automatov a nech ich konfiguracia na zaciatku vypoctu (teda v nultej
sekunde) je 0 :012 $10"~'$. Podla predoglého tvrdenia existuje ¢islo f(n +2) < 3n + 6 také,
7e konfiguracia f(n+2) :072 $¢"$, pricom od zadiatku vypoétu do (f(n+2)—1)-vej sekundy
kazdy z automatov v stave $ alebo ¢ mal aspon jedného suseda, ktory nebol ani v stave $ ani
v stave ¢. KedZze automat moze nadobudnit stav S len pomocou pravidla (vi), tak ziaden z
automatov sa nemohol pocas doterajsieho vypoc¢tu dostat do stavu S, ale prave podla tohto
pravidla bude v (f(n + 2) + 1)-vej sekunde platit f(n + 2) +1:37% $S"$.

Ukézali, Ze po f(n+2)+1 < 3n+ 7 sekundach sa poprvykrat dostane niektory automat
do stavu S, a sice sa don vtedy dostanti naraz vSetky automaty. Dokazali sme, Ze vypocet
sa zastavi a Ze kone¢né konfiguracia zodpoveda zadaniu, preto skonstruovany automat je
korektny a riesi dany problém.

Z dokazu tiez vyplyva, ze vypocet trva f(n + 2) +1 < 3n + 7 sekind, kde n je pocet
automatov. Takze ¢asova zlozitost vypoctu je O(n).
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Vysledkova listina po 2. kole kategorie KSP

Meno a priezvisko Skola Roc¢nik 21 22 23 24 25| X

1| Jancuska Marek Gym. Parovska Nitra 372115 15 14 15 14145
2 | Repovsky Michal Gym. Komenského Trebisov 3[65| 5 15 13 15 13|126
3 | Nanasi Michal Gym. Jura Hronca BA 216211 15 10 14 10|122
3 | Polacek Lukas Gym. K. Stara Modra 315610 15 13 15 13| 122
5 | Peresini Peter Gym. Tajovského B. Bystrica 1148(12 15 14 14 9112
6 | Lenhardt Rastislav Gym. Jura Hronca BA 315610 15 10 14 105
7 | Kovac¢ Jakub Gym. Jura Hronca BA 3149112 15 13 15 104
7 | Kuchynarova Mariana | Gym. Jura Hronca BA 3(50] 8 15 9 9 13|104
7 | Simancik Frantisek Gym. Grésslingova BA 2159|115 15 15 104
10 | Bernat Marek Gym. K. Stara Modra 313812 15 14 14 93
10 | Stefanek Anton Gym. Jura Hronca BA 3[40 9 15 14 15 93
12 | Ludha Marek Gym. Tajovského B. Bystrica 3135 8 15 13 10 11| 92
13 | Glaus Peter Gym. Jura Hronca BA 41451 9 15 10 10 2| 91
14 | Balaz Miroslav Gym. Jura Hronca BA 3153(10 11 13 87
14 | Smazakova Dana Gym. Jura Hronca BA 335110 14 9 9 10| 87
16 | Rejda Martin Gym. Grosslingova BA 3139 15 10 14 78
17 | Imriska Jakub Gym. Jura Hronca BA 1(23| 3 15 10 10 13| 74
18 | Trejbal Ivan Gym. Jura Hronca BA 3127 15 7 10 9| 68
19 | Tekel Jakub Gym. Jura Hronca BA 3|67 67
20 | Bustor Stano Gym. Jura Hronca BA 2135 8 9 10 0| 62
21 | Zeman Marek Gym. Jura Hronca BA 21201 9 10 7 9 55
21 | Duri$ Michal Gym. Grosslingova BA 2|55 55
23 | Petrulak Matas Gym. Grésslingova BA 2|45 45
24 | Takac Slavomir Neznama skola 1|24 10 10 44
25 | Smitala Frantisek Gym. Cyrila a Metoda Nitra 3136 36
26 | Banik Dusan Gym. Popradské nabr. Poprad 3130 30
26 | Stolc Miroslav Gym. Parovska Nitra 3130 30
28 | Hruda Juraj SPSE Stara Tura 2(29 29
29 | Hanulova Anna Gym. Jura Hronca BA 31 0] 5 11 12 28
30 | Blénessy Tibor Gym. Postova Kosice 3127 27
31 | Kotrb¢ik Michal Gym. Jura Hronca BA 7771 0 11 15 26
31 | Plzik Milan Gym. L. Stira Zvolen 2116 10 26
33 | Kadak Michal Gym. Ludovita Stara Trenéin 3|15| 1 9 25
34 | Kollar Juraj Gym. Jura Hronca BA 2(23 23
35 | Sedlak Milan Gym. Liptovsky Hradok 3|12 10 22
36 | Vadkerti Miroslav SPSE Nové Zamky 3| 0] 2 10 9 21
37 | Ruzicka Peter Gym. Jura Hronca BA 2(20 20
37 | Sufliarsky Peter Gym. Nové Zamky 3120 20
39 | Suska Martin Gymnéazium Levice 4117 17
40 | Bajtos Maros Gym. Jura Hronca BA 2(13 13
40 | Janik Oliver Gym. L. Stockela Bardejov 3|13 13
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