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Vzorové riesenia 2. kola letnej casti

Mili riesitelia!
Dalsi ro¢nik KSP je tspesne za nami (a vami). VSetkym vam blahozelame k dosiahnutym
vysledkom a dufame, Ze ste sa ¢o-to naucili a bavilo vas to. S najlepSimi z vas sa na jesen
stretneme na tyZzdiniovom sustredeni, pozvanky ocakéavajte tak koncom septembra. Ale ako
to uz chodi, este pred tym vas cakaju zaslizené prazdniny plné slnka, vody a skvelych
kamaratov. Poriadne si ich uzite! Ked sa oddychnuti vratite spiaf do $kol, vrati sa aj vas
obltibeny seminar.

War doesn’t show who’s right, just who’s left.
KSPéci

. , . opravovala Monika
1. O binarnom kamzikovi (max. 15 bodov)

.....

pomocou Gaussovej eliminacie alebo pouzitie backtracku. Za riesenie linedrnych rovnic som
dévala plny pocet bodov, za backtrack som dévala 9-7 bodov. Za chybajtci odhad pamitove;j
a Casovej zlozitosti som strhavala po bode za kazdy.

Vzorové rieSenie V prvom rade je treba si uvedomit, Ze vymenou poradia, v akom maja
skupiny robif vymeny, sa ni¢ nezmeni. Dalej je nutné uvedomit si, Ze pokial by mala urobit
nejaké skupina dve vymeny, je to to isté, ako keby neurobila Ziadnu. Teda sta¢i uvazovat o
tom, ze skupina urobi najviac jednu vymenu.

Uvazujme, ze mame m skupin a n Tudi. Nech a; ; je 1, ak i-ty clovek je v skupine j a 0
inak. Nech ¢; je stav, v ktorom je ¢lovek i na zaciatku. Stav ¢loveka moze byt 0, vtedy je v
podrepe alebo 1 a vtedy stoji. Zaujima nés, ktoré skupiny zmenia svoj stav. Preto pre kazda
skupinu budeme mat jednu nezndmu — z;, ktord moze tiez nadobtudat hodnotu 0 (skupina
svoj stav nezmeni) alebo 1 (skupina svoj stav zmeni). Pre kazdého ¢loveka ¢ si vSimnime
nasledujlci vyraz: a; 1 * 1 + a;2 * To + ... a;m * Tp,. Tento vyraz predstavuje pocet zmien,
ktoré clovek ¢ urobi — ak pre nejake a; ; = z; = 1, tak zmeni vdaka skupine j svoj stav
(pokial a; ; = 1, znamena to, ze ¢lovek sa v skupine j nachadza a pokial z; = 1, znamena to,
ze skupina urobi vymenu). Kazdy ¢lovek méa skoncit v stoji, preto pre kazdého ¢loveka ma
byt ¢islo ¢; + a;1 % x1 + a2 * Ta + ... a; m * T, neparne. Toto modzeme zapisat ako rovnicu
Cit+ai1*x1+a; 2%Ta+. .. Qjm * Ty, = 1, pricom séitanie uvazujeme modulo 2 (teda 14+1=0).

Po vytvoreni takejto rovnice pre kazdého cloveka dostaneme stistavu rovnic. Ako sa taka
sustava linearnych rovnic da vyriesit? Odpoved dava algoritmus zvany Gaussova eliminécia.
Vysvetlim tito metédu vo vseobecnosti (nasa stistava rovnic je len jej Specidlnym pripadom).
Majme teda ststavu linedrnych rovnic:

ai1x1 + a1 2x2 + ...+ a1 mIm = b1

211+ a22%2 + ...+ a2 mTym = b
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2 O bindrnom kamzikovi

Ap1T1 + Ap2T2 + ...+ A Tm = by

Necha;; € R, 1<i<n,1<j<mab;,1<1<msazname hodnoty a z;, 1 <i<m
st hfadané nezname. S touto sustavou bez toho, aby sme nieco pokazili (teda zmenili mnozinu
rieSeni) mozeme robit napriklad tieto operécie:

1. vymenit Tubovolné dva riadky (tym sa ststava nezmeni)

2. vynésobit Tubovolni rovnicu nenulovou konstantou ¢ (rieSenie sa nezmeni, pretoze pri
vypocte mozeme kratit touto konstantou celd rovnicu)

3. pripo¢itat nejaka rovnicu k inej rovnici (ak rieSenie vyhovovalo rovniciam A a B, vyho-
vuje zjavne aj rovnici A + B, podobne ak vyhovuje rovniciam A a A 4+ B, vyhovuje aj

B)

4. vymenit dva stipce v stistave (tym akoby prezna¢ime nezname, teda prehodime z; a xj)

Tieto operacie zvykneme volat ekvivalentné tipravy. Budeme sa snazit povodni stistavu
rovnic upravit do nasledujiceho tvaru (budeme ho dalej nazyvat trojuholnikovy tvar):

1x1 + C12%2 +C13C3+ ...+ C1LmTm = dq
1132 + C2,3T3 + ...+ Co.mITm = dg

lag + ... + C3.mTm = ds

lz,, = dmn

Pritom ¢; ; a d; st ¢isla, ktoré vznikli po¢as upravovania. Keby sme si hodnoty ¢; ; zapisali
do Stvorcovej matice, vidime, ze na jej hlavnej diagonale (zlava zhora doprava dole) buda
jednotky a pod nou bude trojuholnik nil. Ked mame ststavu v takomto tvare, jej rieSenie
T1,%2, ..., T, Vypoclitame takto: Posledna rovnica je tvaru: 1z, = d,, a teda vieme, ze z,, =
dy,. Predposledna rovnica je tvaru: 1z,,—1 + ¢h—1,mTm = dm—1 a z predchadzajicej rovnice
vieme hodnotu z,,. Z toho fahko vypocitame aj z,,—1: Tpm—1 = dpp—1 — Cp—1,mTm. Netreba
zabudat, ze pozname vSetky hodnoty d,,,—1 aj ¢,—1,m. Takymto spdsobom postupujeme dalej
a dopocitame ostatné nezname.

Teraz ndm ostava eSte zopar otdzok: Ako upravime pociatoéna ststavu rovnic do tohto
nového tvaru? A ide to vobec vzdy urobit? Pokisme sa upravit povodnu ststavu do trojuhol-
nikového tvaru. Na zaciatku zistime, ¢i a1 ;1 je nenulové. Ak nie je, tak si ndjdeme fubovolny
iny riadok, ktory ma ¢islo ai, 1 nenulové a vymenime ich. Ak takyto riadok neexistuje, vy-
menime stipec obsahujici nezname x; za stIpec na konci, ktory nie je nulovy. Teraz uz méame
aj1 nenulové. Budeme postupovat pre vsetky ¢ > 1 takto: Riadok ¢ prenasobime a;; a
odcitame od neho riadok 1 prendsobeny cislom a; ;. Vysledkom bude rovnica:

0x1 + (a1,1052 — @101 2)T2 + ... + (@1,10i m — G101 ,m)Tm = a1,10; — a; 161

Takymto sposobom sa nam podarilo ziskat koeficient pri x1; nulovy. Rovnaky postup uplat-
nime aj na ostatnych riadkoch a ziskame ststavu rovnic, kde v prvom stipci budeme mat
a1,121 & pod nim uz iba Ox;, ¢« > 1. Uz by sme len potrebovali aby sme mali v prvom riadku
namiesto aj 1x; iba 1z;. To urobime jednoducho - prvy riadok prenasobime ¢islom 1/aq 1.
Préave sa nam podaril prerobif prvy stlpec do tvaru ako by sme potrebovali mat v troju-
holnikovom tvare. Takyto postup budeme uplattiovat aj dalej. Skisim tento postup popisat
vSeobecnejsie: Nech médme p6vodni ststavu v takomto tvare, pricom e; ; je nenulové:

T1+e12T2+ ...+ e mTm = f1
021 + T2+ ... + €2.mTm = fo
0x1 + 0z + 23+ ... +€3mTm = f3
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O bindrnom kamzikovi 3

0x1 + 022 + 023 + ... +0zi—1 + €;,i%; + € i+1Tit1-- - CimTm = fi

0x1 + 02 +0x3 + ... + 02j—1 + €41, Ti + €ig1,i+1%it1 - - - Citl,mTm = fit1

03(}1 + 0.’1}2 + 0333 + ...+ Ol’i_l + €n,ili + €n,i+1Li4+1 -+ - CnmITm = fn

Dalsie ipravy budi takéto: pre kazdé j > i ak ej,; je nenulové, prenasobime riadok j s
hodnotou e; ; a od¢itame od neho stcinu riadku 7 a e; ;. Takto ziskame v ststave namiesto
nenulového e;; hodnotu 0. Na zaver este prenasobime i-ty riadok ¢islom 1/e;; a ziskame
dalsi stipec do trojuholnikového tvaru.

Aké mozu nastat problémy?

e pocet rovnic je vyssi ako pocet neznamych. Vtedy vytvorime diagondlnu maticu, vy-
pocitame hodnoty neznamych a do zvysnych rovnic, ktoré sme nepouzili dosadime aby
sme overili, ¢i vypocitané hodnoty neznamych sedia aj tu.

e pocet rovnic je mensi ako pocet neznamych. V tomto pripade dosiahneme taky tvar, ze
v poslednej rovnici bude za diagonélou viac neznamych. Vtedy si staci zvolit lubovolné
hodnoty neznédmych za tymto miestom a zvysSné dopocitat podla upravenych rovnic.
Tento sposob moézeme vzdy pouzit, pretoze takato ststava mé nekonecéno vela rieSeni
a my si vyberieme jedno rieSenie.

e pokial pri vypoc¢toch narazime na riadok, ktory obsahuje pri neznamych nulové ko-
eficienty. Tu moze nastat pripad, Ze celd rovnica (aj lavd aj prava strana) je nulova.
V takomto pripade tito rovnicu mozeme presuntt na koniec a dalej neuvazovat (pre
Tubovolné hodnoty nezndmych bude vzdy platit). Iny pripad je, pokial na lavej strane
dostaneme koeficienty nulové, a teda celd lava strana je nulové, avSak na pravej strane
ziskame nenulové ¢éislo. V takomto pripade stistava nem4 ziadne rieSenie.!

e pokial pocas tprav dostaneme kazdy koeficient pri neznamej x; rovny 0. Vtedy staci
zvolit Tubovolné ¢islo za ;.2

Listing programu:

const MAXN = 10;
MAXM = 66;

var N,M:integer;

matica : array[l1..MAXN,1..MAXM+1] of boolean;

vysledok : array[l..MAXM] of boolean;

kto : array[l..MAXM] of integer;{sluzi na pamatanie si skupin ak robim vymenu
stlpcov}

Procedure vstup;
var i,j,K,r : integer;
begin

read (N) ;

read (M) ;

for i:=1 to N do
for j:=1 to M do
maticali,j] := false;

1Kedze nase tpravy boli ekvivalentné, kazdé rieSenie musi spliiat aj tuto rovnicu. Nech ale do nej dosadime
¢okolvek, stale dostaneme 0 = ¢ # 0, ¢o platit nebude.

2Premyslite si to.
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for i:=1 to N do
matical[i,M+1] := true;

for i:=1 to M do
kto[i]l :=i;

for i:=1 to M do
begin
read (K) ;
for j:=1 to K do
begin
read(r) ;
maticalr,i] := true;
end;
end;
end;

Procedure gauss;

var i,j,k : integer;
temp : boolean;
poc,temp?2 : integer;

begin

while (i<= N) and (G <= M) do

begin
if not maticali,i] then

begin{hladam riadok s nenulovym maticafj,i+df}

ji=itl;

while (j <= N) and not (maticalj,i] ) do

ji=j+1;

O bindrnom kamzikovi

if (j <= N) then {ak som nasla riadok s nenulovym maticafj,i+dJ}

begin

for k:=i to M+1 do{vymenim riadky}

begin

temp := maticali,k];
maticalj,k];
maticalj,k] := temp;

maticali,k] :=

end;
end

else{ak som nenasla riadok, tak cely stlpec necham tak a posuniem sa do

dalsieho}
begin

if M-poc > i then{ak este je “nenulovy’

begin

for j:=1 to N do

begin

temp := maticalj,il;
maticalj,i] :
maticalj,M-poc] :

end;

temp?2 := ktolil;
kto[i] := kto[M-poc];
kto[M-poc] := temp2;

poc := poc+l;
end
else
break;
end;

maticalj,M-poc];

http://www.ksp.sk/ksp



O bindrnom kamzikovi

end
else
begin
for j:=i+1 to N do
begin

if maticalj,i] then
for k:=i to M+1 do
maticalj,k] := maticalj,k] xor maticali,k];
end;
1:=i+1;
end;
end
end;

Function dosadenie : boolean;
var i,j,min : integer;

nulovy,spolu : boolean;
begin

for i:=1 to N do {=zistovanie nulovosti riadkov}
begin
nulovy:= true;
for j:=1 to M do
if maticali,j] then nulovy:=false;
if nulovy then{ak je na lavej strane 0}
if maticali,M+1] then{na pravej strane musi byt tiez nula}
begin
writeln (’"NIE JE RIESENIE’) ;{inak nie je riesenie}
dosadenie:=false;
exit;
end;
end;

min:=N;
if min>M then min:=M;

for i:= 1 to N do{osetrenie riadkov, ktore su nulove aj v diagonale}
begin
spolu := false;
if not maticali,i] then
for j:=i+l to M+1 do

begin
spolu := spolu xor maticali,j];
end;
if spolu then vysledok[N] :=not vysledok[N];
end;

for i:=min downto 1 do

begin
if maticali,i] then
begin
spolu := false;

for j:=i+1 to M+1 do
if maticali,j] then
spolu := spolu xor vysledok[j];
if spolu then vysledok[i] :=false
else vysledok[i] :=true;
end;
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6 O zlatokopovi Kleofdsovi

end;

for i:=min+l to N do {overenie, pokial je viac ludi, ci sedia vysledky}
begin
spolu := false;
for j:=1 to M do
if maticali,j] then
spolu := spolu xor vysledok[j];
if spolu <> maticali,M+1] then{nie je riesenie}
begin
writeln ’NIE JE RIESENIE’) ;
dosadenie:=false;
exit;
end;
end;

dosadenie:=true;
end;

Procedure vysled;
var i : integer;
begin
writeln (’Zoznam skupin, ktore maju urobit zmenu:’) ;
for i:=1 to M do
if vysledok[i] then
write(kto[il,’ ) ;
end;

begin
vstup;
gauss;
if dosadenie then
vysled;
end.

. ,y . opravoval Palo
2. O zlatokopovi Kleofasovi (max. 15 bodov)

Potesili ste ma. ViicSina vasich rieSeni bola podobné vzordku a mohla dostat maximalne
15 bodov. Par exponencialnych rieSeni mohlo dostat 8 bodov. Iné rieSenia sa vlastne ani
nevyskytovali. Podme vsak rychlo k veci:

Bane a autobusové spoje medzi nimi nam tvoria ohodnoteny graf. Ukazeme si rieSenie
vyuzivajuce techniku tzv. dynamického programovania. Ozna¢me z; ; maximélny pocet kilo-
gramov zlata, ktory Kleofds moze vytazit pocas prvych j hodin tak, Ze sa po j hodinéch bude
nachadzat v bani i. VSetky z; ; ndm tvoria tabulku velkosti N x T', ktortt budeme postupne
vypliiovat. VSimnime si, e my mame vlastne zratat maximalnu hodnotu v 7-tom stipci na-
Sej tabulky — inymi slovami maximélny pocet kilogramov, ktoré Kleofas moze vytazit pocas
prvych T hodin a skon¢i v lubovolnej bani.

Otézka znie, ako spocitat nejaké z; ;. Treba rozobrat dve moznosti:

e Kleofasovi sa oplatilo, aby bol v bani ¢ uz hodinu pred tym (teda v ¢ase j — 1) a pocas
tejto hodiny tazil v bani i. Dokopy teda mohol v tomto pripade vytazit z; ;_1 + ¢; ;
kilogramov zlata.

e Kleofa$ do bane ¢ prisiel az v Case j z nejakej bane k a cesta mu z nej trvala d hodin.
V tomto pripade eSte nestihol z bane i ni¢ vytazit a dokopy teda mohol vytazit tolko
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O zlatokopovi Kleofdsovi 7

isto, ako pred zaciatkom cesty z bane k do bane ¢, teda maximalne 2, ;_4 kilogramov
zlata.

Takze nam stac¢i polozit z; ; rovné vicsiemu ¢islu z tychto dvoch pripadov. V druhom
pripade musime samozrejme vyskusat vSetky bane, z ktorych preméava autobus do bane i.
Treba este oSetrit Specidlny pripad, ked sa do nejakej bane neda vobec v nejakom case dostat.
Toto si tiez mozeme zapaméitat v nasej tabulke.

Este treba vyriesit jeden mensi problém. My sme mali nielen spo¢itat maximélny pocet
kilogramov zlata, ktoré vie Kleofas vytazit, ale aj najst sposob, akym to mé urobif. Nie je ni¢
[ahsie. Na kazdom policku nasej tabulky si budeme pamitat okrem z; ; aj spésob, akym sme
ho nasli. Konkrétne, ak sa KleofaSovi oplati prist do bane i az po j hodinach(nastal druhy
pripad), tak si v tabulke na i-tom riadku a j-tom stipci zapamitame é&islo bane, z ktorej sa,
Kleofas do bane i dostal a este pocet hodin, ktoré mu cesta trvala. V opa¢nom pripade (prvy
pripad) si len zapaméitame, ze Kleofas v bani i uz bol (a pocas j-tej hodiny tam tazil zlato).

Teraz mozeme postupne skonstruovat KleofdSovu cestu po baniach odzadu. Vieme, Ze
Kleofas bol v éase T' v bani i. Pozrieme sa, odkial sa tam dostal. Nech je to bana j a bol v
nej v ¢ase k. Znovu sa pozrime do tabulky, odkial sa Kleofas dostal do bane j v case k, atd.
Cestu si mozeme zapamitat do pola a na konci vypisat odpredu.

Pre kazda bafiu si budeme pamiétat zoznam bani, z ktorych do nej preméva autobus.
Paméfova zlozitost je potom zjavne O(M + T'N). Na spocitanie obsahu policka tabulky
na i-tom riadku a j-tom stipci potrebujeme prezriet kazdého suseda i-tej bane. Teda na
zratanie jedného stipca potrebujeme urobit O(M + N) operacii. Na zistenie KleofaSovej
cesty potrebujeme urobit O(T) operacii. Teda dokopy je to O(T(M + N)) operécii.

Listing programu:
#include <stdio.h>

#define MAXN 1000
#define MAXT 1000
#define INF 2000000000

struct SUSED {
int v,d;

};

SUSED bane[MAXN][MAXN];
int pocsus[MAXN];
int n,m,t;

int maxtaz[MAXT][MAXN];
int pred[MAXT][MAXN];
int predt [MAXT][MAXN];
int akttaz[MAXN];

int cesta[MAXT];
int cas[MAXT];
int pces;

int main()

{
int i,j,k;
int a,b,c;
int max;

scanf(“%d %d“, &n,&m);

for (i =0; i< n; i++) {

http://www.ksp.sk/ksp



pocsus[i]=0;
maxtaz[0] [i]=-INF;
pred [0] [i]1=-1;
predt [0] [i]=-1;

}

for (i=0; i<m; i++) {

scanf(“%d %d %d“, &a,&b,&c);

b--;a--;

bane[b] [pocsus[b]].v=a;
bane[b] [pocsus[b]].d=c;
bane[a] [pocsus[al].v=b;
bane[a] [pocsus[al] .d=c;
pocsus[b]++;
pocsus[al++;

scanf(“%d“, &t);

pred [0] [0]=0;
predt [0] [0]=0;
maxtaz[0] [0]=0;
for (i=1;1i<=+t; i++) {
for (j =0; j <n; j++) {
scanf(“%d“, &akttazl[j]
}
for (j =0; j <n; j++) {
predl[i] [j1=-1;
predt[il [j1=-1;
maxtaz[i] [j1=-INF;

)

for (k = 0; k < pocsus[jl; k++) {
if (i-bane[jl[k].d >= 0) {

< maxtaz[i-bane[j] [k].d] [bane[j] [k].v]) {

maxtaz[i] [j1 = maxtaz[i-banel[j] [k].d] [bane[j][k].v];

if (maxtaz[i] [j]

pred[i] [j1=k;

predt [i] [j1=i-bane[j] [k].d;

}
}
}
if (maxtaz[i-1]1[j] != -

if (maxtazl[i] [j1 < maxtaz[i-1] [jl+akttaz[j1) {

INF) {

maxtaz[i] [j]=maxtaz[i-1] [j1+akttaz[j] ;

pred[i] [j1=-2;
predt [i] [j1=i-1;
}

}

max=0;
for (i=1;1i<n; i++) {

if (maxtaz[t] [i] >= maxtaz[t] [max]) {

max=i;
}
}

O zlatokopovi Kleofdsovi

printf(“Dokopy ziskas %d kilogramov zlata.\n“,maxtaz[t] [max]);
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O cokolade 9

cesta[0]=max;
pces=1;
i=t;
do {
cas[pces-11=0;
while (i>0 && pred[i] [cesta[pces-1]]1==-2) {
cas[pces-1]++;
i--;
}
if (i==0) break;
cesta[pces]=pred[i] [cesta[pces-1]1]1;
i=predt [i] [cesta[pces-1]1];
cas[pces]=0;
pces++;
} while (>0);

printf(“Doluj v %d. bani %d hodin.\n“, cestalpces-1]+1, cas[pces-1]);
for (i = pces-2; i >=0; i--) {

printf(“Presun sa do %d. bane.\n“, cestali]l+1);

printf(“Doluj v %d. bani %d hodin.\n*, cestalil+1, cas[il);
}

return 0;

. ; opravoval MiSoF'.
3. O cokolade (max. 15 bodov)

Vdaka nie prave najjasnejsej formulacii zadania viaceri z vas riesili o nie¢o lahsiu tlohu, ked
predpokladali, Ze ¢okoladu lameme tak, Ze si zvolime ¢iaru a pozdlZ nej zlomime postupne
vSetky aktudlne kusky. Pévodné zadanie chcelo povedat, Ze v jednom kroku si vyberieme
jeden kusok a prelomime ho podla niektorej z ¢iar. KedZze slo scasti o chybu z naSej strany,
rozhodol som sa hodnotit najviac 15 bodmi oba druhy rieseni.

V tomto pripade sa vzorové riesenie skladé z troch krokov. Prvy — uhadnut myslienku —
je Tahky a zvladli ho takmer vSetci. Druhy — dokéazat tito myslienku — je o dost tazsi. Zostava
uz len pomerne lfahké implementéacia, s ktorou problémy nemal nik. Kde ale problémy boli?
Pri dokaze spravnosti. Ten v mnohych rieSeniach tiplne chybal a mnohi dal$i ho odbili dvoma
vetami v duchu ,,je jasné, ze ked to spravime neskor, bude to len horsie®.

To nie je dokaz. Dokaz je dostatoCne podrobné zdoévodnenie, ktorym o spravnosti algo-
ritmu presveddite ¢loveka, ktory ho dovtedy nevidel. Spravif poriadny dokaz je tiez dobré
na to, aby ste vy vedeli, Ze je vaSe rieSenie spravne. Ak na praktickej sufazi zac¢nete pisat
rieSenie s nespravnou myslienkou, stratite na tom minimalne hodinu cenného casu. Zvyknite
si dokazovat spravnost svojich algoritmov este pred tym, ako ich vobec zac¢nete pisaft, este
sa vam to oplati.

KedZe v tomto pripade bol podla miia prave spominany dokaz spravnosti potrebnou a
najtazsou casfou rieSenia, vyzadoval som ho a déaval zan viac bodov, ako byva zvykom. Ale
dost slov do duse, podme k rieseniu.

Ukéazeme jeden postup pre nasu, tazsiu verziu zadania. Vysledna postupnost lamani bude
zaroven rieSenim lahSej verzie.

Veta. Jedno mozné najlepsie riesenie vyzera tak, ze si vzdy vyberieme niektory kusok
¢okolady a zlomime ho pozdlz Iubovolnej najdrahsej hrany.

(Vsimnite si zvyraznené ¢asti a zamyslite sa, naco tam su.)
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10 O cokolade

Nase tvrdenie dokdzeme matematickou indukciou podla velkosti ¢okolady.

Pre ¢okolddu s plochou 1 aj 2 trividlne plati. Majme teraz nejakii cokoladu rozmerov
M x N, pricom pre vSetky ¢okolady s plochou mensou ako M N dokazované tvrdenie plati.
Zoberme lubovolnt najdrahsiu hranu h. Potrebujeme ukéazaf, Ze existuje najlepSie rieSenie,
v ktorom za¢neme prelomenim hrany h.

Uvazujme Tubovolné najleps$ie rieSenie R, nech zac¢ina hranou k. Ak k = h, vyhrali sme.
Inak ndm ostavaju dva pripady. Lahsi je ten, ak k& a h stt rovnobezné. Po prvom kroku rieSenia
R dostaneme dva kusy c¢okolady, pricom hrana h je celd v jednom z nich a je najdrahsia v
nom. Oznac¢me tieto kusy A a B, pricom h je v A.

Zjavne rieSenie R mozeme preusporiadat tak, aby najskor rozldmalo celu ¢ast A, az
potom B. Ale z IP vieme, Ze ¢ast A sa da optiméalne rozlamat tak, Ze za¢neme zlomenim
hrany h.? Zostrojme teda riesenie R’, ktoré vyzera rovnako ako R, len éast A ldmeme naSim
optimélnym spésobom. Toto rieSenie je zjavne rovnako dobré ako R.

Vsimnime si teraz prvé dva kroky rieSenia R’: prelomenie podla k a podla h. Kedze
su tieto hrany rovnobezné, cena sa nezmeni, ak tieto dve prelomenia vykoname v opac¢nom
poradi. Tym sme zostrojili optiméalne riesenie, ktoré zacina rozlomenim hrany h a vyhrali
sme.

Tazsi pripad bude fungovat podobne. Nech teda k a h st na seba kolmé. Podobne ako
v predchddzajicom pripade prvym rozlomenim dostaneme dva kusy A a B. Tentokrat h
zasahuje do oboch z nich a v oboch je najdrahsia. Z indukcéného predpokladu vieme, ze aj A
aj B sa daji optimélne rozlamat tak, aby sme v prvom kroku prelomili prislusny kus hrany
h. Takto dostaneme (moZno iné, mozno rovnaké) optiméalne rozlamanie. Preusporiadajme ho
teraz tak, aby sme v druhom a trefom kroku zlomili A a B (opét, kedZe ldmania A a B sa
navzajom neovplyviiuji, mozeme si to dovolit).

V8imnime si teraz prvé tri kroky nésho optimélneho rieSenia: prelomenie podla k a
dvakrat podla dvoch kusov h. Co sa stane, ak by sme prelomili ¢okoladu najskér podla
h a potom (dvakrat) podla k7 Dostaneme presne rovnaku situdciu, takze dalej moézeme
pouzit presne ten isty postup. Zaujima nas teda len cena tychto troch prelomeni. V prvom
pripade sme dvakrat platili cenu h a raz cenu k, v druhom pripade je to naopak. Kedze ale
h bola najdrahsia hrana, druh4 moznost je aspon taka dobra ako prva, a teda nutne vedie k
optimalnemu rieseniu.*

RieSenie tlohy. KedZze ndm sta¢i spocitat cenu optimélneho rozldmania, mozeme si
spomedzi (potencidlne viacerych) moznych optimélnych rozlamani vybrat také, ktorého cenu
Tahko spocitame. Bude to nasledujuci postup: Utriedime vSetky hrany (vodorovné aj zvislé)
podla ceny. Potom ideme postupne od najdrahs$ej hrany k najlacnejsej a vidy pozdlz aktu-
alnej hrany prelomime vsetky kisky, cez ktoré prechadza.®

Utriedit hrany vieme v ¢ase ©O((M + N)log(M + N)). Ako potom efektivne spocitat
vislednt cenu? Jediné, ¢o potrebujeme, je vediet pre hranu povedaf, kolko kiskov pozdlz
nej potrebujeme prelomit. Tych je ale o jeden viac ako pocet na 1u kolmych hran, ktoré
sme dovtedy spracovali. Preto nam staci, ked si budeme pamiitat, kolko vodorovnych a kolko
zvislych hran sme uz prelomili. Samotné spracovanie vieme potom spravit v linedrnom case.

Listing programu:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>

typedef struct { int cena, smer; } tHrana;

3Tu sa nam oplatilo to slovo ,Iubovolnej“ v zneni vety.

4Navyse to znamena, Ze nutne maja h a k rovnaka cenu.

5Vsimnite si, Ze toto je rieSenie naSej vSeobecnejdej verzie, ale takisto je to aj rieSenie zjednoduSenej verzie a
zjavne je aj pre nu optimalne (preco?).
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int tHranaCmp (const void *a, const void *b) {
tHrana *aa=(tHrana *)a, *bb=(tHrana *)b;
return (bb->cena) - (aa->cena);

}

tHrana H[1000]; // ceny hran

int M,N; // rozmery

int WAS[2]; // kolko hran ktorym smerom sme uz videli
int cost=0; // cena optimalneho riesenia

int main(void){
int i;
// macitame
scanf(“%d %d “,&M ,&N) ;
for (i=0;i<M;i++) { scanf(“%d “,&HI[i].cena); HI[i].smer=0; }
for (i=M;i<M+N;i++) { scanf(“%d “,&HI[i].cena); HI[i].smer=1; }
gsort (H,N,sizeof(tHrana) ,t HranaCmp) ;
WAS[0]=WAS[1]=0;
for (i=0;i<M+N;i++) {
cost+=H[i] .cena * (1 + WASI[1 - HI[i] .smer]);
WASI[ HI[i].smer J++;

}
printf(“%d\n*“,cost) ;
return 0O;
}
. opravoval Davidko
4. O plnej izbe (max. 15 bodov)

.....

krabic. (Ak ste predchadzajicej vete nerozumeli, nezufajte, o chvilu si vSetko vysvetlime.)
Korektny dokaz, kedy a preco ide izba upratat a kedy nie, mal malokto. Zvic¢sa ste ho bud
nemali, alebo ste ho mali zle alebo ste len uviedli nejaky obskdrny zdroj, z ktorého ste Cerpali.
Algoritmy, ktoré ratali inverzie krabic boli troch typov, podla ¢oho dostali aj body:

e trividlne riesenie s ¢asovou zlozitostou O(N*) — 10 bodov,

e riesenie s ¢asovou zlozitostou O(N?log N) — 12 bodov,

e vzorové rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(N?) — 15 bodov.
Jeden riesitel napisal rieSenie zaloZené na backtrackingu, ten dostal 8 bodov. Za chyby
(obcas az fatalne) som stfhal bod.

Vzorové rieSenie

Na pochopenie vzorového riesenia treba co, to vediet o permutacidch. Permutdcia M
prvkov je usporiadand® M-tica ¢isel {1,2,..., M} takd, ze kazdé &islo sa v nej vyskytuje
prave raz. Napriklad [7,3,6,2,5,4,1] je permutécia siedmich prvkov. Situéciu, ked v per-
mutécii stoji vicsie ¢islo pred mensim, budeme volat inverzia. Napriklad 7,3 je inverzia v
permutécii [7,3,6,2,5,4, 1]. Dokopy ma tidto permutacia 16 inverzii. Ak mame nejak per-
mutéciu, tak vymenou lubovolnych dvoch jej prvkov dojde iste k akejsi zmene poctu inverzii.
D4 sa vsak Tahko ukézat, Zze kazdou takou vymenou sa zmeni parita po¢tu inverzii. Napri-
klad permutécia [7,3,6,2,5,4,1] ma parny pocet inverzii, vymenou prvkov 3,4 dostaneme
permutéciu [7,4,6,2,5,3,1], ktord mé neparny pocet inverzii. Skiste vymenit v permutécii
[7,3,6,2,5,4,1] iné dva prvky a zistite, Ze vzdy ich dostanete neparny pocet. VSeobecny

6t.j. zalezi na usporiadani &isel v nej
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12 O plnej izbe

dokaz je lahky a prenechdvame ho na véas. Lahko si potom uvedomime, Ze ked budeme vy-
mienat dvojice prvkov, tak aby sme dostali usporiadant permutéciu [1,2, ..., M], tak parita
poc¢tu vymen bude rovnd parite poc¢tu inverzii. Treba si uvedomit, Ze toto plati nech budeme
triedif akymkolvek sposobom.

Vrafme sa k nasej tlohe, kedy vie Janko usporiadat krabice v izbe. Prazdne policko
volajme pre jednoduchost diera. Viimnime si permutéaciu na M = N? — 1 ¢islach krabic v
izbe ¢itant po riadkoch, pricom dieru ignorujeme. V§imajme si, ¢o sa stane s paritou poc¢tu
inverzii, ak budeme dieru postuvat. Posunom diery v riadku sa permutécia nemeni, a teda
sa nemeni ani parita poctu inverzii. Skimajme posun diery hore alebo dole. Ozna¢me k&
krabicu, ktord sa posunula. Ak sa pozrieme na permutéaciu, tak v nej prvok k preskocil prave
N — 1 inych prvkov. Ak k bolo v inverzii s nejakym preskocenym prvkom, tak po preskoceni
nebude, a naopak ak nebolo, tak bude. Takze parita poc¢tu inverzii sa zmenila podla parity
¢isla N — 1.

Vsimajme si na chvilu situécie, ked je diera v pravom dolnom rohu. Ak nejako popo-
suvame krabice a nakoniec dieru zase vratime do toho istého rohu, tak parita inverzii sa
nemohla zmenit, pretoze vertikdlnych posunov sme spravili parny pocet — niekolko hore a
tolko isto dole. KedZe upratané pozicia ma nula inverzii, tak situécia s dierou vpravo dole a
neparnym poc¢tom inverzii upratat nejde.

Naopak, ukazeme, ze ak mame dieru vpravo dole a parny pocet inverzii, tak situicia
upratat ide. Dokaz urobime indukciou na N. Béza induckie je N = 2, tam dokazované
tvrdenie prevedieme ru¢nym preskusanim vSetkych moznosti, je ich 3! = 6. Indukény krok
sa urobi nasledovne: Pre N > 2 vieme upratat horny riadok a lavy stlpec, t.j. dostat krabice
1,2,...,NaN+1,2N+1,...,(IN—1)N+1 na svoje miesta a dieru naspit dostat do pravého
dolného rohu. (Chvilu sa pohrate a uvidite, zZe to ide.) Kedze sme vratili dieru do pravého
dolného rohu, tak parita inverzii sa nezmenila. Lahko sa tiez ukaZe, Ze parita poctu inverzii
len na ¢islach bez horného riadku a lavého stipca je rovnaka ako s nim, t.j. parna. (To si zase
dokézte sami.) Ak teraz zabudneme na horny riadok a lavy stipec, dostdvame situaciu, kde
uz mame rozmer izby len N — 1, a tato podla indukéného prepokladu ide upratat. Q.E.D.

Na zaver este rozeberme, ¢o ak diera nie je v pravom dolnom rohu. Vtedy ju ale vieme
do neho poposuvat. Kazdym posunom o riadok nizg$ie sposobime zmenu parity o rovnaka
paritu ako N — 1. Inak, povedané ak je N neparne, tak k parite inverzii nepripoc¢itame nic.
Ak je N péarne, tak ju zmenime o paritu riadku. Izbu upratat ide, prave vtedy, ak je vysledné
parita parna.

Zistili sme, Ze to, ¢i sa d4 alebo ned4 izba uprataf zavisi len od parity N, parity riadku s
dierou a hlavne od parity poctu inverzii. Podet inverzii sa d4 trividlne zratat v éase O(M?) =
O(N*), netrividlne v ¢ase O(M log M) = O(N?log N). Nam ale ide len o paritu a nie o pocet,
a to ide urobit v linedrnom case!

Pripomenmne si najprv par dalsich pojmov. Cyklus v permutécii p = [p1,p2,...,PMm]
je postupnost réznych prvkov permutécie (ai,as,...,ax) takd, Ze a;11 = p,, pre i =
1,2,...,k —1 a a; = pg,. Slovami, na a;-tom mieste permutdcie lezi ¢islo a;;1. Napri-

klad permutécia na siedmich prvkoch [7,3,6,2,5,4,1] ma tri cykly: (4,2,3,6), (1,7) a (5).
Najst cykly permutécie ide hravo v linedrnom c¢ase: Budeme si kazdy prvok permutécie
odskrtavat. Ideme zaradom po prvkoch permutécie, a ak je prvok nezaskrtnuty, tak obi-
deme cyklus, v ktorom tento prvok lezi, pricom vsetky prvky na cykle zaskrtame. Teraz si
uz len staéi uvedomit, Ze na utriedenie prvkov na cykle dlzky k staéi k — 1 vymen.” Na-
priklad v nasej permutécii [7,3,6,2,5,4,1] stafia na utriedenie cyklu (4,2,3,6) tri vymeny
(4,6), (4,3) a (4,2), na cyklus (1,7) jedind vymena a na cyklus (5) ziadna. Spolu teda treba
(4—-1)+(2-1)+ (1 —1) = 4 vymeny, a teda aj pocet inverzii je parny. Vo vSeobecnosti

"Spomeiite si, Ze parita po¢tu inverzii je zaroveii paritou poc¢tu vymen potrebnych na utriedenie.
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treba M — C vymen, kde C je pocet cyklov. Teda paritu poctu inverzii vieme urcit len z

poctu cyklov.

Casova aj pamifova zlozitost bude linearna od velkosti vstupu, t. j. O(N?).

Listing programu:

Program O_plnej_izbe;
const MAX = 100;

var a:array[l. . MAX*xMAX-1] of integer;
N,i,j,k,riadok,cyklov:integer;

begin
readln(N) ;

{ precitame vstup }
k:=1;
for i:=1 to N do
for j:=1 to N do
begin
read(alk]);

if a[k]=0 then { nula je diera }
riadok:=i { zapamatame si riadok s dierou }
else
inc(k);
end;

cyklov:=0; { pocet cyklov }

{ ratanie cyklov }
for i:=1 to N*N-1 do
if a[i]1>0 then
begin
inc(cyklov) ;{ novy cyklus permutacie }
je=i;
while(a[jl1>0) do { prechadzame cyklus permutacie }

begin
k:=aljl;
aljl:=0; { vyskrtneme prvok }
ji=k; { skocime na dalst prvok cyklu }
end;
end;

if ((N*N-1-cyklov)+riadok*(N-1)) mod 2 =0
then writeln(’da sa’)
else writeln(’neda sa’);
end.

opravoval Tom
5. O mravcoch IV (max. 15+ bodov)

Predpokladajme, e ceny hran st navzajom rozne. Ulohu budeme riesif paralelizovanym Sol-
linovym algoritmom. Ten pracuje v krokoch. Kazdy krok pozostava z dvoch faz. V prvej sa
ku kazdému vrcholu najde najlacnejsia z neho odchadzajtca hrana. Tieto hrany sa pridaja
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do vznikajuicej kostry. (Dokaz toho, Ze tam naozaj patria ponechdvam ako cvicenie pre ¢i-
tatela.) Takto vybrané hrany vytvaraju v grafe komponenty. V druhej faze kazdy z tychto
komponentov skontrahujeme do jedného vrchola. Dostaneme tak novy (mensi) graf, ktory je
vstupom do dalSieho kroku.

Kedze kazdy komponent vyznaceny v prvej faze obsahuje aspon 2 vrcholy, v druhej faze
zmen$ime graf na najviac polovicu. Bude nam teda treba vykonat O(Nlog N) (kde N je
pocet vrcholov grafu) krokov.

Zostéava este doriesit par otazok.

Ako skontrahujeme tie komponenty? Predpokladajme, Ze vysledky prvej fazy mame
ulozené v poli D tak, ze (i, D[i]) je najlacnejsia hrana odchddzajica z vrchola i. Zrejme
ak i # DI[DJi]], tak hrana (D[i], D[D[i]]) je lacnejsia ako hrana (i, D[i]). Teda v slede
i, D[i], D[DIi]], D[D[DIJi]]], . .. ideme po hranach s klesajicou cenou (¢ize sa necyklime) az
kym sa nedostaneme k vrcholu k takému, ze k = D[DIk]]. Takto je ku kazdému vrcholu i
urc¢end nejaka neusporiadana dvojica vrcholov k, D[k|, ktoré s zrejme v tom istom kom-
ponente vyznaceného podgrafu ako i. Zrejme k vrcholom z rovnakého komponentu je takto
urcena rovnaka dvojica. (Jednoduchy dokaz opéf ponechavam ako cvicenie pre citatela.) Je-
den z vrcholov z tej dvojice (napriklad ten mensi) budeme povazovat za reprezentanta tohto
komponentu.

Pre kazdy vrchol najdeme reprezentanta komponentu, do ktorého patri. To spravime
jednoducho tak, ze najprv priradime D[i] := i pre kazdé i také, ze D[DJ[i]] = i. Potom
nikolko kréat pre kazdy vrchol priradime DJi] := D[D][i]]. Po kaZdej takejto iteracii sa ndm
cesta k reprezentantovi skréati na polovicu. Bude teda treba O(log N) iteracii.

Teraz si to zjednodusime a komponent neskontrahujeme, ale iba zrusime hrany vnitri
komponentu. Jediné, ¢o sa tym zhorsi bude préca nasho algoritmu. (Kto by chcel vidiet
nezjednodusenu verziu algoritmu, nech si prec¢ita — Joseph JaJa: An Introduction to Parallel
Algorithms, algoritmus 5.3.) To ndm ale mierne skomplikuje prvi fazu. Uz nebudeme hladat
najlacnejsiu hranu odchadzajicu z vrchola, ale z komponentu. To ale nie je prili§ tazké.
Najprv si pre kazdy vrchol ndjdeme najlacnejsiu hranu z neho odchadzajicu a podom pre
kazdy komponent (teraz komponent znamené mnozinu vrcholov s rovnakym reprezentantom )
najlacnejsiu hranu spomedzi tych, ktoré sme nasli pre vrcholy v tom komponente. Obe
minim4 vieme ndjst v dase O(log N) s (N?) pocitacmi.

Cely algoritmus bude maft teda casovii zlozitost O(log N), pamitovi zlozitost O(N?) a
podet pocitacov O(N?).

ESte zopar poznamok Format vstupu je: v Mem[0] je pocet vrcholov grafu N, v Mem[1..NxN+1]
je symetrickd matica susednosti, ¢ize v Mem[(i-1)*N+j] je cena hrany (i, j), alebo nekonecno,
ak taka hrana v grafe nie je.

Pri inicializécii priddm do grafu dalsi vrchol, ktory bude izolovany.

V programe pouzijem pre lep$iu ¢itatelnost nasledujice oznacenia:

e N bude to isté, ako Mem[0]

e X bude to isté, ako (cpuid mod (N+1))

e Y bude to isté, ako (cpuid div (N+1))

Wio[i,j] bude to isté, ako Mem[(i-1)*N+j]

Wli,j] bude to isté, ako Mem[N*N+(i-1)*(N+1)+j]

Min[i,j] bude to isté, ako Mem [2+N*N+2#N+1+(i-1)* (N+1)+j]
From[i,j] bude to isté, ako Mem [3*N*N+4*N+2+(i-1)* (N+1)+j]

e D[i] bude to isté, ako Mem[4*N*N+6%N+3+i]

Listing programu:

var Nk,t,a,b,ia,ib:integer;
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if cpuid>(N+1)*(N+1) then halt;

if (X<=N)and(Y<=N) then W[X,Y]:=Wio[X,Y] else W[X,Y]:=infinity;
if (X<=N)and(Y<=N) then Wio[X,Y]:=infinity else nop;

if cpuid<=N+1 then D[i]:=D[il;

Nk:=N+1;

7: Min[X,Y]:=Y; prva faza; najdeme najlacnejsiu hranu odchadzajucu z kazdeho vrchola
t:=N+1;
1: if Y*2-1<=t then a:=Min[X,Y*2-1] else a:=N+1;
if Y*2<=t then b:=Min[X,Y*2] else b:=N+1;
if W[X,al<W[X,b] then Min[X,Y]:=a else Min[X,Y]:=b;
t:=t div 2 + t mod 2;
if t<=1 then goto 2 else goto 1

2: Min[X,Y]:=Min[Y,1]; a teraz najlacnejsiu hranu odchadzajuju z kazdeho komponentu
From[X,Y]:=Y;
if D[X]1<>D[Y] then Min[X,Y]:=N+1 else nop;
t:=N+1;
3: if 2*Y-1<=t then ia:=2*N-1 else ia:=t;
if 2*Y<=t then ib:=2*N else ib:=t;
if W[From[X,ia],Min[X,ia]]<W[From[X,ib],Min[X,ib]] then m:=ia else m:=ib;
if 2#Y-1<=t then Min[X,Y]:=Min[X,ial else nop;
if 2*Y-1<=t then From[X,Y]:=From[X,ial else nop;
t:=t div 2 + t mod 2;
if t<=1 then goto 4 else goto 3

4: if (cpuid<=N)and(D[cpuid]=cpuid)and(W[From[cpuid,1],Min[cpuid,1]]<infinity) then
Wio[From[cpuid,1],Min[cpuid,1]]:=W[From[cpuid,1],Min[cpuid,1]] else nop;
if (cpuid<=N)and(D[cpuid]l=cpuid)and(W[From[cpuid,1],Min[cpuid,1]]<infinity) then
Wio[Min[cpuid,1],From[cpuid,1]]:=W[From[cpuid,1],Min[cpuid,1]] else nop;
;pridame hrany do kostry
if (cpuid<=N+1)and(D[cpuid]=cpuid)and(W[From[cpuid,1],Min[cpuid,1]]<infinity) then
D[lcpuid] :=D[Min[cpuid,1]] else nop;
;vyznacime najdene hrany (dame ich medzi reprezentantov)

t:=1; druha faza
if (cpuid<=N+1)and(cpuid=D[D[cpuid]])and(cpuid<D[cpuid]) then
D[cpuid] :=cpuid else nop; najdeme reprezentantov
5: if cpuid<=N+1 then D[cpuid]:=D[D[cpuid]] else nop;
t:=2%t;
if t>2xN+2 then goto 6 else goto 5;
6: if D[X]1=D[Y] then W[X,Y]:=infinity else nop; =zrusime hrany vnutri komponentu
Nk:=Nk div 2 + Mk mod 2;
if Nk>1 then goto 7 else halt;
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Vysledkova listina po 2. kole kategorie KSP

Meno a priezvisko Skola Roc¢nik 21 22 23 24 25| X
1| Cicko Miroslav Gym. Tajovského B. Bystrica 370115 15 14 15 10|139
2 | Simancik Frantisek Gym. Grosslingovd BA 316215 15 15 12 119
3 | Bustor Stano Gym. Jura Hronca BA 341112 12 13 12 15|105
3 | Nanasi Michal Gym. Jura Hronca BA 341115 15 12 11 11|105
5 | Imriska Jakub Gym. Jura Hronca BA 214615 14 8 11| 94
6 | Bundala Daniel Gym. Jura Hronca BA 2135110 15 7 11 11| 89
7 | Peresini Peter Gym. Tajovského B. Bystrica 243115 15 15 88
8 | Kustarova Tamara Bilingvalne gym. Sucany 3(43] 5 4 11 12 10| 85
9 | Plzik Milan Gym. L. Stara Zvolen 34519 1 7 9 10| 81

10 | Beles Lukas Gym. Cadca 3(43] 8 6 10 12| 79
11 | Taka¢ Slavomir Gymnézium 225|115 15 15 70
12 | Schlosarikova Eva Gym. P. de Coubertina Piestany 3|42 9 5 11| 67
13 | Krchniak Matej Gym. Jura Hronca BA 2139 7 4 10 60
14 | Beran Jakub Gym. Alejova Kosice 2124 7 9 9 10| 59
15 | Spalek Lukas Gym. Cadca 3(18| 9 8 10 10| 55
16 | Ludha Marek Gym. Tajovského B. Bystrica 41 0|15 13 10 12 50
17 | Trnovcova Zuzana Gym. Jura Hronca BA 332 15 47
18 | Petrulak Matus Gym. Grésslingovd BA 3|45 45
19 | Zeman Marek Gym. Jura Hronca BA 3120 8 12 40
20 | Lenhardt Rastislav Gym. Jura Hronca BA 4138 38
21 | Polacek Lukas Gym. K. Sttra Modra 4137 37
22 | Urminsky Tomas SPS Nové Mesto nad Vahom 2117 9 26
23 | Kuchynarovd Mariana | Gym. Jura Hronca BA 4124 24
24 | Ruzicka Peter Gym. Jura Hronca BA 31 0 9 9 18
25 | Kovac¢ Michal Gym. Grosslingovd BA 219 8 17
25 | Mindek Peter Skola pre mim. nadané deti BA 2117 17
27 | Goga Peter Gym. 17. novembra Topol¢any 4|15 15
27 | Smazékova Dana Gym. Jura Hronca BA 4115 15
29 | Durfina Lukas Gym. Golianova Nitra 313 13
30 | Bodnar Jozef Gym. Filakovo 3|12 12
31 | Glaus Peter Gym. Jura Hronca BA 4111 11
32| Vadkerti Miroslav SPSE Nové Zamky 41 9 9
33 | Morihladko Peter Gym. Skolské Spis. Nova Ves 3| 8 8
34 | Vanderka Peter Gym. Trstena 3| 7 7
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