Korespondencény seminar z programovania
XXII. ro¢nik, 2004/05

Katedra zakladov a vyucdovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

KSP financne podporuju: aSc — Applied Software Consultants spol. s r.o.
MICROSTEP-MIS spol. s r.o.

Vzorové riesenia 1. kola zimnej ¢asti

A s1 tu vzoraky! Kto nevie ¢o s nimi, nech si naplni tsta vodou a moze zacat ¢itaft.

A pozor, mokra dlazkal!!!
KSPaci

. . opravoval Lukas
1. Ohne na Kapingamarangi (max. 15 bodov bodov)

Téato tloha bola Tahké, o ¢om sved¢i aj priemerny bodovy zisk. Za rieSenie s ¢asovou zlozitos-
tou O(M N) a pamétovou O(M) ste mohli ziskat 15 bodov, za rieSenie s ¢asovou zlozitostou
O(M?N?) a pamitovou O(M N) ste mohli ziskat 9 bodov. Riesenia medzi tym dostali nieco
medzi tym. Pre rieSenie tlohy si bolo treba uvedomit, ze kazdy ohen prepneme najviac raz
a nezalezi na poradi prepinania ohnov.

Preco kazdy ohen prepneme najviac raz? Oznacme stav nejakého ohra z, pricom x €
{0,1}. Jeho prepnuty stav nie je ni¢ iné, ako znegované z alebo x @ 1. Znakom @ sa oznacuje
operécia xor, pricom plati 0 0 =1®1=0a1® 0 = 0® 1 = 1. Dalej vyuZijeme, Ze plati
a1®as®d...da, = (a1 +az+...+ay,) mod 2 anaviac x By = z je to isté ako z = y&d 2. Keby
sme prepli ohen so suradnicou [i, j] viac ako raz, pre vSetky ohne, ktorych sa tyka kliatba,
by to znamenalo prixorovanie hodnoty y = 1@ 1...1 & 1. Ale z vlastnosti xoru vieme, Ze
y moze byt nula alebo jednotka, takze vSetky dalSie zmeny st zbytoéné a len ndm zhorsuja
riesenie.

Preco nezalezi na poradi prepinania ohniov? Opiit sa pozrieme na vlastnosti xoru. Kazdy
ohen vplyvom kliatby alebo prepnutim zmeni svoj stav niekolkokrat, teda jeho stav je vysled-
kom xorovania zac¢iato¢ného stavu a niekolkych jednotiek. Xor je vSak komutativna operéacia,
teda £ @y = y @ x a zmeny mozeme vykonavat v lubovolnom poradi.

Zoberme si teraz Stvoricu ohnov so stavmi a;—1 j—1,ai—1,, @i j—1,a; ;. Oznacme pocet
zmien, ktorymi presli tieto ohne p; 1 j_1,pi—1,5,Pi j—1, i ;- Predstavme si, Ze vieme hodnoty
Pi—1,j—1,Pi—1,5,Di,j—1 & chceme sa rozhodnuf, ¢i zapéalime ohen [¢, j]. Po chvili trapenia zis-
time, Ze pocet zmien, ktorymi zatial presiel nas ohen, je z = p;,_1 ; + pi j—1 — Pi—1,j-1. Je to
dané tym, Ze zmeny na tychto troch ohnoch sa prejavia aj na nasom ohni. Aby sme zaratali
kazda zmenu prave raz, musime pouzit hore uvedeny vzorec, ktory vyplyva z toho, Ze vlastne
hladame zjednotenie mnozin a plati |A U B| = |A| + |B| — |A N B| (skuste si nakreslit). My
vSak uz vieme, Ze hodnota z zmeni nas ohen, iba ked je neparna.

Takze chceme vediet hodnotu (p;—1,; + pi,j—1 — Pi—1,j—1) mod 2. Oznacme zvysky cisel
Di—1,j,Pi,j—1,Pi—1,j—1 po deleni dvomi s,t,u. Potom (p,_1; + pij—1 — pi—1,j—1) mod 2 =
(s+t—w)mod 2 = (s+t—u+2u) mod 2 = (s+t+u) mod 2 = s@tPHu. No dobre, ale odkial
zistime hodnoty s,t,u? Musime si uvedomit, Ze pre vSetky 4, j plati (p; ; mod 2) ® a; ; =1,
kedZe po prixorovani vSetkych zmien chceme, aby ohen horel. Takze (p; ; mod 2) =a; ; ® 1
a konecne s @t O u=a;—1,; Da;j—1 DPai—1;—1P1P1Bl=0a;_1,;Da;j—1Paj_1,;—1 D1

Vratme sa k ndSmu ohu [i, j]. Vieme uz, ¢ sa zmenil vplyvom zmien nalavo a hore od
neho. Jeho momentalny stav je teda a;—1 ;P a; j—1 Pa;—1,j—1 P 1Da; ;. Musime sa rozhodnit,
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2 O Semaforovej rally Kocurkovo 200

¢ vykondme zmenu (z = 1) alebo nevykoname zmenu (z = 0) jeho stavu, pricom musi platit
ai—1;Da; 101, 101Da;;®z=1laz=a;_1;Da;j_1Daj_1,-1Da;;.

Vyslo ndm, Ze ohen musime prepnut, ak xor zac¢iatoénych stavov troch okolitych ohiiov a
ohtia samého je 1. Algoritmus je priamodiary — prejdeme vSetky Stvorice [i, j], [i — 1, j], [¢, 5 —
1], [i—1, j—1], zoxorujeme ich stavy a z toho uz vieme, ¢i mame dany ohen prepnut. Je lahké si
uvedomit, Ze na vypocet si musime pamiitat iba dva riadky, takze paméfova naro¢nost bude
O(M). Pri kazdom ostrove vykondame konstantny pocet operécii, preto ¢asovd naroc¢nost je
O(MN). Z technickych pri¢in si okolo mapy doplnime jednotky, aby sme nemuseli oSetrovat
vselijaké okrajové pripady.

Listing programu:

#include <iostream>
using namespace std;

int main() {
int n, m; cin>>n>>m;
bool a[100][2];
int pocet=0;
for (int i=0; i<=m; i++) alil [0]=ali]l [1]=1;

for (int i=1; i<=n; i++) for (int j=1; j<=m; j++) {

cin>>al[j] [i%2];

pocet+=a[j-11 [i%2] "a[j] [i%2] ~a[j~11 [(+1)%2] ~a[j] [(+1)%2];
}

cout<<pocet<<endl;

. ; opravoval Palo
2. O Semaforovej rally Koctirkovo 2004 (max. 15 bodov bodov)

Tento priklad patril medzi tie lahSie, o ¢om ma presvedcila drviva vicsina z vas, ktora poslala
vzorové riesenie alebo jemu podobné. RieSenia s ¢asovou zloZitostou O(N?) mohli ziskat 15
bodov, v ¢éase O(M log N) 14 bodov, v éase O(MN) 11 bodov, rieSenia v exponencidlnej
zloZitosti maximéalne 8 bodov. Body sa dali stratit za chybajici popis a odhad zloZitosti
alebo za chyby v programe.

Vsetci ste prisli na to, Ze ulice a krizovatky tvoria graf a Ze v tomto grafe treba néjst
najkratsiu cestu medzi dvomi zadanymi vrcholmi - Startom v, a ciefom v.. Najprv zabudnime
na semafory a tvarme sa, ze tam vobec nie si. V tomto pripade je to klasicka tloha a
algoritmus, ktory ju rie$i dostal meno podla uja Dijkstru! a funguje nasledovne:

V kazdom vrchole v si budeme pamitat doteraz ndjdent najkrat$iu cestu od Startu vs.
Vrcholy budeme mat rozdelené do dvoch skupin: V prvej skupine budt vrcholy (pracovne si
ich ozna¢me ako ofarbené), ktorym uz vieme skutoéna najkratsiu cestu od startu. V druhej
skupine budu vsetky ostatné vrcholy (tie nebudu zatial ofarbené), ktorym vzdy budeme
vedief najkrat$iu tak cestu od Startu, ktora vedie len cez ofarbené vrcholy, pripadne u nich
budeme mat zaznacené, ze také cesta neexistuje.

Na$ algoritmus bude fungovat tak, Ze si vzdy vyberieme nejaky neofarbeny vrchol v,
ten ofarbime a aktualizujeme tdaje o najkratsich cestach ostatnym vrcholom. Ked ofarbime
aj ciel, tak budeme pre neho vedief najkrat$iu cestu od $tartu. Pozrime sa lepsie na taky
neofarbeny vrchol v, ktory je najblizsie Startu. My vieme z neho najkratsiu taka cestu cy do

1Pozor na pravopis
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Startu, ktora ide len cez ofarbené vrcholy. Ako vyzerd najkratSia cesta c,, ktord moze viest
cez Tubovolné vrcholy? Tvrdim, ze dlzka c, je rovna dlzke cy. Rozoberme dva pripdady:

e ¢, prechadza len cez ofarbené vrcholy. Najkratsia takd cesta je ¢y a ¢, od nej nemoze
byt dlhsia.

e ¢, prechadza aj cez nejaky neofarbeny vrchol u, tzn. ¢, ma tvar: vg,...,u,...v. To ale
znamena, ze neofarbeny vrchol u je bliz§ie Startu ako v, ¢o je v spore s tym, Ze v je
najblizsi taky vrchol, teda tento pripad nemdze nastat.

Zistili sme, ze uz vlastne poznadme najkratSiu cestu od Startu po v, teda mézeme v
spokojne ofarbif. Teraz musime este aktualizovat idaje o najkratsich cestach nejakym inym
neofarbenym vrcholom, pretoze sme zmenili mnozinu ofarbenych vrcholov. V§imnime si, Ze
najkratsia cesta od Startu iddca len po oznacenych vrcholoch sa mohla zmenit len susedom
vrchola v. Takze ich musime vSetkych prejst a pozriet sa, ¢i cesta prechadzajtca cez vrchol
v nie je kratsia ako doteraz najdena.

Vsimnime si, Ze si nemusime paméitat celt najkratsiu cestu od Startu v kazdom vrchole,
ale sta¢i si nAm pamétat dlzku najkratSej cesty a predchadzajici vrchol na ceste. Z tfchto
informécii vieme uz cestu lahko odzadu zostrojit.

Takze nas algoritmus bude v skratke fungovat takto: Na zaciatku budi vSetky vrcholy ne-
ofarbené. Kazdému vrcholu okrem $tartu priradime najkratsiu vzdialenost nekoneéno. Najk-
ratsia vzdialenost Startu od §tartu je zjavne nulovej dlzky. Potom budeme pracovat vo fazach.
V kazdej faze najdeme najblizsi neofarbeny vrchol. Ten ofarbime a jeho susedom aktuali-
zujeme udaj o najdenej najkratSej ceste v pripade, Ze sa nam oplati ist cez prave ofarbeny
vrchol. Toto opakujeme, az kym neofarbime ciel, alebo ked zistime, ze uz ziadny vrchol nejde
ofarbit (t.j. neexistuje ziadna cesta medzi Startom a cielom).

Co robit, ked st tam semafory? Dolezité pozorovanie je, Ze sa nam vzdy oplati prist
do nejakého vrchola ¢o najskor. Vtedy mézeme z neho vyjst skor (ale nemusime ked svieti
Cervend), ale nemoze sa nam stat, Ze by sme z neho museli vyjst neskor. TakzZe jedind zmena
oproti klasickej implementéacii Dijkstrovho algoritmu je v aktualizovani vzdialenosti susedov
prave ofarbeného vrchola v. Ked svieti vo v Cervend, tak sa budeme tvéarif, Zze hrany do
susednych vrcholov st dlhSie o ¢as, po ktory cervena svieti. Ked vo v svieti zelena, tak
aktualizovanie funguje rovnako ako v pévodnom Dijkstrovom algoritme. To, ¢i svieti ¢ervena
a kolko bude este svietif vieme zistif Tahko v konstantnom case?.

Este sme zabudli na odhady zlozitosti: Graf si budeme pamitat tak, ze pre kazdy vrchol
si budeme pamitat zoznam z neho vychadzajucich hran. NavySe potrebujeme este nejaké tie
pomocné polia velkosti N. Takze pamifova zlozitost nasho algoritmu je O(N + M). Kazdy
vrchol ofarbime prave raz, teda na kazda z neho vychadzajicu hranu sa pozrieme prave
raz, ¢ize urobime maximalne O(M) aktualizacii najkratsej vzdialenosti od Startu. Najblizsi
vrchol od Startu vieme zistit lahko v ¢ase O(INV) prejdenim cez vSetky vrcholy. Teda vysledna
¢asové zlozitost je O(N? + M) = O(N?).

Nase rieSenie nie je optimélne a da sa esSte zlepsit. Ak by graf na vstupe mal malo hrén,
tak si mozeme neofarbené vrcholy pamétat v halde, celkova ¢asova zlozitost nasho algoritmu
by bola O(M log N). KedZe hran moéze byt vsak az O(N?), toto riesenie ma v najhorsom
pripade hor$iu ¢asovi zlozitost. Najlep$ia znama implementacia Dijkstrovho algoritmu mé
¢asovu zlozitost O(M + Nlog N). Je vSak prili§ komplikovand a ak by ju niekto napisal,
dostal by aj viac bodov ako 15.

Listing programu:

const MAXN=1000;
var
sus: array[l.. MAXN,1..MAXN] of integer;

2Nepovinna doméca tloha
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4 O Semaforovej rally Kocurkovo

vzd: array[l. . MAXN,1..MAXN] of integer;
pocsus,semafor,cesta,cas,trvaly,vysl: array[1.. MAXN] of integer;
start,ciel,n,m: integer;
a,b,d,min,i,pvysl: integer;
function update_cas(cas,vrchol: integer): integer;
begin
if ((cas div semafor[vrcholl) mod 2 = 0) then update_cas:=cas
else update_cas:=(cas div semafor[vrchol])*(semafor[vrchol]+1);
end;

begin
read (n,m,start,ciel) ;
for i := 1 to n do begin
cas[i] :=maxint;
cestali] :=-1;
pocsus/[i] :=0;
trvaly[i] :=0;
end;
for i := 1 to m do begin
read(a,b,d);
pocsus[a] := pocsus[a] + 1;
pocsus[b] := pocsus[b] + 1;
sus[a] [pocsus[al] :=b; sus[b] [pocsus[b]l]:=a;
vzd[a] [pocsus[al]l:=d; vzd[b] [pocsus[bl]:=d;
end;
for i := 1 to n do read(semafor[i]);
cas[start] :=0;
cestal[start] :=0;
while true do begin

200/

min := -1;
for i := 1 ton do
if (trvaly[il] = 0) and ((min = -1) or (casl[il<cas[min])) then min :
if (min = -1) or (cas[min] = maxint) then break;
trvaly [min] :=1;
for i := 1 to pocsus[min] do
if (update_cas(cas[min],min) + vzd[min] [i] < cas[sus[min][i]]) then begin
cas[sus[min] [i]] := update_cas(cas[min],min) + vzd[min] [i];
cestal[sus[min] [i]] := min;
end;
end;
if (cestalciel]l] = -1) then begin writeln(’Ziadna cesta neexistuje.’) ;
end else begin
i := ciel;
pvysl:=0;

while true do begin
pvysl := pvysl + 1;
vysl[pvysl] := i;

i := cestali]l;
if (i = 0) then break;
end;
for i := pvysl downto 1 do write(vysl[il, ’ );
writeln;
end;
end.
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O papagdjoch 5

opravoval Bee

3. O papagajoch (max. 15 bodov)

Velmi ma potesilo, ze prislo prave tolko rieseni, kolko prislo. Vsetci ste sa pekne snazili,
V prvom rade viéSinou nefunkéné a tie mohli dostat bez vynimky maximélne 4 body. Ale
podme sa zamerat na tych, ¢o si dali zdlezat viac a namiesto vymyslania Uzasnych, ale
nefunkénych programov sa uspokojili s vymyslenim obyc¢ajného, ale funkéného. Presne tak,
uhadli ste. Hovorim o backtracku, ktory mohol dostat bodov 8. Ak viete, Ze vaS program
nefunguje, alebo si nie ste isty, tak radsej poslite riesenie horsie, ale funkéné.

Este spomenime rieSenia polynomidalne. Tie sa samozrejme zakladaji na niektorej imple-
mentacii dynamického programovania. D4 sa spravit trivialne riesenie v O(n?*), maximéalne
za 10 bodov, skiSanim od najmensich zhodnych dvojic, ale tym sa nebudeme zaoberat, lebo
to zdaleka nie je optiméalne. Rozhodne najviac funkénych rieseni bolo v O(n?), ktoré mohli
dostat 12 bodov, ale to tiez nebudeme velmi rozoberat, pretoze uz sme len krocik od zlozitosti
optimélnej, 15-bodovej. Takze podme na to.

Budeme potrebovat dynamické programovanie, takze si vysvetlime aspon podstatu. Jed-
problém, tak predpokladame, Ze vSetky mensie problémy uz mame vyrieSené a ich rieSenia
vyuzijeme pri rieSeni nasho velkého problému. TakZe tolko o dynamike vSeobecne a pozrime
sa na prakticky priklad:

Nase slovo bude aqas...an,, kde n je dizka slova. Oznac¢me P; ; pocet palindrémov v
slove a;,ajt1,...,a5, kde 1 <7 < 5 < n. Dalej si ozna¢me Qi,; pocet tych palindrémov v
slove a;, ajy1,...,a;, ktoré sa za¢inaji pismenkom a;.

Tak sa pozrime, kolko je P; ;. Palindrémy v slove a;,...,a; st dvoch typov. Tie, ¢o
zacinaju pismenkom a; a tie ostatné. Tych, ¢o zacinaju pismenkom a; je @); ;. No a tie
ostatné st presne tie v slove a;1,...,a;, ktorych je Piy; ;. Teda méme P; ; = Q; ; + P15
No a kolko by tak mohlo byt @Q; ;? To zistime podobnou tvahou. Budeme rozlisovat dva
pripady. Ak a; # a; tak tie palindrémy nevyuzivaji pismenko a;, teda st to presne tie, ¢o st
v slove a;,...,aj_1, ktorych je Q; j—i. Ak a; = a; tak tie palindrémy si troch typov. Tie, co
nevyuzivaju pismenko a;, tych je Q; j_1, samotné a;a; a eSte vsetky palindrémy tvaru a;wa;,
kde w je palindrém v slove a;;1, ... aj_1, tych je P;y1 j—1. Dokopy to je Q; j—1+Pit1,-1+1 =
P; ;1 + 1. Este je dafam zrejmé, ze P;; =1 a Q;; = 1.

Pomocou ziskanych rekurentnych vztahov budeme teda pocitat hodnoty P; ;1 a Q;;
postupne pre j = 1,2,...,n, pricom pre dané j budeme brat i = j,7 — 1,...,1. Nakoniec sa
dopracujeme k hodnote P ,,, ¢o je rieSenie ulohy. Este je dobré vSimnut si, ze poc¢as vypoctu
si nemusime pamétat vsetky P; ; resp. Q; ;, ale len tie, ktoré maja j o jedno mensie. Celé sa
to teda da urobit v ¢ase O(n?) a pamiti O(n).

No ale uz vas necham so vzorakom, aby ste si tieto pekné myslienky mohli vychutnat v
praxi.

Listing programu:

#include<iostream>
#include<string>
using namespace std;

const int MAX=10000;
int main(){

cout<<“Zadaj slovo: “;
string w; cin>>w;
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6 O hre Scrobbli

//pridame na koniec slova este jeden odlisny znak, aby sa nam
//lahsie pocitalo, vid dalej
w+=’#’; int I=w.length();

//vo v[j] je pocet palindromov zacinajucich na j a
//konciacich nie za i, pricom toto i posuvame ku koncu slova

//(teda v[j]=Q[j,i])
int v[MAX];
for (int i=0;i<];i++){
//k bude pocet palindromov v intervale <j,i-1> plus 1
//(teda bude k=P[j,i-1]+1)
//na zaciatku je ten interval prazdny (ziadne palindromy tam nie su)
int k=1; vI[il=1;

//teraz je v[j]=Q[j,1-1] (okrem wv[i])
//v tomto vykle ho postupne zmenim na v[j]=Q/[j,i]
for (int j=i-1;j>=0;j--){

//teraz je k=P[j+1,i-1]+1

k+=v[j];

//a teraz uz je k=P[j,i-1]+1

//upravime v[j| podla toho, ci su krajne pismenka rovnake

//(vid. popis)
if(wlil==w[j1)v[jl=k;

3
//teraz uz je v[j]=Q[j,i]

//pretoze sme na koniec slova pridali este jeden znak, tak na konci
//mame v k pocet palindromov v povodnom slove + 1
if(i==1-1) cout<<“Pocet palindromov je “<<k-1<<endl;

opravoval Tono a Mirko

4. O hre Scrobbli (max. 15 bodov)

Najprv si povieme ako vyzera rieSenie, ktoré, hoci nie optiméalne, je jednoduché. Ako prvé si
treba uvedomit, Ze v nasom pripade sta¢i pri porovnavani dvoch slov len skontrolovat, ¢i sa
skladaja z rovnakych pismen. Pridfzajic sa tohto, vhodne si pripravime slovnik. Pre kazdé
slovo si vieme v ¢ase linearnom od K vytvorit tabulku poétu vyskytov jednotlivych pismen
abecedy v niom. Kedze velkost abecedy je konstantnd, tieto hodnoty zaberu pre kazdé slovo
len konstantni pamit. Priprava zaberie ¢as O(NK). Pre kazdy vytiahnuty retazec (vzdy si
sta¢i pamitat len ten aktualny) si tiez vytvorime taktto tabulku. Potom prejdeme postupne
cely slovnik a budeme porovnévat tieto poc¢ty. Ak ndjdeme slovo s rovnakou tabulkou ako
mé hladany refazec, vieme zZe sa skladaji z rovnakych pismenok a toto slovo teda moézme
vypisat. Vytiahnutych refazcov je M, pre kazdy spravime O(K + N) operacii (+vypis).
Celkova casova zlozitost teda bude O((N + M)K + M N + out), kde out je velkost vystupu
(maximalne moéze byt O(MNK)).

Optimalne rieSenie Skisme teraz vymyslief rieSenie, ktoré by malo ¢asovu zlozitost rovni
velkosti vstupu a vystupu — O(M + N)K + out.

Tentokrat dve slova nebudeme porovnavat podla poc¢tu vyskytov pismeniek, ale podla
ich anagramov. Anagram nejakého slova je také slovo, ktoré vznikne utriedenim jeho pis-
meniek. Plati teda, Ze dve slova sa daju premenit jedno na druhé prave vtedy, ked sa rovnaju
ich anagramy. Tiez plati, Ze ked v slove Iubovolne pomieSame pismenkd, jeho anagram sa
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O hre Scrobbli 7

nezmeni. Znovu vyuzijeme, ze mame len konecne velkii abecedu — pismenka v slove mozme
utriedif countsortom v ¢ase O(K). Ako si ale vhodne pamétat anagramy slovnika? Aby rie-
Senie bolo optiméalne, potrebujeme Struktiru, do ktorej vlozenie N slov bude trvat O(NK)
a v ktorej budeme slovo vediet vyhladat v ¢ase O(K). Presne na to méme pismenkovy
strom(aka trie alebo radix tree).

Takyto strom méa ohodnotené hrany, vzdy jednym znakom z abecedy. Z kazdého vrcholu
potom vychadza pre kazdy znak najviac jedna hrana. Vo vrchole si pamétame, ¢i v riom konci
nejaké slovo(¢o v nasom pripade nemusime). Ak ano, je to slovo, ktoré vznikne postupnym
vypisanim pismeniek na hranach cesty od korena k vrcholu. Slovo pridavame tak, Ze sa
v kazdom vrchole podla dalSieho pismenka rozhodneme, ktorou hranou poéjdeme. Ak tato
hrana neexistuje, vytvorime novy vrchol a pokracujeme. Po poslednom pismenku uz len
vrcholu zapiSeme, Ze v iom kondéi slovo. Na kazdé pismenko slova pozrieme len raz, zlozitost
pridévania je linedrna od dlzky slova. Vyhladévanie slova je podobné — podla dalsieho znaku
sa rozhodujeme, ktorou hranou pojdeme. Ak neexistuje, slovo uréite v strome nie je. Po
poslednom pismenku skontrolujeme, ¢i sa vo vrchole kon¢i nejaké slovo. Ak ano, je to nase
hladané. Zlozitost je tieZ linedrna od dlzky vstupu. Pre kazdy znak v slove sa nam vytvori
najviac jeden novy vrchol — pamit je linedrna od poctu vloZzenych znakov.

Anagramy slov v slovniku povkladdme do pismenkového stromu. Kedze dve slova mézu
mat rovnaky anagram, v kazdom vrchole si eSte budeme pamitat v spdjanom zozname vsetky
slova, ktorych anagramy nom koné¢ia. Do zoznamu mozme pridévat (po vloZeni anagramu)
na zaciatok v konStantnom case, celkovi ¢asovu zlozitost to nijako nezhorsi. Kazdé slovo
méa prave jeden anagram — nachadza sa len v jednom spéjanom zozname a teda pamitova
zlozitost sa nezmeni. Pismenkovy strom so spajanymi zoznamami vytvorime v ¢ase O(NK).
Potom budeme postupne ¢itat retazce. Z kazdého vzdy vytvorime jeho anagram, ktory vy-
hladdme v strome (v ¢ase O(K)). Ak sme boli uspesni, vypiSeme vSetky slova zo slovniku
s takymto anagramom — vypiSeme cely zoznam pod prislusnym vrcholom. Celkova casovéa
zlozitost bude teda O((M + N)K + out), ¢o je presne to, ¢o sme chceli.

Hodnotenie Riesenia beziace v optimélnom c¢ase dostali plnjch 15 bodov. RieSenia, ktoré
mali ¢asovi zlozitost O((M + N)K + M N + out) dostali 12 bodov. RieSenia, so zlozitostou
O(MNK) dostali 10 bodov , a tie so zlozitostou O(M N K?) si zaslzili najviac 8 bodov.

Iné funkéné rieSenia dostali 7 az 14 bodov, podla ¢asovej zlozitosti. Body ste este mohli
stratit za chybajuci, pripadne nedostatoény popis a odhad zloZitosti. Bod sme strhli aj za
zl pamiitova zlozitost — tym, ktori si zbytocne pamiétali vSetky vytiahnuté retazce.

Listing programu:

#include<stdio.h>
#include<string.h>
#define maxN 100
#define maxK 100
#define maxM 100
int T[maxK*maxM+maxM]1I[2561; // struktura pre pismenkovy strom, staci mi len
// vediet, z ktoreho vrcholu ide ktora hrana kam, 0 znamena, ze nejde nikam
int kod[maxK*maxM]1; // kod slova, nic dvolezite..., slova s rovnakym kodom
// maju rovnaky anagram, kod je vlastne cislo vrchola, ktory tym slovam prislucha
char slova[maxN] [maxK]1; // vstupne slova
int cnt [maxN*maxK+2],cnt2[256] ,indexy [maxN]; // polia pouzite na count sorty
int treesize=0,root; // premenne sluziace na absluhu datovej struktury

// prida do pismenkoveho stromu slovo
int add(int x,char *a,int slovo){
// ak neexistuje vrchol, vytvorime ho
if (1x){ x=++treesize;for(int i=0;i<256;i++) T [x][i]=0;}
if (xa){ // podmienka je splnena, ak niesme na konci retazca (kazdy retazec konci 0)
T [x] [(int)*al=add (T [x] [(int)*a] ,a+1,slovo); // ideme na dalsi vrchol, cez hranu
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// predstavujucu prvy znak v pridavanom slove, a odstranime prve pismenko slova
} else {
kod[slovol=x; // zapametame si, k slovu i jeho kod, slova s = kodom maju =
anagram
}
return x;
}
void find(int x,char *a){
// ak sme na konci vypiseme vsetky slova s kodom x
if ('*xa){
for (int i=cnt [x];i<cnt [x+1];i++) printf(“%s\n“,slovalindexy[i]l]);
} else find(T[x] [(int)*a],a+1);
}
int main(){
int m,n,k,i,j;
char q[maxK],p[maxK];
pl[01=0;
root=add (0,p, (int)3.14);
scanf(“%d %d %d“,&m,&n,&k) ;
for( i=0;i<n;i++) {
scanf(“%s\n“,slovalil) ;
strcpy (p,slovalil) ;
// utriedi slovo count sortom
for (j=0;j<256;j++) cnt2[j1=0;
for (j=0;j<k;j++) cnt2[(int)p[jl]++;
for (j=1;j<256;j++) cnt2[jl+=cnt2[j-11;
for (j=0;j<k;j++) p[--cnt2[(int)slovalil [j1]1]1=slovalil [j1;
add (root,p,i);
}
// utriedim slova podla ich kodov, cnt[z] hovori kde je ulozene prve slovo s kodom x
// mebudem triedit samotne slova, len si v poli indexy[i] zapametam, ktore slovo by
// bolo na i-tom mieste
// nasledujuce riadky su tiez count sort, takze ho mame 8 krat v programe
for (i=0;i<=treesize;i++) cnt[i]=0;
for (i=0;i<n;i++) cnt[kod[i]]++;
for (i=1;i<=treesize;i++) cnt[i]l+=cnt[i-1];
for (i=0;i<n;i++) indexy[--cnt[kod[il]l]=i;
for (i=0;i<m;i++){
scanf(“%s\n“,p) ;
// count sort
for(j=0;j<256;j++) cnt2[j1=0;
for (j=0;j<k;j++) cnt2[{Ant)p[j1]++;
for (j=1;j<256;j++) cnt2[jl+=cnt2[j-1];
for (j=0;j<k;j++) ql ——cnt2[(int)p[jl] 1 = pljl;
ql[k1=0;
printf(“odpovede na:%s\n“,p) ;
find (root,q) ;
}
return 0O;

}

opravoval MisSoF.

5. Ovez fmtkOJgjbdZ (max. 15 bodov)

Ako hovori ndzov zadania, budeme si rozpravat nieco o tajoch kryptolégie. V prvej sérii
sme zacali nie¢im, ¢omu sa odborne hovori secret sharing scheme, resp. schéma na zdielanie
tajomstva.
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Poduiloha a.

Zjavne staci zaoberat sa pripadom, ked je Tudi prave K — ak ich je viac, jednoducho
vyberi K spomedzi seba.

Na chvilu si predstavme, Ze nepocitame modulo P, ale normélne v redlnych ¢islach. V
matematike je dobre zndmou skutoc¢nostou, ze funkénymi hodnotami v K bodoch je jed-
noznac¢ne uréeny prave jeden polyndém stupiia mensieho ako K. (Tento polyném sa vola
interpolac¢ny.)

Prec¢o je tomu tak? Sporom. Majme dva rozne polynémy f(z) a g(z), ktoré su stupna
mensieho ako K a zhoduju sa v K bodoch. Potom polyném f(x) — g(z) je tiez stupna
mensieho ako K. V kazdom z nasich K bodov je v8ak nulovy. A kedZe nenulovy polyném
stuptia d ma najviac d koretiov, musi byt f(z) — g(x) = 0, ¢oz spor.

Ako takyto interpola¢ny polyném najst? Jedna moznost je nasledujica: Nech st predpi-
sané body (a1,b1) az (ax, bk ). VSimnime si polyném fi(z) = (x — a2)(x —a3) ... (z — ak).
Pre Tubovolnt z hodnot as az ax vrati 0, pre a; je nenulovy. Oznacme ¢; = fi(ay). Podobne
zostrojime zvysné polynémy f; a ¢isla ¢;. No a z nich si teraz vysledny polyném poskladame.
Bude:

_ hfi(z) n ba fo(z) T bk fk (2)
N C1 Co CK

/()

Zjavne vSetky f; s polynémy stupna n, preto [ je stupria najviac n. NavySe lahko
zistime, Ze vo vSetkych zadanych bodoch nadobuda spravnu hodnotu. TakzZe uz by len stacilo
spocitat f(0) a vyhrali sme.

Pozrime sa teraz, ¢o sa zmeni, ak budeme pocitat modulo P. V zadani bol uvedeny hint,
ze vieme ,delit“. Je tomu naozaj tak? Zoberme nejaké x € {1,..., P — 1}. VSimnime si dva
jeho nasobky kx a lz. Kedy davaju rovnaky zvySok po deleni P? Vtedy, ked P deli ich rozdiel
kx —lz = (k—1)x. Ale kedze P a x st nestdelitelné (lebo P je prvocislo), znamena to, ze P
deli k —[. Preto ¢isla z, 2z, ..., (P — 1)x ddvaji navzajom rozne zvysky po deleni P. Nutne
prave jeden z tychto zvyskov je 1. Nech je to pre yx. Potom y budeme znacit 2! a volat
inverzny prvok k x.

Lahko overime, Ze aj ked ratame modulo P, vieme kazdy polyném jednoznacne rozlozit
na suéin korenovych ¢initelov. Preto nadalej plati, Ze polyném stuptia d mé najviac d roz-
nych koreriov. A teda nadalej funguje aj nas dokaz, ze danymi bodmi je uréeny préave jeden
polyném stuptia mensieho ako K — ten, ktory mame najst.

Néjdeme ho presne rovnako. Ked si viimneme polyném c; ' fi(x), v bode a; nadobtida
hodnotu 1, v ostatnych 0. Preto hladany polyném je

f(x) = byt fi(z) + bacy  fo(®) + - + breei fre(z)

A uz naozaj staci len spocitat hodnotu f(0) mod P a vyhrali sme.

Iné riesenie. Divajme sa na koeficienty a; polynomu zo zadania ako na nezname. Pre
kazdého z K ludi dostavame dosadenim jeho hodnot jednu rovnicu pre tieto nezname. Dokopy
teda dostaneme K rovnic s K neznamymi. Da sa ukazat (napr. pomocou determinantov), ze
tato sustava ma prave jedno rieSenie. (Pozor, toto nie je iplne zjavné! My o tej stustave vieme,
Ze ma aspon jedno rieSenie, ale potrebujeme dokazat, ze ich nie je viac — inymi slovami, Ze
Ziadna rovnica nie je linearnou kombinaciou ostatnych.)

Poduloha b.

Opit, zjavne sa staci zaoberat pripadom, ked je Iudi prave K — 1 — ak ich je menej,
neuskodi, ak si zavolaju dalSieho. UkéZeme silnejSie tvrdenie ako to v zadani. DokaZeme
totiz, ze kazdé heslo je dokonca (na zéklade toho, ¢o vedia) rovnako pravdepodobné. Preco
je tomu tak?
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Jednoducho si predstavte, Ze si zvolime heslo h. Tym sme akoby pridali K-teho ¢loveka,
ktory si pamita ¢isla 0 a h. V podilohe a sme ukazali, ze v tejto situacii vieme jednoznacne
spocitat polyném f.

To ale znamené, ze naSich K — 1 Tudi je v situécii, kedy je moznych polynémov prave P
a kazdy zodpoveda inému heslu. A oni nemaju ako zistit, ktory z nich je ten spravny.

Opit pohlad cez rovnice. Rovnakym postupom ako v casti a sa da ukédzat, ze ked zobe-
rieme K — 1 rovnic pre ludi a priddme rovnicu h =?, dostaneme stistavu, ktora mé jediné
rieSenie. Kazdé heslo je teda mozné a rovnako pravdepodobné.

Pozor, nestaci povedat, Ze ked mame menej ako K rovnic, stistava ma viac rieseni! Co ak
nahodou vo vsetkych dostaneme do isté heslo?” Napr. siustava x +y+z = 47, 2o +y+ 2z = 47
ma v realnych ¢islach nekonecne vela rieSeni, ale x je vzdy 0.

Poduloha c.

Toto je len jeden z viacerych bezpecnostnych problémov tejto schémy. O ostatnych prob-
lémoch ani o tom, ako sa im d& sa mu zabranit, tu pisaf nebudeme, aj tak je toto riesenie
uz dlhé.

Predstavme si, ze tcastnik 1 chce vykradnuf trezor. Ni¢ lahSie. Stretne sa s K —1 inymi a
pokisia sa otvorit trezor. Kazdy zverejni svoje zapaméitané hodnoty, len icastnik 1 zverejni
namiesto svojho ¢; ndhodni hodnotu. Heslo spocitaju zle, trezor sa im otvorif nepodari.
(Takze zistia, Ze niekto podvadzal, ale nevedia, kto to bol.) Ucastnik 1 véak uz ma dost
informaécii na to, aby trezor otvoril.

(Podotknime este, Ze na to mu staci vediet jeho hodnotu ¢1, hodnotu ¢/, ktor im oznamil,
zle spocitané heslo h’ a poradové ¢isla ostatnych K — 1 Gcastnikov — nepotrebuje vediet ich
hodnoty ¢;! Teda takyto utok by fungoval aj vtedy, ak by napr. postupne po jednom zadavali
tajne svoje hodnoty do pocitaca a ten im nakoniec oznamil spocitané heslo. Zamyslite sa,
ako na to.)

Bodovanie.
Ak ste sa dostali zhruba tam, kam ja v tomto vzorovom rieseni, bolo vam nadelenych 15
bodov. Ak nie, tak primerane menej.

Na zaver. ..

...uz len jedna perla z nemenovaného riesenia: ,Keby chcel jeden ¢len rady ostatnych
podviest, mohol by napriklad namontovat do miestnosti s trezorom wifi kameru, ktora by
sledovala displej, pomocou ktorého trezor oznamuje ¢lenom rady ¢isla, zamaskoval by ju za
kvetinac. ..«
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Vysledkova listina po 1. kole kategorie KSP

Meno a priezvisko | Skola Trieda |11 12 13 14 15| X

1 | Simand¢ik Frantisek | Gym. Grosslingovd BA 4 15 15 15 15 15|75
2 | Nanasi Michal Gym. Jura Hronca BA 4 15 15 14 15 10|69
2 | Peresini Peter Gym. Tajovského B. Bystrica 3 15 15 12 15 1269
4 | Takac Slavomir Gym. Nové Zamky 3 15 15 15 14 9|68
5 | Bulanek Jan Gymnéazium Klatovy 4 15 15 15 14 59
6 | Bundala Daniel Gym. Jura Hronca BA 3 15 15 12 14 56
7 | Fedak Matus Gym. Stard Luboviia 3 14 14 7 12 7|54
8 | Cicko Miroslav Gym. Tajovského B. Bystrica 4 15 14 12 12 53
8 | Imriska Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 12 15 12 14 53
10 | Bilka Ondfej Gymnéazium 3 15 14 8 15 52
11 | Plzik Milan Gym. L. Stira Zvolen 4 15 15 4 15 49
12 | Petruldk Matus Gym. Grésslingova BA 4 15 15 3 15 48
13 | Dudék Juraj Gym. Golianova Nitra 3 14 15 13 5|47
14 | Zeman Marek Gym. Jura Hronca BA 4 15 11 12 644
15 | Palencar Jan Gym. Malad Hora Martin 4 9 12 8 14 43
15 | Spalek Lukas Gym. Cadca 4 14 15 1 13 43
17 | Sudolsky Michal Gym. Tajovského B. Bystrica 2 8 8 8 12 6|42
18 | Mikulas Jan Gym. Hali¢skd Lucenec 3 14 15 2 10 41
19 | Beles Lukas Gym. Cadca 4 12 15 3 8 38
19 | Bustor Stano Gym. Jura Hronca BA 4 10 15 6 7 38
21 | Dzurenko Miroslav | Gym. L. Sttra Zvolen 4 9 15 8 5 37
22 | Kundrak Lubomir |Ev. lyceum BA 2 7 8 7 12 34
23 | Dzetkuli¢ Michal | Gym. P. Horova Michalovce 4 15 10 7 32
24 | Mindek Peter Skola pre mim. nadané deti BA 3 8 8 7 7130
25 | Kristof Peter Gym. Hali¢skad Lucenec 4 7 6 7 8 28
25 | Paulis Peter Gym. Cyrila a Metoda Nitra 4 7 10 0 10 1]28
27 | Ambrosova Lucia | Gym. Grosslingova BA 3 7 10 10 27
28 | Krchniak Matej Gym. Jura Hronca BA 3 11 3 12 26
29 | Beran Jakub Gym. Alejova Kosice 3 7 8 2 7|24
29 | Domany Dusan Gym. P. Horova Michalovce 4 14 10 24
31| Janik Oliver Gym. L. Stockela Bardejov 5 13 10 23
32 | Durfina Lukas Gym. Golianova Nitra 4 7 7 8 22
32 | Okruhlica Adam Gym. Jura Hronca BA 2 9 4 9 22
34 | Kustarova Tamara | Bilingvalne gym. Sucany 4 11 10 21
34 | Trnovcova Zuzana | Gym. Jura Hronca BA 4 9 12 21
36 | Bodnar Jozef Gym. Filakovo 4 15 15
37 | Suster Vladimir Gym. Jura Hronca BA 2 10 10
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