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Vzorové riesenia 2. kola letnej casti

Vsetko dobré sa raz pominie, nuz sa pominul aj dalsi ro¢nik KSP. Na mladsich z vas sa
teSime v budicom roc¢niku, na starsich na matfyze. ..no a na najsikovnejsich z vas sa tesime
na jesennom sustredku, ktoré bude po vSetkych strankach este izasnejsie ako vSetky doteraz
:=). Pred tym, nezZ si pozries vysledkovi listinu, pozorne si precitaj vsetky vzorové rieSenial

No dobre, staci aj po pozreti na vysledkovku. ..
KSPaci

. . . . opravovala Julka
1. O aritmetickej postupnosti (max. 15 bodov)

Riesenia tohto prikladu boli velmi rozmanité. Skoro ziadne dve rieSenia nemali rovnakt
casovu zlozitost a ani jedno rieSenie sa nevyrovnalo vzorovému :-). Nasli sa rieSenia, ktoré
predpokladali, ze vSetky cisla su celé, napriek tomu, Ze to nikde v zadani nebolo napisané.
Toto niektorym trochu zmenilo ideu, ale snaZzila som sa to vzdy prerobit tak, aby nikto
nebol velmi ukrateny o body (t.j. za ten predpoklad som strhévala 2 body a potom uz dalej
bodovala, akoby to ten ¢lovek riesil aj pre realne ¢isla).

Bodovanie bolo nasledovné:

o O(NQ/ log N) — za vzorové rieSenie sa dalo ziskat 15 bodov,

O(N?) a pamit O(N?) - 13 bodov,
O(N?log N) — 11 bodov,

O(N3) a pamit O(N) — 9 bodov,
O(N3) a pamit O(N?) — 8 bodov,
O(N3logN) a pamat O(N) - 7 bodov

.....

® 7a nespravny alebo ziadny odhad zlozitosti 1 bod

A teraz uz prejdime k vzorovému rieSeniu. Najprv vstup utriedime. Ni¢ tym nezhorsime,
iba polepsime. Casovi zlozitost nam to aj tak nezhorsi. Budeme sktsaf mozné dlzky po-
stupnosti a pre dant dizku budeme v linedrnom &ase vedief povedaf, ¢i sa tam nachéadza
aritmeticka postupnost danej dizky (teda aj danej diferencie).

Najprv si treba uvedomit, Ze sta¢i sktimat postupnosti dizky ¢, kde ¢ — 1 je prvoéislo.
Ak by existovala aritmetickd postupnost dizky a - b+ 1 s diferenciou A/ab, tak musi nutne
existovat aj aritmeticka postupnost dizky a + 1 s diferenciou A/a.

Priklad: 7 = 2 - 3 + 1, takze mozeme zobrat prvy, stvrty a siedmy prvok (teda kazdy
treti).

Z tohto dévodu ndm teda sta¢i skiimat iba uvedené dizky. Jeden slavny ujo dokazal, Ze
prvocisel mensich ako N je rddovo N/log N. Z toho bude vyplyvat aj ¢asova zlozitost.

A teraz ako sa d4 v linedrnom ¢ase zistit, ¢ existuje postupnost danej dizky s danou dife-
renciou. Odpoved je: Dynamické programovanie. V poli na i-tom mieste si budeme pamétat,
akd najdlhsia aritmetickd postupnost s danou diferenciou sa ndm kond¢i v i-tom mieste.
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2 O aritmetickej postupnosti

Budeme mat dva ukazovatele. Jeden sa bude posuvat po poli vzdy prave o 1 a bude
ukazovaf na prvok (nazvime ho aktuélny), ktorému prave hodnotu najdlhsej postupnosti
ratame. Druhy pointer sa tiez bude posuvat po prvkoch iba jednym smerom (upozortiujem,

.....

alebo rovny ako aktudlny minus diferencia. V pripade, ak je rovny, znamené to, Ze pridanim
aktualneho prvku sa ndm postupnost zvicsi o 1 od najdlhsej postupnosti pre prvok, na ktory
nam ukazuje druhy pointer. V pripade, Ze je vicsi, znamena to, Ze sa v poli nenachadza prvok
s hodnotou aktualneho — diferencia. Najdlhsia postupnost, kon¢iaca v aktudlnom prvku, je
teda 1.

Akonéhle sme pocas ratania nasli postupnost danej dizky, mézeme skonéit a vyhlasit, ze
taka postupnost sa tam nachadza. V opa¢nom pripade ideme dalej a sktisame mozné dizky
postupnosti az do ¢isla V.

Spracovavanych dlZzok bolo rddovo N/log N a spracovanie nam trvalo O(N). Vysledna
¢asova zlozitost je teda O(N?/log N). Pamiitali sme si iba linedrne vela ¢isel, takze pamétova
zlozitost je O(N).

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <cstring>
#include <cstdlib>
#include <cmath>

#define eps 0.000000001

int p[100];
double vs[100];
int dyn[100];

int double_cmp (const void *va, const wvoid *vb) {
double *ia=(double *)va, *ib=(double *)vb;
if (*ia>*ib) return 1;
if (*ia==*ib) return 0O;
return -1;

}

int sito(int n) {
int pom;
n=n+1;
bzero (p,n*sizeof (int));
int odmoc=(int) sqgrt (n);
for (int i1=2; i<odmoc; i++) {
if (pl[i]==0){
pom=i;
while (i+pom<n) {
pom+=1i;
plpom]=1;
}
}
}
return 0;
//teraz bude v poli p[i]=1 ak i nie je prvocislo a
//pl[i]=0 ak i prvocislo je

int main () {
int hotovo=0;

http://www.ksp.sk/ksp



O Sstatistikarens 3

int akt, moz, n;
double A;
scanf (“%d “, &n);
scanf (“%1f “, &A);
for (int i=0; i<n; i++) {
scanf (“%$1f “, &vs[i]);
}
gsort (vs, n, sizeof(vs[0]), double_cmp);
sito(n);
//tipneme si dlzku postupnosti
for (int i=3; i<=n && hotovo==0; i++) {
//ak i-1 je prvocislo, teda v p[i-1] je 0
if (!p[i-1]) {
//ideme ratat dynamiku
double dif=A/(i-1);
dyn[0]=1;
moz=0;
for (akt=1; akt<n && hotovo==0; akt++) {
while (vs[moz]+dif<vs[akt] && moz<akt-1) moz++;
if ((vs[moz]+difteps>=vs[akt]) && (vs[moz]+dif-eps<=vs[akt]))
dynl[akt]=dyn[moz]+1;
else dynlakt]=1;
if (dyn[akt]==i) hotovo=1;

}
if (hotovo) printf (“ANO EXISTUJE\n"“); else printf ("NIE NEEXISTUJE\n"“);

return O;

v o« 4oy » , opravoval Mirko
2. O statistikareni (max. 15 bodov)

Tento priklad riesilo len malo Tudi. Ale pripisujem to skor tomu, Ze je uz koniec Skolského
roka, ako tomu, Ze by bol tazky. Idea rieSenia je velmi jednoducha: stacilo si uvedomit,
kde sa vyskytuje takzvana substruktara problému, ktora je zakladom aplikicie dynamického
programovania. Substruktira v tomto kontexte volne povedané znamend, ze optimalne (t.j.
to, ktoré chceme) riesenie celého problému obsahuje optimalne rieSenia istej mnoziny pod-
problémov. Problém resp. podproblém je tu chapané ako vstup resp. ¢ast vstupu. Navyse
uvazovany podproblém musi spliiaf ur¢ité vliastnosti vzhladom na isté parametre. Tieto vlast-
nosti a parametrizacia spolu presne opisuji substrukttru problému. Podme si teda povedat,
ako vyzera substruktira v tejto tlohe.

RieSenie problému je vlastne postupnost ¢isel Tudi, ktora udéva, kto kedy tancoval, s
najmensim poc¢tom vymen. Podproblémy budu iba také, Ze obsahuju vsetkych Iudi a pre
kazdého vSetky tancovania v Case mensom alebo rovnom ¢ a nech v rieSeni podproblému
tancuje ako posledny ¢lovek m. Takze méame parametre ¢t a m. Nech B[t][m] je najmensi
pocet vymen pre podproblém dany parametrami ¢ a m. Predstavme si teraz nejaké optimalne
rieSenie, teda majme postupnost Tudi, ktord vedie k najmensiemu poc¢tu vymen. Teraz ak v
tejto postupnosti je na konci minuty t; ¢lovek my, tak pocet vymen, ktoré sa vyskytli do
konca minuty t; je B[t|[m]. Toto je dost dolezité tvrdenie (dobre si uvedomte, ¢o tvrdime).
Toto tvrdenie je ndm zatial nani¢, najprv ho musime vedief pouzit. A na to, aby sme ho
mohli pouzif, musime ho najprv dokazaf.
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4 O Statistikdrent

Takze ak by B[t][m] bolo menej ako pocet vymen v najlepSom rieseni do konca minuty ¢;,
mohli by sme tuto postupnost (rieSenie) upravit tak, aby sa jej zaciatok zhodoval s rieSenim
(postupnostou) pre podproblém s parametrami ¢ = t; a m = my. Tym by sme ale znizili
pocet vymen aj v celkovom rieSeni, ¢o je spor s jeho minimalitou. Opacné nerovnost je
zrejma. V tomto dokaze vSak chyba par veci, napriklad nie je zrejmé, ako chceme postupnost
upravit, a Ze ¢i potom dostaneme platné rieSenie. Taktiez chyba aj formalisticka zakoncovacia
perlicka typu: ,ak neplati, Ze a > b, ani a < b, tak a = b, ¢o bolo treba dokazat*. Navyse
bol ukrateny o mnohé iné formalizmy na tkor jeho zrozumitelnosti.

A na ¢o je to vsetko dobré? No predsa vdaka tomu, Ze sme si vhodne zvolili substruktiru,
vieme teraz jednotlivé podproblémy riesit pomocou rieSeni mensich podproblémov. A takto
sa vieme od trividlneho riesenia dopracovat k celkovému rieSeniu. Postup je nasledovny: Nech
K je pocet Tudi skacucich v minate ¢, B[1][m] pocet Tudi skidcucich v prvej minute.

e ak t = 0, tak B[0][x] = 0 pre vSetky z; pre t > 1:

e ak K =0, tak B[t][m] = B|[t][m — 1],

e ak K > 0 a m neskdkal v t-tej mintte, tak Blt][m] = oo

e ak K > 1 a m skakal v t-tej minute, tak

B(t][m] = min(B[t — 1][m] + K — [K = 1],
11,1;11 (B[t — 1][m'] + K — [m/ skdkal ¢-tu mintatul)),

kde [P] =1, ak P je pravdivé, inak [P] = 0; teda napr. [K = 1] je 1, ak K = 1, inak 0.
To znamena, ze zoberieme minimum zo vSetkych takychto moznosti:
1. Typek m bol posledny v £t — 1 mintute a nie je sam v t-tej. Vtedy nechame tancovat K —1
Iudi a nakoniec typka m, ¢o je K vymen.
2. Typek m bol posledny v ¢ — 1 mintte a v t-tej je sém (K = 1). Potom nerobime ziadnu
vymenu.

3. Nech m/ je Tubovolny typek rozny od m, potom vieme urobif také usporiadanie, ze ddme

K — 1 Tudi tancovat a typka m na koniec, ¢o je K vymen. Ak ale typek m’ tancuje aj

v minute ¢, tak ho nechame tancovat na jej zac¢iatku a uSetrime si tak pocet vymen o

jedna.

V tychto troch pripadoch s zrejme zahrnuté vsetky usporiadania vedice k optimalnemu
rieSeniu, lebo optimaélne rieSenie musi vychadzat z optimalnych rieSeni podproblémov, a
poradie v akom Iudi umiestnime v ramci jednej mintty nie je dolezité; dolezité je iba to, kto
je posledny a kto je prvy. A toho, kto je posledny, mame urceného v parametri ¢t a prvého
mé zmysel davat jedine toho, ¢o bol posledny v predchadzajicej mintte, a také moznosti
prechéddzame vsetky. V§imnime si, Ze totoznost typka m’ je vo viiésine pripadov zbytoéna,
ide iba o to, ¢i tancoval v t-tej minute, alebo nie, a ¢i bol rézny od m. S pouzitim tohto
poznatku vieme zlep$if priamu implementéciu uvedeného postupu z O(TN?), kde by sme
kvoli kazdej hodnote B[t][m] presli vSetkych typkov, na O(NT).

V podstate si pre kazdy ¢as t potrebujeme vyratat par veci: A, A,,, kde A je minimalna
hodnota B[t — 1][m] a ¢lovek m netancoval v Case ¢, a A,, je ¢lovek ktory ma tuto hodnotu
A = [t—1][A.]. A este aj hodnoty X, Y a X,,,, Y,,, kde X, Y st 2 najmensie hodnoty (mézu
byt aj rovnaké), X = B[t —1][X,,], Y = B[t —1][Y}], pricom X, sa nerovné Y,,, a fudia X,
a Y, tancuju v mintte ¢, a X <Y teraz modzeme B[t|[m] vyratat nasledujicim spdsobom:
ak m je rozne od X,,, tak B[t|[m] = min(B[t —1|][m|+ K - [K =1, X+ K —1,A+ K), ak
ale m je rovnaké ako X,,, tak nemézeme pouzit X, lebo ¢lovek nemoze byt naraz aj prvy aj
posledny (jedine ze by K = 1, ale vtedy je B[t — 1][m]| = X, takze ok), takZze musime pouzit
Y namiesto X. Tak to je vsetko k rieseniu.

RieSenia sa bodovali nasledovne: Za ¢asovi zloZitost O(TN) bolo 15 bodov, za O(T N?)
12 bodov a za nefunkéné riesenie 8 bodov. Dalej sa 1 bod strhaval za forméalne chyby, 3 body
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O Sstatistikarens 5

za chybajuci, respektive nedostatoény dokaz spravnosti a 2 body aj za nedostatoény popis
algoritmu. A samozrejme aj bonus —z bodov podla uvazenia. Samozrejme, nefunkéné rieSenie
viésinou nemoze mat dobry dokaz spravnosti, a aj taka formalnu chybu, Ze nefunguje.

Listing programu:

#include<cstdio>
using namespace std;
int H[20001][51]; //pole kde si znacim ze kedy kto tancoval;
int B[20001]([51]; //tabulka ktoru vyplname
int n;
int infty=10000000;
int main () {
scanf (“%d", &n) ;
for(int i = 0;1i < n;i++) for(int j = 0; j < 20001; J++) H[J][i1=0;
for(int i = 0;1 < n;i++){
while (1) {int a;scanf (*%d\n"“, ¢a);if (a==0) break; else H[a][i]=1;}
}

for (int i=0;i<n;i++) B[0][1]1=0; //inicializujeme hodnoty na 0

for (int t 1; £t < 20001; t++){

int K = 0;
for(int i=0; i < n; i++) K+=H[t][i]; //H[t] [i] je vzdy 0 alebo 1
int A,X,Y,X m; //A m a Y_m vlastne nepotrebujeme

//najdeme najmensi prvok z B[t-1][i],ak i netancuje minutu t;
A=infty;
for(int i = 0; 1 < n; i++)

if (!'H[t][i]) A <?= B[t - 1]1[i];

//najmensi taky, ze tancoval

X=infty;
for (int 1 = 0; 1 < n; i++)
if (H[t][1i] && (X==infty || X>B[t - 1]1[i] ) ) {X=B[t - 1]1[i];X m=i;}

//najdeme dalsi najmensi

Y=infty;
for (int i = 0; 1 < n; 1i++)
if (H[t]1[i] && 1 !'= X m && (Y == infty || Y > B[t - 1]1[i])) {Y = B[t
- 111011}

for (int m = 0; m < n; m++) {

int C = X;
//zabezpecime vyber vhodnej hodnoty
if (m == X_m) C = Y;

//spocitame nas najdvolezitejsi vyraz

B[t ][m] = (B[t -1][m] + K- (K==1) ) <? (C+ K -1) <? (A +
K) 3

if (K> 0 && !'H[ £t ][ m ] ) B[ t ][ m ] = infty;

if (K==0) B[ t ][ m] =B[t -1 ][ m];

}

int najmenej=infty;
for(int i = 0; 1 < n; i++) najmenej <?= B[20000][i];
printf (“najmensi mozny pocet vymien je: %d\n“,najmenej );
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6 O mazximalizdacit radov

return O;

) . e opravoval Palo
3. O maximalizacii radov (max. 15 bodov)

Tento priklad patril medzi tie Tahsie. Zékladom bolo uvedomit si, Ze nepotrebujeme Ziadnu
haldu ani int podobnu Struktiru, ale stacia nam spajané zoznamy, ktorych operacie maja
konStantnu ¢asovu zlozitost. Pozrime sa priamo na vzorové rieSenie:

Oznacme si ¢as od spustenia programu ako aktcas. V poli casy si budeme na (aktcas +
i) mod M-tom mieste pamitat spajany zoznam vsetkych prestavok, ktoré sa za¢nu ¢ sekind
od aktcas. Dalej si budeme pre kazdu prestavku pamiitat ukazatel do zoznamu, v ktorom sa
nachadza (pripadne nulovy ukazatel) a zoznam eSte nevyuzitych mien pre prestavky. Mena
prestavok budu ¢isla od 1 po N. Ako budu vyzerat implementéacie jednotlivych prikazov?

e SET i: Zo zoznamu volnych mien pre prestavky jednu zmazeme a pridame ju do spaja-
ného zoznamu v poli casy na (aktcas + i) mod M-te miesto a zapamétame si, kam sme
ju pridali.

e DEL i: Pre prestavku ¢ mame ukazatel do zoznamu prestavok, ktoré maju zacat v rov-
nakom case ako ¢. Z tohto zoznamu prestavku ¢ zmazeme a priddme 7 do zoznamu
nevyuzitych mien pre prestavky.

o TICK: Zvysime aktcas o jedna. VypiSeme vSetky prestavky v zozname prestavok, ktoré sa
zacna aktcas sekind od spustenia programu, tento zoznam vyprazdnime a vSetky prestavky
z neho znovu priddme do zoznamu nevyuzitych mien pre prestavky.

Je zrejmé, ze operacie SET a DEL vieme implementovat v O(1) a operéaciu TICK v ¢ase
O(K), kde K je pocet prestavok za¢inajucich v ¢ase aktcas, teda v najhorsom pripade O(N).
Este nam chyba upravit jednu drobnost — aktcas nemusime zvicSovat do nekoneéna, staci si
vzdy pamitat hodnotu aktcas mod M.

Na zaciatku musime inicializovaf zoznam nevyuzitych mien pre prestavky a vynulovat
vSetky spajané zoznamy prestavok. Toto vieme spravit v ¢ase O(N + M). Jedna operécia
nam trva v najhorsom c¢ase O(N) (konkrétne operacia TICK), takze ak program dostane K
prikazov, jeho ¢asovéa zlozitost je O(N + M + K N). Pamitova je zjavne O(N + M), pretoze
si pre kazdu prestavku pamétame konstantné mnozstvo tidajov.

N4s odhad casovej zlozitosti vSak nie je tesny. D4 sa zlepsit nasledovnou tivahou: Pocet
prikazov DEL a vypisov BZZZ nemdze byt vicsi ako pocet prikazov SET. To znamend, Ze
ak mame na vstupe S prikazov SET, tak spravime maximélne 25 = O(S) operacii. Inymi
slovami: Ak méme na vstupe K (lubovolnych) operacii, tak z nich je maximélne K SETov
a teda urobime maximélne 2K = O(K) operacii. Celkova ¢asova zlozitost nasho algoritmu
spolu s inicializdciou je O(N + M + K). VSimnime si jednu zaujimava vec: Aj ked jedna
operéacia TICK méze byt pomalé (az O(N)), K operécii trva len O(K).

Poznadmky k implementacii: Nepotrebujeme si pri implementacii spadjaného zoznamu dy-
namicky alokovat a dealokovat paméif. Mozeme si prestavky paméitat v jednom poli velkosti
N a v tiom si pre kazda prestavku pamiitat index predchadzajticej a nasledujicej prestavky.
Takto je napisané aj vzorové rieSenie nizsie.

Na zéaver niekolko slov o hodnoteni: Za program s ¢asovou zlozitostou O(N + M + K)
sa dalo ziskat 15 bodov, s éasovou zloZitostou O(N + M + K log N) maximalne 12 bodov a
za Casovu zlozitost O(N + M + K N) najviac 10 bodov. Body ste vii¢sinou stratili za vyssie
pamiifové naroky alebo nedostatoény popis programu.

Listing programu:

const
MAXN=10000;
MAXM=10000;
var
c: char;
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O mazximalizdcit radov

i, numids, kedy, aktcas, co, n, m: integer;
next, prev, kde, ids: array[l..MAXN] of integer;
casy: array[0..MAXM-1] of integer;

procedure pridaj(kam, co: integer);
begin
if casylkam]=-1 then begin
casy[kam] :=co;
prev([co] :=co;
next [co] :=co;
kde[co] :=kam;
end else begin

next [co] :=casy[kam];
prev|[co] :=prev|[casyl[kam]];
next [prev[casyl[kam]]] :=co;
prevcasylkam]] :=co;
casy[kam] :=co;

kde[co] :=kam;

end;
end;

procedure zober (co: integer);

begin
if next[casylkde[co]]l]l=casyl[kde[co]] then begin
casylkde[co]]:=-1;
end else begin
if co=casylkde[co]] then casyl[kde[co]]:=next[casyl[kde[col]l];
prev[next[co]] :=prev[co];
next [prev[co]]:=next[co];
end;
end;
begin

readln (n,m) ;
aktcas:=0;
numids:=n;
for i := 1 to n do ids[i]:=1i;
for i := 0 to m-1 do casy[i]:=-1;
while true do begin
read(c) ;
if c='T’ then begin
aktcas:=(aktcas+1l) mod m;
while casy[aktcas]<>-1 do begin
writeln ("BZ2Z ', casylaktcas]);
inc (numids) ;
ids[numids] :=casy[aktcas];
zober (casy[aktcas]);
end;
end else if c=’S’ then begin
read (kedy) ;
pridaj ((aktcas+kedy) mod m, ids[numids]);
writeln (ids[numids]);
dec (numids) ;
end else if c='D’ then begin
read (co);
inc (numids) ;
ids [numids] :=co;
zober (co) ;
end;
readln;
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8 O reforme ciest do prdce

end;
end.

. 3 opravoval Bee
4. O reforme ciest do prace (max. 15 bodov)

..........

.....

Za funkéné, dokézané rieSenie v O(n) ste mohli ziskat plny pocet bodov. Za funkéné, ne-
dokézané riesenie v O(n) ste ziskali tolko bodov, kolko ste si vymohli svojou propagandou,
slubmi a vyhrazkami. Iné rieSenia — ak ma pamiit neklame — v podstate ani neprisli. Ni¢ to
za to, podme na to ...
Ako som uz povedal, vii¢Sina z vés prisla na to, Zze odpoved bude (%W, [ je pocet listov v
grafe. Vo vSetkych vasich rieSeniach sa slovo list vyskytlo, takze ho nebudem vysvetlovat.
Ako sa to dokaze? Vicsina z vas prisla aj na zakladnt myslienku. To, Ze je to minimalny
pocet je celkom zrejmé, pretoze vo vyslednom grafe urcite nesmu byt listy, a kedze jednou
hranou sa zbavime najviac dvoch listov, tak sa vysledok ¢rta uz celkom jasne.
Ze je to aj postacujuci pocet, uz vobec také zrejmé nie je a hoci dokaz nie je az taky
Najprv zopéar intuitivnych definicii, aby sa nam lahs$ie pracovalo. Pojmy oznacené hviez-
dickou st moje vlastné, preto ich radsej doma nepouzivajte. Ich akdkolvek podobmnost so
skutoénymi pojmami je ¢isto ndhodna.
e Stupen vrchola v je pocet vrcholov spojenych s vrcholom v hranou. Budeme ho ozna-
Covat deg(v)
e Cesta je postupnost vrcholov vy, vs...,v, taka, Ze susedné vrcholy v postupnosti sii
spojené hranou a kazdy vrchol grafu je v nej najviac raz.
e La¢ vrcholu v* je cesta v,vq,0a,...,0U,, kde v, je list a deg(vy) = deg(ve) = ... =
deg(v,—1) = 2. Volne povedané: z lic¢a nevychadzaju ziadne iné hrany.
e Komponent je maximalny suvisly podgraf grafu, teda medzi kazdjymi dvoma vrcholmi v
komponente existuje cesta, ale do ziadneho vrcholu nepatriaceho do tohto komponentu
nevedie ziadna cesta .

e Vetva vrcholu v* je taky podgraf daného grafu, Ze ak z grafu odoberieme vrchol v, tak
vetva sa stane komponentom:.

e Strom je taky graf, Ze vSetky jeho vrcholy st spojené pravé jednou cestou.

e Slnec¢nik* je vrchol v strome, ktorého vsetky vetvy su luce.

e Slnecnica* je strom, ktory obsahuje slnecnik.

e Dvojsuvislost je vlastnost grafu. Graf ju mé, ak medzi kazdymi dvoma vrcholmi exis-
tuja dve disjunktné cesty.

e Cyklus alebo Kruznica je postupnost vrcholov vy, ve, . .., v,, v1 takd, Ze susedné vrcholy

v postupnosti sil spojene hranou a kazdy vrchol z grafu okrem wv; sa v postupnosti
nachadza najviac raz. Zrejme cyklus je dvojsuvisly.

e Kontrakcia cyklu* je ndhrada cyklu jednym vrcholom tak, Ze tento vrchol bude susedit
so vSetkymi vrcholmi s ktorymi susedil cyklus a nepatrili do cyklu.

e Extrakcia cyklu* je opacny proces ako kontrakcia. Vrchol vzniknuty kontrakciou na-
hradime pévodnym cyklom.

Dajme sa teda dokazovaft, najprv jedna malé lama. Ech, lema ...

Lema. Kazdy strom, ktory nie je slnecnica, obsahuje aspon 2 vrcholy so stupniom aspori 3.
Navyse potom existuju aspon dva také vrcholy ze maja Iuc.

http://www.ksp.sk/ksp



O reforme ciest do prdce 9

Dokaz. Ak by strom obsahoval najviac jeden vrchol stupna aspon 3, tak vSetky ostatné
vrcholy maji stupen najviac 2 a teda tvoria uz len luce; ¢ize strom je slnec¢nica. To, Ze existuja
aspon dva vrcholy, ktoré maja 14¢ je zrejmé. Ak by mal totiz najviac jeden vrchol stupna
aspon 3 lu¢, tak vetvy toho vrcholu, ktoré nie st li¢mi, by nemohli obsahovat listy a teda
tieto podgrafy by neboli stromami. O

Nech graf nie je slne¢nica. Podla lemy existuja aspon dva vrcholy s a t stupna aspon 3
a navyS$e ich vieme vybrat tak, Zze budi maft luce. V tychto luc¢och st zrejme listy a prave tie
teraz spojime hranou. Vznikne ndm cyklus, obsahujtci pridant hranu, ltce a cestu medzi
vrcholmi s a t. Pretoze deg(s) > 3, deg(t) > 3, tak existuju aspoii dve hrany, ktoré nepatria
do cyklu. Skontrahovanim tohto cyklu dostaneme teda novy vrchol, z ktorého vychadzaja
aspon dve hrany a teda to nie je list. Takto sme dostali novy strom, ktory ma o dva listy
mene;j.

Tu je dolezité podotknut, preco sme sa takto trapili: ak by sme spojili len tak nejaké dva
listy, tak kontrakciou moze vzniknut list, ¢o znamenad, ze pridanim hrany, sme sa zbavili len
jedného listu.

TakZe back to dokazovanie. Tento postup mozeme opakovat dovtedy, kym nedostaneme
slnec¢nicu. Ta raz dostaneme urcite, lebo kontrakciou premiename cyklus na vrchol, teda zni-
Zujeme pocet vrcholov a po kone¢nom pocte krokov sa dostaneme k takému poctu vrcholov,
ze graf uz musi byt slne¢nicou (dokézte na domécu tlohu: ak mé strom najviac $tyri vrcholy,
tak je to slnecnica).

Teraz, ak je strom slnec¢nica, tak ho vieme Tahko doplnif na dvojsuvisly a to tak, Ze
pospajame jeho listy. Ak ma neparny pocet listov, tak posledny list spojime s nejakym uz
spojenym listom.

Zrejme kazdym spojenim vznikne jedna kruZnica a tato bude vzdy prechadzat slnecni-
kom. Ak sa chceme dostat z vrcholu s do vrcholu ¢, pricom tieto leZia na jednej kruznici, tak
medzi nimi existuju dve disjunktné cesty (obidve leziace na kruznici). Ak lezia na réznych
kruzniciach, tak existuju dve disjunktné cesty z s do slnecnika a tiez dve disjunktné cesty z
t do slneénika. Z nich uz lahko skonstruujeme dve disjunktné cesty z s do t.

Ak st v tomto vyslednom grafe aj vrcholy, ktoré vznikli kontrakciou, tak ich budeme
postupne extrahovat. Treba dokézaf, Ze tymto sa nam nepokazi dvojsuvislost. Oznacme
vrchol, ktory budeme extrahovat v a vyextrahovany cyklus C. Majme dve disjunktné cesty
medzi vrcholmi s a t.

e Ak neprechddza ani jedna z nich cez v, tak ni¢ nepokazime.

e Ak prechadza jedna, tak prideme z s do nejakého vrcholu a, ktory lezi na C' a z ¢t do
nejakého b, ktory lezi na C'. Medzi a a b uz existuje cesta.

e Ak prechadzaju dve disjunktné cesty cez v, tak potom z s prideme do vrcholov a a b

z C azt prideme do ca dz C (a, b, ¢c a d nemusia byt rozne vrcholy) Pretoze C' je

cyklus, tak vieme isto najst disjunktné cesty bud z a do c a z b do d, alebo z a do d a

z b do c¢. Takze aj v novom grafe vieme skonstruovat dve disjunktné cesty medzi s a t.

Tak to by sme mali. Spravnym rieSenim je teda obyéajny algoritmus v O(n), ktory ndm
spocita pocet listov.

Listing programu:

#include<cstdio>
using namespace std;
const int MAX=100000;
int main () {

int n;

scanf (“%d", &n) ;

int v[MAX]={0};

for (int i=1;i<n;i++) {

int a, b;
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10 Ostdvame pri kryptologii

scanf (“%d %d“, &a, &b);
vial++; v[b]l++;
}
int list=n;
for (int i=0;i+n;n--) if(v[n]-1) list—-—;
printf (“Treba pridat %d hran/u/y\n"“, (list+1)/2);
return 0O;

’ . e opravoval MisoF.
5. Ostavame pri kryptologii (max. 15 bodov)

Nuz, spravnych rieseni bolo sice poskromne, ale nezifajte, chyba nie je vo vas, tiloha bola
naozaj tazki. (Aby ste mali predstavu: s podobnymi tlohami ako bola ¢ast bé sa mozete
stretnat tak vo Stvrtom ro¢niku na matfyze. .. )

Pozrime sa teda na to, ako sa to celé malo riesit.

Protokol a)

1. A — B: {NA,A}KB
2. B— A: {NAaNB}KA
3. A — B {NB}KB

Spravu {MSG} g, vie vyrobit hocikto, precitat len X.

Utok na protokol a)

Alica prave chce komunikovat s Oskarom a poslala mu prva spravu:

1. A— O:{Na, A}k,

A ¢o spravi Oskar? Posle Bobovi spravu, ktora sa tvari, ze je od Alice.

1 O(A) = B:{Na,A}kp

Ni¢ netusiaci Bob odpovie Alici, spravu si ale odchyti Oskar.

2./ B — O(A) H {NA,NB}KA

Oskar tuto spravu sice nevie precitat, vie ju ale poslat Alici ako druhy krok protokolu
medzi Alicou a nim. (T.j. akoby si aj on zvolil ten isty refazec Np.)

2. 00— A: {NA,NB}KA

Alica Oskarovi odpovie.

3. A— O : {NB}KO

Normaélne by si teraz Oskar mal overit, ¢i N sedi s tym, ktoré si zvolil. V skuto¢nosti
sa vSak stalo niec¢o uplne iné — Oskar sa dozvedel retazec Npg, ktory si zvolil Bob. Pomocou
neho teraz Boba definitivne presved¢i, ze je Alica.

3./ O(A) — B {NB}KB

Zabezpecenie protokolu a)

Problém tohto protokolu, ktory ukazuje nas ttok, spociva v tom, ze spravu {Na, Np} i ,
mohol Oskar pouzit v inej komunikécii ako v tej, do ktorej patrila. Tohto problému sa vieme
zbavit tak, ze do tejto spravy pridame aj ID oboch komunikujtcich stran. Opraveny protokol:

1. A— B: {NA,A}KB

2. B— A: {A,B,NA,NB}KA

3. A— B: {NB}KB
Protokol b)

1. A= B:A Ny

2. B—T: B,NB,{A,NA}KB

3. T— A: NB,{B,K,NA}KA,{A,K,NB}KB

4. A — B {A,K,NB}KB,{NB}K

Spravu {MSG} g, vie vyrobif aj precitaf len X a T
Utok na protokol b)
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Zo zadania mame zaciatok utoku:
1. A= O(B): A,N4y

1. O(B) - A:B,Ny

2. A= O(T): AN, {B,Na}xk,

Ukéazeme, ze bez toho, aby Bob ¢okolvek tusil a akokolvek sa zapojil, vie Oskar dokondit
uspesne cely beh protokolu s Alicou.

V 2. kroku norméalneho protokolu by mal Bob poslat Trudy nejaké tdaje. Toto ale Oskar
bez zapojenia Boba nedokdze — ¢ast z tych tdajov musi totiz byt Sifrovand kli¢om Kp.
Druhy krok sa ale Alice netyka, t4 ocakdva az v trefom kroku spravu od Trudy. No a ta
musi teraz Oskar nejako sfalsovat.

Pozrime sa, ¢o mé k dispozicii. Tym, Ze zacal cely protokol este raz, podarilo sa mu v
kroku 2" dostat od Alice spravu {B, Na}k ,. Hm. .. nevedel by Oskar pomocou nej presvedcit
Trudy, Ze je Alica? A naozaj:

2"7 O(A) =T : A, X, {B,Na}k,

Z pohladu Trudy je toto korektna sprava od Alice, ktora chce komunikovat s Bobom.
Preto odpovie Bobovi. .. teda vlastne Oskarovi, ktory si spravu opét odchyti. VSimnite si, Ze
X, ktoré Oskar poslal, moze byt lubovolny retazec. Trudy na spravu takéhoto tvaru odpovie:

3" T —O(B): X,{A,K,Na}kp,{B, K, X}k,

Oskar teda vie od Trudy ,,vymamit“ nejaké spravy. Ale aké vlastne potrebuje? Sprava,
ktort by mala v 3. kroku poslat Trudy Alici vyzera nasledovne:

3.7 T — A: NB,{B,K,NA}KA,{A,K,NB}KB

Np si méa volit Bob, z pohladu Alice moze byt Tubovolné. Ako Np moze Oskar teda
pouzit ¢okolvek, ¢o sa mu prave hodi. No a navySe si moze vhodne zvolit X v sprave, ktora
posle Trudy... a vyhrali sme.

Utok teda pokra¢uje nasledovne:

2". O(A) =T :A/Na,{B,Natk ,

3'".T - O(B) : No,{A, K, N}k, {B,K,Na}k ,

A teraz uz ni¢ nebrani Oskarovi zobrat dve ¢asti spravy, ktoré prave dostal, zatvarit sa,
ze je Trudy a pokracovat v pévodnej komunikacii s Alicou:

3. O(T) = A: No,{B,K,Na}r 4, {A, K, Natrp

Alica si odsifruje svoju ¢ast spravy, spokojne skontroluje, Ze s fiou chce hovorit Bob a ze

N4 sedi s tym, Co si zvolila. .. a posle Stvrta spravu, ktortt Oskar len zahodi.
4. A—-OB):{AK,Na}kg,{Natk

Zabezpecenie protokolu b)

V prvom rade musime zodpovedat otazku: Je toto vlastne itok? Protokol sice tispesne
skoncil, ale Oskar sa predsa klu¢ K nedozvedel. .. Naozaj, tato slabina nie je az taka velka.
Oskar v podstate neziskal takmer ni¢ navyse oproti tomu, ¢o by ziskala Eva, keby len odpocu-
vala komunikaciu Alice, Boba a Trudy. Jediny rozdiel je teda v tom, Ze Alica je presvedcena,
ze Bob pozna K — hoci v skuto¢nosti tomu tak nie je. Aj z tohto mdzu obcas vzniknut
problémy. .. tie uz ale necham na vasu predstavivost.

Slabina protokolu je opif v jeho ,symetrii“, teda v podobnosti ¢asti pouzitych sprav.
Vsimnite si, ze v kroku 3 Oskar pouzil dve ¢asti spravy (ktoré nevedel preéitat) v opa¢nom
poradi ako ich dostal v kroku 3”. Takéto symetrie sa vic¢Sinou daji nejako zneuzit, preto je
vhodné, aby sa o kazdej sprave v protokole vedelo, ,kam patri“.

V naSom pripade si vieme pomdct jednoducho:

1. A—- B: A, N A
2. B—T:B,Ng,{A,Na}tkp
3. T— A: N37{O;B,K,NA}KA,{LA,K,NB}KB
4. A— B : {I,A,K,NB}KB,{NB}K
A to uz je na dnes vsetko, dobra noc :-)
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Vysledkova listina po 2. kole kategorie KSP

Meno a priezvisko | Skola Trieda 21 22 23 24 25| X

1 | Mikulas Jan Gym. Hali¢ska Lucenec 3 6713 8 15 15 6124
2 | Fedak Matuas Gym. Stard Lubovna 3 61| 8 3 15 10 15112
3 | Bundala Daniel Gym. Jura Hronca BA 3 47113 9 12 15 6102
3 | Imriska Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 51 9 13 15 14 102
5 | Bilka Ondfej 3 39(12 11 14 8 13| 97
6 | Sudolsky Michal Gym. Tajovského B. Bystrica 2 63| 5 8 7| 83
7 | Herman Peter Gym. Jura Hronca BA 2 44112 5 10 6| 77
8 | Jergus Jan Gym. Alejova Kosice 2 50111 7 8 76
9 [ Krchniak Matej Gym. Jura Hronca BA 3 2519 8 14 10 9| 75
10 | Petruchova Zuzana | Gym. Grosslingova BA 3 47 10 9 66
11 | Dudék Juraj Gym. Golianova Nitra 3 21| 5 15 10 7| 58
12 | Panc¢ik Andrej Gym. Tajovského B. Bystrica 2 29 7 8 4 6| 54
12 | Rampések Ladislav | Gym. Jura Hronca BA 2 331 2 6 5 8| 54
14 | Okruhlica Adam Gym. Jura Hronca BA 2 43 43
15 | Peresini Peter Gym. Tajovského B. Bystrica 3 0 8 13 15 6| 42
16 | Bodnar Jozef Gym. Filakovo 4 22 22
17 | Schuster Vladimir | Gym. Jura Hronca BA 1 15| 4 19
18 | Bustor Ivan Gym. Jura Hronca BA 2 0f 4 9 5| 18
19 | Durfina Lukas Gym. Golianova Nitra 4 15 15
20 | Lobotkova Martina | Gym. Grosslingova BA 3 0 9 9
21 | Zatko Maros Gym. Ludovita Stara Trenéin 1 7 7
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