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Vzorové riesenia 2. kola zimnej ¢asti

Milé nase riesitelky!

Opit mame pol roka KSP tspesne za sebou, a opit raz mila povinnost pisat tento tvod
pripadla mne. (Hadajte, kto som? ;-)) Nuz, ale mne sa do toho moc nechce, tak budem
stru¢ny. (Alebo stru¢na?) Gratulujeme Pershingacovi k suverénnej vyhre, na najlepsie z vas
sa tesime v diloch 13. az 19. marca na ststredeni, a to uz je na dnes naozaj vsetko.

Dobrt noc
KSPéci

.. opravoval Kubo
1. O nemocnici (max. 15 bodov)

Zdravim. Volam sa Kubo a poviem vam daco o vzorovom rieseni.

Jednoduché rieSenie bolo udrziavat si postupnost ¢isel zo vstupu utriedent a v kazdom
kroku len nacitat nové ¢islo case O(n) ho vlozit na spravne miesto (tak ako pri insert-sorte).
Vypisat median, ak méame vstup uz utriedeny, by potom nemal byt problém ;).

Iné rieSenie: To, ¢o nis v tomto rieSeni spomaluje, je utriedené pole, do ktorého ,,vkladdame*
v O(n). Budeme sa teda musief poobhliadnuf po dakej lepsej datovej strukttre. Co nejde
silou, ide brutalnou silou. Vytiahneme na to kanén — vyvazené stromceky. V strome si okrem
velkost lavého a pravého podstromu). Tato pomocni informéciu si vieme (pri vkladani a
pri rotaciach) udrziavat. No a vdaka nej vieme ndjst medidn v logaritmickom ¢ase (v ¢ase
timernom hibke stromu): postavime sa do koreiia a ak je mensich ¢&isel ovela viac ako vicsich,
ideme dolava (mediin je mensi), naopak, ak je vécsich ovela viac, ideme doprava.

Toto, samozrejme nie je vzorové riesenie. Ved komu sa chce pisat vyvazované stroméeky.*
Vzorové riesenie je ovela jednoduchsie.

Vzorové rieSenie: Pozrime sa na to takto: v kazdom okamihu si budeme paméitat medidna a
aby to bol median, ¢isel vlavo musi byt zhruba rovnako ako éisel vpravo?. Co sa stane, ked
nam pride nové Cislo? Nuz, ak je vicsie ako median, ide do pravej krabicky, ak je mensie,
ide dolava. Problém, ktory moze nastaft, je, Ze jedna krabicka sa ndm tak nafikne, Ze ich uz
nebude ,zhruba“ rovnako. Teda nas medidn uz nebude median.

Otézka na mieste je takdto: Medidn naSej postupnosti sa z ¢asu na ¢as meni. Ako? Ked
sa nad tym na chvilu zamyslite, sami pridete na to, Zze to nemoze byt Uplne Iubovolny
prvok. Novym medidnom sa stane bud medidnov predchodca, t.j. najviicsie ¢islo z c¢isel
mensich ako median (a to v tom pripade, ked je mensich ¢isel prilis vela), alebo to bude jeho

.....

! mne

2pre detailistov: ,zhruba rovnako“ znamena rovnako, alebo tych véc&sich je o 1 viac

http://www.ksp.sk/ksp



2 O nemocnici

utriedenti postupnost a priddme do nej nové ¢islo, medidn sa pohne najviac o 1. To, ¢o teda
potrebujeme, je vedief vybrat z lavej krabicky (z mensich ¢isel) to najvicsie ¢islo a z pravej

TakZe eSte raz, algoritmus bude vyzerat nejak takto: Na zaciatku na¢itame prvé ¢islo — to
je median jednoprvkovej postupnosti. VIavo od neho nie je ni¢, vpravo tiez ni¢ (vpredu, vzadu
tiez ni¢). Ked pride nové ¢islo, vlozime ho do prislusnej krabicky: ak je nové ¢islo mensie
ako median, pojde vlavo, inak vpravo. Ak je mensich ¢isel zhruba rovnako ako velkych ¢&isel,
medidn sa nemeni a veselo pokracujeme dalej. Ak sa nam ale tato krehkd rovnost narusi,
musime ,vyvazovat®. Ak je teda mensich ¢isel vela, vhodime medidna do pravej krabicky
(medzi vii¢sie ¢isla) a novy medidn bude najviicésie éislo z lavej krabicky. Naopak, ak je velkych
¢isel vela, vhodime median do Tavej krabicky a novy medidn je ten najmensi z velkych.

Co sa tyka implementécie, krabicky vieme implementovat ako haldy. T¥m padom méme
vkladanie aj vyberanie minima resp. maxima v ¢ase O(logn). Celkovo teda dostdvame pekni
zlozitost O(nlogn).

Lep$iu zlozitost sa ndm docielit ani nepodari. V opac¢nom pripade by sme vedeli triedif
n Cisel asi takto: zaddme n-krat —oo (dostatoéne malé ¢islo). Potom dodame n éisel, ktoré
chceme triedit (najmensie ¢islo z nich je teraz skoro median). Dalej priddme (2n—1)-krat +oo
— postupne nam ako vysledok buda vypadéavat ¢isla v utriedenom poradi (kazdé 2 nekone¢na
jedno ¢islo). Keby sme teda spachali toto lepsie ako O(nlogn), vedeli by sme triedit lepsie
ako v O(nlogn) — a to nejde (iba ak v Specidlnych pripadoch, ked ¢o-to predpokladame o
vstupe, napr. ze mame iba celé ¢isla a pod.).

Hodnotenie: Hodnotenie bolo priaznivé. Za optimélne O(nlogn) rieSenie bol plny pocet.
Velmi ma potesil dokaz optimalnosti a schytaval eSte bod navySe. Za kvadratické riesenie
bolo 7 bodov a za horsie najviac 3. Za zly popis bolo zlé hodnotenie.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <queue>
using namespace std;

int main() {
int N, x, m;
priority_queue<int, vector<int>, greater<int> > vacsie;
priority_queue<int, vector<int>, less<int> > mensie;

cin >> N;
if (N--) { cin > m; cout << m << ? ’; }
while (N--) {

cin >> x;

if (x < m) mensie.push (x);
else vacsie.push (x);
if (mensie.size() > vacsie.size()) {
vacsie.push(m) ;
m = mensie.top(); mensie.pop();
}
if (vacsie.size() > mensie.size()+1) {
mensie.push(m) ;
m = vacsie.top(); vacsie.pop(Q);
}
cout << m <<’ ’;
}
return 0;

}
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O problémoch s prehadzovanim 3

, ) opravoval Tom
2. O problémoch s prehadzovanim (max. 15 bodov)

Tento priklad sa mi opravoval dost dobre, kedze prislo len (asi) 17 rieSeni. Navyse len priblizne
7 z nich bolo funkénych. Vam sa tento priklad nepacil?

Bodovanie bolo jednoduché. Poc¢et bodov za vase riesenie sa dal vyjadrit v tvare b(a+ (),
kde b je ohodnotenie hlavnej myslienky vasho riesenia (od 0 do 15), « je za popis (od 0 do
0.6) a ( je za implementaciu (od 0 do 0.4).

Za rieSenie, ktoré prehladévalo vSetky moznosti bolo b = 7, s trochou optimalizécie mohlo
byt b = 8. Pre funkcné riesenia, ktorych zlozitost ndpadne pripominala zloZitost vzorového
rieSenia, plati 14 < b < 15. No a nefunkéné riesenia mali len b < 3.

Pozrime sa teda na vzorové rieSenie. Povieme si najprv nie¢o o permutéciach. Ak mame
koneénii mnozinu X, tak jej permutécia ja kazdé zobrazenie ¢ : X — X také, ze kazdy
prvok ma vzor (teda Yy € X : dx € X : ¢(x) = y), alebo inymi slovami, ziadne dva prvky
sa nezobrazia na ten isty (teda Vz,y € X : z # y = o(x) # ¢(v)).

Ked mame dve permutécie ¢, 1 tej istej mnoziny, moézeme spravit ich kompoziciu (bu-
deme vraviet aj saéin), teda permutéaciu ¢ taka, ze pip(z) = p(¢(x)). k-ndsobni kompo-
ziciu permutacie ¢ samej so sebou budeme znacit ©* a volat k-ta mocnina permutécie .
Specialny typ permutacii st cyklické permutacie. Permutaciu ¢ nazveme cyklické, ak exis-
tuje postupnost ay,as,...,a,, 7Ze ¢(a;) = a;y1 pre i = 1,2,...,n —1 a ¢(a,) = a; a pre
ostatné prvky plati, ze ¢(r) = z. No a eSte dve permutacie ¢, 1 nazveme disjunktné, ak
Ve € X : p(z) =2 V(x) = x. Za poviimnutie stoji, ze ak st permutécie ¢ a ¢ disjunktné
tak st komutativne: oy = Y.

Tolko teoretickd priprava, pustme sa do vzorového rieSenia. VSetci, ¢o ste riesili tento
priklad, ste si v8imli, Ze program pre poprehadzovavaé je vlastne permutacia miest (preto
sme si o nich &o-to povedali). Ulohou je teda k danej permutécii ¢ a ¢islu k najst taki
permutéciu 1, ze ¥ = ¢, teda najst k-tu odmocninu z danej permutacie.

Dalsia vec, ktora ste si skoro vsetci vsimli je, 7e kazda permutacia sa da rozlozif na
stcin disjunktnych cyklov. (MdZete si premysliet, preco je to tak3). Niektori z vas sa snaZili
odmocnit jednotlivé cykly permutécie na vstupe, ale tato cesta neviedla k spravnemu rieSeniu.
Ako neskor uvidime, bolo treba aj niektoré cykly pospajat.

Uvazujme teda permutaciu ¢ (td, ktora treba najst) a jej rozklad na disjunktné cykly.
Teda 1) = cicz...cm a P* = (c1ea...cm)k = chch ... ck = ¢ (lebo ¢; st disjunktné a teda
komutujt). Zrejme aj permuticie cf st navzajom disjunktné. Ulohu budeme riesif tak, ze
identifikujeme jednolivé c¥ a zrekonstruujeme z nich zodpovedajtice c;. Pozrime sa teda, ako
vyzera také cF. Po nie a7 tak fazkej ivahe? prideme k zaveru, ze cf sa sklad4 z nsd(k, d)
cyklov dizky d/nsd(k,d), kde d je dizka cyklu c;.

Pozrime sa na to teraz z druhej strany. Mame permutéaciu ¢, rozlozime ju na disjunktné
cykly a tie potrebujeme pospajat do skupiniek zodpovedajicich jednotlivim cF. Podla pred-
chadzajtceho v skupinke budi len cykly rovnakej dlzky. Vezmime si teda cykly dlzky napri-
klad [. Hlavnou otézkou je, kolko takych cyklov dat do jednej skupinky. Skiisme napriklad
g. To by znamenalo, Ze tychto ¢ cyklov dlzky { vzniklo umocnenim jedného cyklu dizky
gl. Ale pritom podla predchadzajiuceho muselo platit nsd(gl,k) = g. Alebo ekvivalentne
nsd(l, k/g) = 1. Velkosti skupiniek teda nemozeme volit lubovolne.

Vezmime si teraz nejaky prvociselny delitel p ¢isla [. Nech aj p° | k (pre vhodné e). Zrejme
musi byt aj p® | g, lebo inak by bolo p | nsd(l,k/g) a teda nsd(l,k/g) # 1. Pouzitim tejto
avahy na vSetky prvociselné delitele ¢isla [ a maximélne pripustné e dostaneme nasledujtci
vysledok: Nech | = p®pit...pit ak = pgopfl . .p{tq, kde p; fq, tak potom ak nsd(l,k/g) =

3Staci si prvky z X nakreslit ako gulicky a permutéciu ako 8ipky medzi nimi a v8imnat si, ze z kazdej gulicky
vychadza jediné sipka a do kazdej jedina vchadza.

40pst si staéi nakreslit gulicky a sipky.
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4 O problémoch s prehadzovanim

1 tak G = pgop{1 _..plt | g. Zaroven ale zrejme nsd(l,k/G) = 1 a teda nsd(Gl, k) = G, teda
G je dobra velkost skupinky.

To je uz ale navod na vzorové riesenie: Vezmeme si vstupnti permutéaciu ¢ a rozlozime ju
na suéin disjunktnych cyklov. Potom pre kazdé pripustné [ spracujeme cykly dizky I. No a
to tak, Ze prefi najdeme &islo G' (ktoré sme vyssie popisali) a overime, ¢ pocet cyklov dlzky
[ je delitelny ¢islom G. Ak nie, tak pozadovand permutacia 1) neexistuje (to by bolo treba
poskupinkovat tie cykly do skupiniek, ktorych velkost je ndsobkom G, ale to nejde). Ak ano,
tak tie cykly pospajame do skupiniek po G cyklov a z kazdej zostavime jeden cyklus dlzky
GI.

Takéto riesenie bude mat casovi zlozitost O(N log K), lebo néjdenie ¢isla G nam trva
O(log K) a tychto operacii robime najviac N. Ostatné veci (skladanie a rozkladanie tych
permutacii) robime v ¢ase O(NV).

Listing programu:
#include <stdio.h>

#define MAXN 4717

int phi[MAXN]; /*vstupna permutacia*/
int psi[MAXN]; /*vystupna permutacia*/
int cyk[MAXN][2]; /*cykly, [0] je dlzka, [1] je niektory jeho prvok*/
int cyks[MAXN][2]; /*cykly utriedene podla dizky*/
int len [MAXN]; /*[i] je pocet cyklov dlzky i*/
int N,K,pc;
void nacitaj() /*nacita vstup*/
{
int i;

scanf(“%d %d “,&N,&K); /*nacita N, K*/
for (i=0;i<N;i++)

{
int a,b;
scanf(“%d %d “,&a,&b); /*a program*/
phila-1]=b-1;
¥
}
void rozloz() /*rozlozi phi na disjunktne cykly*/
{
int vis[MAXN];
int i,j;
for (i=0;i<N;i++){ vis[i]=0; len[i]l=0; }
pc=0;
for (i=0;i<N;i++)if (' vis[i])
{
cyk[pcl[01=1; cyklpcl[1]=i;
vis[i]l=1;
j=phili];
while (!vis[j1){ cyk[pc]l [0]++; vis[jl=1; j=philjl; }
len[cyk [pc] [0]]++;
pcH+;
}
}

void utried() /*utriedi cykly podla dlzky*/
{
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O problémoch s prehadzovanim

int pos[MAXN];

int i;

pos[01=0;

for (i=1;i<N;i++)pos[i]l=pos[i-1]+len[i-1];

for (i=0;i<pc;i++)

{
cyks[posl[cyk[i] [011]1[0]=cyk[i] [0];
cyks[poslcyk[il [011][1]=cyk[i]l[1];
poslcyk[i]l [01]++;

}

}

int G(int 1) /*zrata G*/

{
int i1,kk=K;
for (i=2;i<=1;i++)if (1%i==0) while (kk%i==0) kk/=i;
return K/kk;

}

int zostav(int s,int g,int 1) /*zostavi velky cylkus poskladanim g cylkov z pola cyks
pocnuc tym s-tym*/
{

int tmp[MAXN];

int i,j,k;

int Gl=gxl;

for (i=0;i<g;i++)
{
k=cyks[s+i] [1];
for (j=0;j<1;j++){ tmp [(+j*K)%Gll1=k; k=philk]; }

}
for (i=0;i<Gl;i++) psi[tmp [i]1=tmp [(i+1)%GI1];
}
int vypisQ
{
int i;
for (i=0;i<N;i++) printf(“%d -> %d\n*“,i+1,psili]+1);
}
int main()
{
int i,j;
nacitaj(); rozloz(); utried();
i=0;
while(i<pc) /*ideme po cykloch*/
{
int l=cyks[il1[0]; /*vezmeme si cykly dizky 1*/
int g=G(); /*zratme st g*/
if(len[11%g!'=0)  /*ak je zle tak koncime*/
{
printf(“neda sa !\n“);
return 7;
}
for (j=0;j<len[l]/g;j++) zostav (i+j*g,g,l); /*pospajame*/
i+=len[l];
}
vypisQ;
return 0O;
}
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6 O Romeovi a Julids

- . . opravoval Lukas
3. O Romeovi a Juliii (max. 15 bodov)

Musim sa priznat, Ze som ¢akal viac spravnych rieSeni. Nebol to totiz az taky tazky priklad.
Za riesenia beziace v ¢ase O(N?) alebo O((N + M)log N) som déval 15 bodov. Za riesenia
bezace v ¢ase O(N!) ste mohli ziskat 8 bodov a za nefunkéné najviac 3 body.

Aby sme vedeli uré¢it, po ktorych hranach grafu moézu Romeo a Julid ist spolu, mu-
sime poznaf najkratSie vzdialenosti od ich domov do zvy$ku grafu. Na to mozeme pouzit
napriklad Dijkstrov algoritmus. Ten vieme rozumne implementovat® v éase O(N?) alebo
O((N + M)log N) s haldou. Za obidve implemetacie som daval rovnako vela bodov.

Teraz si popiSeme Dijkstrov algoritmus. Ak ho poznate, mozete preskocit par odstavcov.
Nech s je vrchol, z ktorého chceme najst najkratsie cesty do zvysku grafu. V kazdom vrchole
v si budeme pamiitat dizku doteraz najdenej najkratdej cestu zo Startu s. Vrcholy budeme
mat rozdelené do dvoch skupin: V prvej skupine buda vrcholy (pracovne si ich ozna¢me
ako ofarbené), pre ktoré uz vieme skutoéni najkratsiu cestu od startu. V druhej skupine
budi vsetky ostatné vrcholy (tie nebudu zatial ofarbené), pre ktoré budeme poznat dizku
najkratsej cesty, ktora vedie len cez ofarbené vrcholy, pripadne u nich budeme mat zaznacené,
ze taka cesta neexistuje.

Nas algoritmus bude fungovat tak, Ze si vzdy vyberieme nejaky neofarbeny vrchol v,
ten ofarbime a aktualizujeme tdaje o najkratsich cestach ostatnym vrcholom. Ked ofarbime
aj ciel, tak budeme pre neho vedief najkrat$iu cestu od $tartu. Pozrime sa lepsie na taky
neofarbeny vrchol v, ktory je najblizsie k Startu. Vieme z neho najkratsiu taka cestu o, zo
Startu, ktora ide len cez ofarbené vrcholy. Vtip je v tom, Ze cesta, ktord ide aj cez neofarbené
vrcholy uréite nie je kratSia. Ako vyzera najkrat$ia cesta d,,, ktord moze viest cez fubovolné
vrcholy? Tvrdime, ze dlzka o, je rovnaka ako dlzka d,. Rozoberme dva pripady:

e d, prechadza len cez ofarbené vrcholy. Najkratsia taka cesta je o, a d, od nej nemoze

byt dlhsia.

e d, prechadza aj cez nejaky neofarbeny vrchol u, tzn. d, ma tvar: s,...,u,...v. To ale
znamenad, ze neofarbeny vrchol u je blizsie® k startu ako v, o je v spore s tym, Ze v je
najblizsi taky vrchol, teda tento pripad nemdze nastat.

Zistili sme, ze uz vlastne poznadme najkratSiu cestu od Startu po v, teda mézeme v
pokojne ofarbif. Teraz musime este aktualizovat idaje o najkratsich cestach nejakym inym
neofarbenym vrcholom, pretoze sme zmenili mnozinu ofarbenych vrcholov. Vsimnime si, ze
najkratsia cesta od Startu iddca len po oznacenych vrcholoch sa mohla zmenit len susedom
vrchola v. Takze ich musime vSetkych prejst a pozriet sa, ¢i cesta prechddzajica cez vrchol
v nie je kratsia ako doteraz najdena.

Predpokladajme, Ze sme Dijkstrovym algoritmom nasli najkratsie cesty z Rémeovho
domu a z Julidinho domu. Potom vieme zostrojit novy graf, po ktorom mozu ist spolu Romeo
a Julid. Vieme totiz pre kazda hranu v povodnom grafe povedat, ¢i sa po nej obidvaja priblizia
k svojim domom. Zamyslime sa trochu lepsie, ako tento graf bude vyzerat. Kazda hrana bude
orientovand, lebo len jednym smerom sa mozeme priblizif k obidvom domom. NavySe, graf
bude acyklicky. Toto tvrdenie dokdzeme sporom. Nech v grafe je cyklus vy, vs,...,v,,v1.
Nech r(v;) je vzdialenost i-teho vrcholu od domu Rémea, j(v;) je vzdialenost od domu
Julidi. Potom 7(v1) > r(ve) > ... > r(v,) > r(vy) a j(v1) > j(va) > ... > j(vn) > j(v1).
Vyslo nam, ze r(v1) > r(v1) a j(v1) > j(v1), €o je spor.

5Fibonacciho haldu za rozumnt implementaciu nepovazujem :-)

Stoto plati za predpokladu, Ze hrany v grafe st nezaporné
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O Romeovi a Julidi 7

Kedze graf je acyklicky, najdlhsiu cestu v riom vieme najst velmi rychlo. Konkrétne v ¢ase
O(N+ M) pomocou prehladavania do hibky. Nech sy, . . ., 53 st synovia vrcholu v. Uvedomme
si, ze najdlhsie cesty zac¢inajtice v synoch vrchola v nebudu prechadzat cez vrchol v a ani cez
ziadneho predka vrchola v. Toto ndm zarucuje acyklickost grafu. Spravime preto nasledovnt
vec: najprv najdeme najdlhsie cesty, ktoré sa zacinaju vo vrcholoch sy, ..., s a pomocou nich
najdeme dlzku najdlhsej cesty pre vrchol v. Oznaéme I(s;) dlzku najdlhsej cesty pre syna s;.
Potom dlzka najdlhsej cesty [(v) pre vrchol v bude I(v) := max{d(v,s;) +1(s;) | 1 <i < k},
kde d(v, s;) je dlzka hrany medzi vrcholmi v a s;.

Najdlhsia cesta sa da hladat aj tak, Ze si acyklicky graf najprv topologicky utriedime a
potom dynamickym programovanim najdeme najdlhsiu cestu. RieSenie pomocou prehlada-
vanie do hibky je vSak kratsie a jednoduchsie.

Najpomalsia ¢ast nasho algoritmu je hladanie najkratS$ich vzdialenosti v grafe, preto
celkovo pracuje v ¢ase O(N?). Pamifova zlozitost je vdaka spdjanému zoznamu O(N + M).

Listing programu:

#include <iostream>
#include <list>
#include <utility>
#include <vector>
using namespace std;

typedef pair<int, double> hrana;

vector<double> vz[2]; // vz[0] si najkratsie vzdialenosti pre Romea, vz[1] pre Julidu
vector<double> najdlh;

list<hrana> 1[100] ;

double najdlhsia(int vrchol) {
if (najdlh[vrchol]!=-1) return najdlh[vrchol];
//uz sme tu raz boli, preto len vrdtime zapamdtanid hodnotu

double pom=0;
for (list<hrana>::iterator g=l1[vrchol] .begin(); g!=1[vrchol]l.end(); g++)
if (vz[0] [vrcholl>vz[0] [g->first] && vz[1] [vrcholl>vz[1] [g->first])
//skontrolujeme, ¢i sa obidvaja priblizia k svojim domom
pom=max (pom, najdlhsia(g->first)+g->second) ;
return najdlh[vrcholl=pom;

}

int main() {
int n, m; cin>>n>>m;
int a, b, c; cin>>a>>b>>c; a--; b--; c--;

for (int i=0; i<m; i++) {
int x, y; double z;
cin>>x>>y>>z;
X==3 Yy
1[x] .push_back (hrana(y, z));
1[y].push_back(hrana(x, z));
}

for (int k=0; k<2; k++) {
//Dijkstrov algoritmus pre Rémea a Julidi
vz [k] .assign(n, 10000000) ;
if (k==0) vz[kl[al=0;//Rémeo
else vz[k] [bl=0;//Julid
vector<bool> bol(n, false);
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for (int j=0; j<n; j++) {
int naj=-1;
for (int i=0; i<n; i++) if (!boll[il)
if (naj==-1 || vz[k] [najl>vz[k] [i]) naj=i;
bol[najl=true;

for (list<hrana>::iterator g=l[najl.begin(); g!=l[najl.end(); g++)
vz [k] [g->first]=min (g->second+vz[k] [naj], vz[k] [g->first]);

}

najdlh.assign(n, -1);
cout<<najdlhsia(c)<<endl; //uz len vypiSeme najdlhsiu cestu z vrcholu c

. . opravoval WSX
4. O klinci (max. 15 bodov)

Téato tloha patrila medzi tie Tahsie. Pozostavala z dvoch poduloh:

e Najdenie faziska mnohouholnika: za optimélne riesenie s Casovou zlozitostou O(XNV)
bolo mozné ziskat maximélne 10 bodov, za rieSenie pracujuce v ¢ase O(NlogN) 7
bodov a za Iubovolné pomalSie fungujice riesenie 5 bodov. Body sa dali stratit za
nedostato¢ny popis (az 5 bodov) a za dalSie chyby v rieSeni (podla zévaznosti).

e Overenie, ¢i sa najdené tazisko nachddza vo vnuatri mnohouholnika (5 bodov): za
funkéné riesenie (v case O(N)) ste mohli ziskat maximalne 5 bodov. Body ste ta-
kisto ako v prvej podilohe mohli stratit za nedostatoéné vysvetlenie vasho rieSenia (az
3 body) a za dalsie chyby — najmé rieSenie okrajovych pripadov.

A teraz k samotnému rieSeniu tulohy: Predstavme si, Ze dany mnohouholnik ndm niekto
rozrezal na trojuholniky. KedZe pliesok je homogénny a rovnako hruby, hmotnost kazdého
trojuholnika je priamo timerna k jeho obsahu — ten lahko vypocitame pomocou vektorového
stuéinu. Reprezentujme si kazdy trojuholnik hmotnym bodom leziacim v fazisku trojuholnika
a s hmotnostou trojuholnika. Potom fazisko celého pliesku sa nachadza v tazisku tychto
hmotnych bodov. Lahko sa da ukézaf, Ze fazisko trojuholnika lezi v aritmetickom priemere
jeho vrcholov (nezavisle po stradniciach). Z fyziky dalej vieme, Ze spolo¢né fazisko dvoch
hmotnych bodov lezi s nimi na jednej priamke a z momentovej vety zase vieme, Ze pomer
vzdialenosti hmotnych bodov od faziska je rovnaky ako pomer ich hmotnosti. Analytickou
geometriou sa da Tahko ukézat, ze pre polohu faziska T" dvoch hmotnych bodov A, B o
hmotnostiach m 4, mp plati vztah:

maAy +mpB,

T, =

ma + mp
mAAy —l—mBBy

T, =

ma +mp
Vektorovo:
T_ maA -+ mpB

ma+mp

Teda hmotné body A, B o hmotnostiach m 4, mp vieme reprezentovat jednym hmotnym
bodom 7" 0 hmotnosti m 4 +m . Matematickou indukciou lahko dostaneme vSeobecny vztah
pre polohu taziska n hmotnych bodov By, Bs, ..., B,:
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Z:'Lzl mp, B;
> i1 mB;
Ale kedZe nam nikto nepovedal, ako rozrezat nas mnohouholnik (tvoreny vrcholmi Vi, Vs,
.+, Vi) na trojuholniky, musime si pomdct sami. Ak by bol tento mnohouholnik konvexny,
je to jednoduché — staci si zvolit ITubovolny bod B leziaci vnutri mnohouholnika a zobrat
do avahy trojuholniky tvorené trojicami vrcholov (B, Vi, V3), (B, Va2, V3), ..., (B, Vh—1, Va),
(B, Vp, V1). Uvazujme, ¢o by sa ale stalo, ak by bod B lezal mimo mnohouholnika. Plocha
patriaca mnohouholniku by bola v tychto trojuholnikoch zapocitana raz, avsak plochu medzi
bodom B a mnohouholnikom by sme zapocitali dvakrat. Lahko sa vSak da v§imnuf, Ze tuto
plochu raz zapocitavame v smere pohybu hodinovych ruciciek a druhy krat v opa¢nom smere.
Stacilo by ndm teda pravotocivé trojuholniky pripocitavat a lavotocivé odpocitavat. Presne
to ndm vSak poskytuje vztah na vypocet obsahu trojuholnika pomocou vektorového sucinu:

T =

(Bx - A:c)(cy — Ay) — (Ox - Am)(By — Ay)
2

V tejto chvili mdéZze mat pozorny ¢itatel moralny problém s odé¢itavanim trojuholnikov.
Kedze vsak momentova veta plati aj pre zdporné hmotnosti (pdsobenie sily nahor), staci
matematicky overif, ¢i horeuvedené vztahy funguju aj pre od¢itavanie.

Tento princip pri¢itavania a odéitavania trojuholnikov teraz vyuzijeme pri hladani fa-
ziska nekonvexného mnohouholnika. Ukézeme, Ze pre fubovolny bod B trojuholniky vySsie
popisaného tvaru pokryvaju cely mnohouholnik podobne ako pri konxexnych mnohouhol-
nikoch v absolatnej hodnote prave raz (ak by boli body mnohouholnika zadané v smere
hodinovych ruciciek, dostali by sme vyslednta plochu zédpornt). Bez ujmy na vSeobecnosti,
nech vrcholy mnohouholnika na vstupe st zadané v pravotocivom poradi. Uvazujme lu-
bovolny uhol v bode B pretinajici mnohouholnik a zaroven neobsahujuci ziadny jeho vr-
chol. Ozna¢me strany mnohouholnika, s ktorymi méa prienik, v poradi smerom k bodu B,
80,81, - - -, Sn—1, teda Casti medzi stranami soi a Sopr1 vymedzené uhlom patria mnohouhol-
niku. Lahko sa da vidiet, Ze tisek vymedzeny stranami s, a sx1 bol zapocitany k + 1 krat,
striedavo pripocitavany a odpocitavany, o znamena, ze usek medzi s, a si1 bol zapocitany
prave (k + 1) mod 2 krat, teda useky zapocitané v tazisku su len tie, kde k je péarne, teda
patriace mnohouholniku.

Pre jednoduchti implementéaciu popisaného algoritmu polozime B = [0, 0], ¢im sa pocita-
nie obsahu trojuholnika (B, V;, V;11) zjednodusi na polovicu vektorového sté¢inu bodov V; a
Vi1 povazovanych za vektory. Kedze trojuholnikov je N a pre kazdy trojuholnik algoritmus
vykond konstantne vela préace, ¢asova zlozitost je O(N). Za predpokladu, Ze vrcholy mnoho-
uholnika uz mame ulozené v pamiiti, je zvy$na paméitova zlozitost O(1). Aj napriek tomu,
ze vrcholy mnohouholnika vieme spracovavat postupne, v paméiti ich potrebujeme pre druha
cast ulohy — zisfovanie, ¢i sa ndjdené fazisko nachddza vniutri mnohouholnika.

Tato podilohu je mozné rieSit viacerymi spdsobmi. Asi najelegantnejsi je nasledovny:
Predpokladajme, ze mame dany bod B (polohu faziska z prvej podialohy) a vrcholy Vi, Va,
..., V, mnohouholnika. Zadefinujme U4 g ako uhol zvierany medzi polpriamkami BA a BC,
pricom ak bod C' je nalavo od polpriamky BA, velkost uhlu je zdporné (interval (—m,0)),
v opa¢nom pripade je kladna (interval (0, 7)). Inymi slovami, ak prechddzame k bodu proti
smeru hodinovych rudiciek, uhol sa bude zmensSovat, v smere hodinovych ruci¢iek sa bude
zvacSovat.

Pre konvexny mnohouholnik plati nasledovné tvrdenie: Ak sa bod B nachadza vnutri
mnohouholnika, plati, Ze suma uhlov Uy, gy, y1Je2mv pripade pravotoc¢ivého mnohouholnika

Sapc =

a —2m v pripade Tavoto¢ivého (za¢neme vrcholom V; a postupne obideme celych 27 jednym
zo smerov kym prideme naspif do vrcholu V;). Ak sa B nachddza mimo mnohouholnika,
tato suma bude nulova (je mozné najst taky vrchol, ktorym ked za¢neme, pojdeme najskor v
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smere hodinovych ruciciek (suma sa bude zvii¢Sovat) a po uréitom ¢ase zmenime smer (suma
sa bude zmensovat az sa dostaneme do vrcholu v ktorom sme zacali).

Toto tvrdenie vSak plati aj pre nekonvexny mnohouholnik, ¢o dokadZzeme. V kazdom ne-
konvexnom mnohouholniku existuje rez (tisecka medzi dvomi jeho vrcholmi nepretinajica
ziadnu stranu mnohouholnika), ktory mnohouholnik rozdeli na dva mnohouholniky. Opako-
vanim konec¢ného poctu tychto rezov dostaneme konec¢ny pocet konvexnych mnohouholnikov.

Tento fakt vyuzijeme pri dokaze nasej vety matematickou indukciou vzhladom na $truk-
taru mnohouholnika. Pre konvexné mnohouholniky sme uz vetu dokazali. Majme nekon-
vexny mnohouholnik M, ktory tseckou V;V; rozdelime na mnohouholniky M; a M;. Bez
ujmy na vseobecnosti, nech M; obsahuje vrcholy Vi, Va,... Vi, V;, Vi, ...V, a My vr-
choly V;,Vii1,...,V;. Z indukéného predpokladu veta plati pre mnohouholniky M; a M.
Zrejme plati, ze suma uhlov pre mnohouholnik M je:

Su = (Smy —Uv;Bv;) + (Smy, — Uvyy;) = Sy + Smy, — (Uvsv; + UvyBy;) = Suy + S,

KedZe bod B sa nemoze sucasne nachadzat v oboch mnohouholnikoch M; aj M, Sy
bude nadobudat hodnoty 427 prave vtedy, ked sa bude nachédzat vo vnatri mnohouholnika
M. Tym je veta dokazana.

Casové zlozitost algoritmu je O(N), kedze pre kazdt stranu mnohouholnika potrebujeme
kon$tatne vela vypoctovych operacii.

Listing programu:

#include <math.h>
#include <vector>

using namespace std;
#define EPS 1E-8

class Vrchol {
public:
double x, y;

/* Konstruktor vektoru */
Vrchol (double x, double y) { this->x = x; this->y = y; }

/* Dlzka vektoru */
double dlzka () { return hypot (this->x, this->y); }

/* Uhol vektoru */
double uhol () { return atan2 (this->y, this->x); }

/* Scitanie dvoch vektorov */
Vrchol operator+ (Vrchol v) { return Vrchol (this->x + v.x, this->y + v.y); }

/* Odcitanie dvoch vektorov */
Vrchol operator- (Vrchol v) { return Vrchol (this->x - v.x, this->y - v.y); }

/* Vynasobenie vektora konstantou */
Vrchol operator* (double r) { return Vrchol (this->x * r, this->y * r); }

/* Skalarny sucin vektorov */
double operator* (Vrchol v) { return this->x * v.y - this->y * v.x; }

};
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int main() {
int n;
vector<Vrchol> v;

scanf (“%d “, &n);

for (int i =0; i < n; i++) {
double x, y;

scanf (“%If %If “, &x, &y);
v.push_back (Vrchol (x, y));
}

v.push_back (v[01); /* v/n] = v[0] */

double obsah = 0;
Vrchol tazisko (0, 0);

for (int i = 0; i < n; i++) {
double tobsah = (v[i] * v[i + 1]1) / 2;

obsah += tobsah;
tazisko = tazisko + (v[i] + v[i + 1]) * (tobsah / 3);
}

tazisko = tazisko * (1 / obsah);
printf (“Tazisko sa nachadza na [%.2f, %.2f], “, tazisko.x, tazisko.y);

for (int i = 0; 1 < n; i++)
if ((v[i] - tazisko) .dlzka () < EPS) {
printf (“lezi v bode mnohouholnika [%.2f, %.2f]\n*, v[il.x, v[il.y);
return 0O;

}
double uhol = 0;

for (int i = 0; 1 < n; i++) {
/* Orientovany uhol medzi v[i], tazisko, v[i + 1] */
double uuhol = (v[i + 1] - tazisko) .uhol () - (v[i] - tazisko) .uhol (;

/* Normalizacia na interval <-PI, PI> */
if (uuhol < M_PI)

uuhol += 2 * M_PI;
if (uuhol > M_PID)

uuhol -= 2 * M_PI;

/* Ak je uhol M_PI, tazisko lezi na hrane */

if (M_PI - fabs (uuhol) < EPS) {
printf(“lezi na hrane [%.2f, %.21]-[%.2f, %.2f\n“, v[i]l.x, v[il.y, v[i+1].x, v[i+1]l.y);
return 0;

}

uhol += uuhol;

}

if (fabs (uhol) < EPS)

printf (“lezi mimo mnohouholnika.\n*) ;
else

printf (“lezi vnutri mnohouholnika.\n*) ;
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return 0O;

}

o opravoval MisSoF.
5. Opit desifrovat?! (max. 12 bodov)

Uspesne $ifru vyriesili len traja rieitelia. Trochu ma to sklamalo, lebo v podstate neslo o
ni¢ tazké. Cely potrebny postup bol v zadani... a vo vzorovom rieSeni prikladu 5 z minulej
série.

Ako na vec?

Zacneme tym, Ze si napiSeme funkciu, ktord bude hodnotit, nakolko nejaky text ,znie
dobre“ v danom jazyku. Budeme to robit presne podla popisu v zadani — spravime si Statis-
tiku tetragramov z nejakého (z webu potahaného, dostato¢ne velkého) textu v danom jazyku,
a potom pre dany text jednoducho spocitame v zadani definované ,prekvapenie®.

Majuc tuto funkciu, uz staci len najst spravny klaé. Tu pride k slovu hill climbing.
Zacneme z nejakého ndhodného kluca, teda ndhodnej permutéacie pismen. Vzdy, ked méame
nejaky klu¢, vyskasame v nom spravit nejaké drobné zmeny (vhodnou zmenou je napriklad
vymenit dvojicu pismen), a pre kazd pozrieme, ¢i desifrovany text vyzerd lepsie. Ak sa ndm
podarilo najst lepsi kIu¢, pokracujeme dalej s nim. Inak znovu zaéneme hladat z nejakej inej
nahodnej permutacie.

Prax ukéze, Ze tento postup, nakfmeny spravnou Statistikou tetragramov, dokaze Iubo-
volnt rozumne dlht (1504 znakov) substituéni sifru rozbit v priebehu sekind.

Preco je to tak? Vsimnime si ndhodny klIu¢. Ak sme trafili trebars len 2-3 castejsie
pismené, na miestach, kde st pri sebe, za¢inaji vznikat zrozumitelné tetragramy. Postup hill
climbingu potom postupne spravne doplni pismenad, ktoré sa v Sifrovom texte nachadzaju v
ich blizkosti, a tak dalej.

Uz zostévalo len spravne si tipntf jazyk (bola to neméina, uhadnut sa to dalo z neuveri-
telne velkej frekvencie najcastejSieho pismena) a bolo hotovo. Este dodam, ze vysledny text
zacéinal slovenskou vetou, aby to nebolo také Tahké.

Jedzte mrkvu, je zdrava.

Die Forscher glauben, dass der Effekt ein bereits bekanntes Phanomen widerspiegelt: Je
schwieriger eine Aufgabe ist, desto starker verzerrt sich die Wahrnehmung. Dem Wanderer
etwa erscheint ein Ziel weiter entfernt oder ein Hugel sehr viel steiler, wenn er einen schweren
Rucksack schleppen muss. Fur Reich und Arm gilt dasselbe: Eine Munze erscheint einem
Reichen sehr viel kleiner als einem Armen.

Fur Baseballspieler gilt also: Bei einer Pechstrahne steigert sich das Gefuhl, sich mehr
anstrengen zu mussen, weshalb der Ball schrumpft. Die Frage, die alle Neider umtreibt,
bleibt allerdings offen: Was war zuerst da? Der grosse Ball oder der Erfolg? Denn ob die
Treffsicheren so gut sind, weil der Ball fur sie schon immer grosser war, oder erst der Erfolg
den Ball wachsen lasst, wissen auch die Psychologen nicht.

A tak to je aj v sttaziach v programovani. Dolezitym krokom k tspechu je verit si. A
mrkva prospieva o¢iam :-)

Listing programu:

// another fine solution by misof
#include <iostream>

#include <cstdio>

#include <cmath>

#include <cctype>

using namespace std;
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#define REP(i,n) for(__typeof(n) i=0;i<(n);++1)
#define CHARS 26

int tetral[32]1[32][321[32]; // statistika tetragramowv

char CT[10000]; // sifrovy text

int CL; // dlzka sifroveho textu

char key[32] = “abcdefghijklmnopgrstuvwxyz“; // aktualny kluc

void loadTetragrams() // nacita statistiku tetragramov {{{
{
FILE *ftetra = fopen(“tetra.txt“, “r*);
if (Mftetra) { printf(“Can’t find tetragram stats -- tetra.txt\n“); exit(1); }
while (!feof(ftetra)) {
char buf[16]; int x; int A[4];
fscanf(ftetra, “%s %d “,buf,&x);
REP(@,4) ATli]l = bufl[il-’a’;
tetra[A[OJI[A[111[A[2]1]1[A[3]1] += x;
}
fclose (ftetra) ;
Y // 3}

void loadCiphertext() /// nacita sifrovy text {{{
{
string res; char ch;
CL=0;
while (1) {
if (scanf(“%c“,&ch) '= 1) break;
if (lisalpha(ch)) continue;
ch = tolower(ch);
CT[CL++] = ch;
}
CTI[CL]=0;
Y // 3}

double score(char *key) // zhodnoti ako dobre znie plaintext pre dany kluc {{{
{
double res = 0.0;
if (CL<4) return res;
REP(G,CL-3) {
int A[4];
REP(,4) Aljl=key[ int(CT[i+jl1-’a’) 1-’a’;
res += log( tetra[A[0JJ[A[1]1[A[2]11[A[3]1] + 1.0 );
}
return res;

Y // 3}

string decode(const string &CT, const string &key) // dekoduje podla kluca {{{
{

string res;

REP(,CT.size()) res += key[ int(CT[i]-’a’) 1;

return res;

Y // 1}

string inverseKey(const string &key) // spocita inverznu permutaciu kluca {{{

{
string res(CHARS,’ ?);
REP(i,CHARS) res[ int(key[i]l-’a’) ] = ’a’+i;
return res;

Y // 3}
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int main() {
srand (time(NULL)) ;
loadTetragrams() ;
loadCiphertext () ;
double best = -1.0;
random_shuffle( key, key+CHARS );

while (1) {
double localbest = -1.0;
double current = score(key) ;
int bi,bj;

// try all swaps
REP(,CHARS) REP(,1) {
swap (key [i] ,key [j1) ;
double toto = score(key) ;
if (toto > localbest) {
localbest = toto;
bi =1i; bj = j;
}
swap (key [i] ,key [j1) ;
}

// check for local improvement
if (localbest > current) {
swap (key [bi] ,key [bjl);

// check for global improvement
if (localbest > best) {
best = localbest;

printf(“\nnew best solution with value: %10.3f\n“,best) ;
string Sl=key, S2=inverseKey(key), S3=decode(CT, key) ;
printf(“key: '%s’\ninverse key: '%s’\n\nSOLUTION: ’%s’\n*,
Sl.c_str(),S2.c_str(),S3.c_str());
}
} else {
// do some changes
if (rand(&15 <= 7) {
random_shuffle( key, key+CHARS );
} else {
REP(@,5) {
int x=0,y=0;
while (x==y) { x = rand()%CHARS; y = rand(O%CHARS; }
swap (key [x] ,key[y]);
}
}
}
}
return 0;
}

// vim: fdm=marker:commentstring=\ \“\ %s:nowrap:autoread
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Vysledkova listina po 2. kole kategorie KSP

Meno a priezvisko | Skola Trieda 21 22 23 24 25| X

1 | Peresini Peter Gym. Tajovského B. Bystrica 4 72116 15 15 15 11|144
2 | Danilak Michal Gym. Hubeného BA 3 59115 2 15 11 12|114
3 | Bilka Ondfej Gym. Zlin 4 6510 10 12 10 107
4 | Imriska Jakub Gym. Jura Hronca BA 4 57115 14 3 14 103
5 | Feddk Matus Gym. Stard Luboviia 4 5815 7 15 3 3|101
5 | Herman Peter Gym. Jura Hronca BA 3 44|15 7 15 8 12]101
7 | Bundala Daniel Gym. Jura Hronca BA 4 57110 8 15 6 96
8 | Mikulas Jan Gym. Hali¢skd Lucenec 4 4015 1 15 15 86
9 | Rampések Ladislav | Gym. Jura Hronca BA 3 39|15 3 12 3| 72
10 | Kralik Martin Gym. Grosslingova BA 4 45 7 6 1 6| 65
11 | Petruchova Zuzana | Gym. Grosslingovd BA 4 33115 2 8 58
12 | Kova¢ Michal Gym. Grosslingova BA 4 26 8 2 8 5 5| 54
12 | Mikul4s Ondrej Gym. Hali¢skd Lucenec 3 35| 7 2 10 54
14 | Jergus Jan Gym. Alejova KoSice 3 31| 7 7 8 53
15 | Brezani Samuel Gym. Rajec 3 300 7 2 110 50
16 | Dudak Juraj Gym. Golianova Nitra 4 35| 6 2 5 48
17 | Windisch Martin Gym. Vrutky 4 45 45
18 | Tomcsanyi Gyorgy | Gym. H. Selyeho Koméarno 3 251 6 2 8 41
19 | Triska Martin Gym. P. de Coubertina Piestany 3 2007 2 3 5 3| 40
20 | Pavlicek Tomas SPSE Piestany 3 37 37
21 | Pancik Andrej Gym. Tajovského B. Bystrica 3 23| 5 8 36
22 | Okruhlica Adam Gym. Jura Hronca BA 3 0({15 4 3 8 3| 33
23 | Danko Juraj Gym. Jura Hronca BA 3 28 28
24 | Halamic¢ek Radovan | Gym. Jura Hronca BA 4 21 21
25 | Nagy Anton Gym. madarské BA 3 17| 3 20
26 | Sudolsky Michal Gym. Tajovského B. Bystrica 3 12 12
27 | Basista Peter Gym. P. Horova Michalovce 4 8 8
28 | Kosdy Martin Gym. Jura Hronca BA 1 of 7 7
28 | Sucha Martin Gym. Jura Hronca BA 2 of 7 7
30 | Hegedusova Monika | Gym. P. Horova Michalovce 4 0| 3 2 0 5
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