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Vzorové riesenia 1. kola letnej casti

Milé nase riesitelky, mili nasi riesitelia.

Dlhy a tazky bol porod tychto vzorovych rieseni. Hlavnou pri¢inou bolo velké stahovanie
celého KSP z miestnosti i33 do miestnosti T2. No, ¢o si budeme rozpravat, mozete byt radi,
Ze vaSe rieSenia nepadli stahovaniu za obef. Ked sa uZ prach usadil naspit na skrine a my
naspiit za pocitace, spisali sme vzorové rieSenia, zadali body, a tu to celé mate. Dobru chut!

Kto ¢ita len vysledkovku, bude blby ako tago!
KSPaci

; .. opravoval MMx
1. O lapezi (max. 15 bodov)

V tomto priklade sa dal naplno vyuzif postup nazyvany dynamické programovanie. Spoc¢iva v
tom, Ze problém, ktory potrebujeme riesit, si rozdelime na niekolko rovnakych podproblémov.
Ich riesenie potom vyskladdme z rieSeni mensich problémov, pri¢om niektoré buda natolko
trividlne, ze ich vieme vyrieSit hned.

Najprv si ukdzeme rieSenie zjednoduSeného problému, pri ktorom je bankoviek kazdého
typu Iubovolne vela. Budeme pouzivat pole A velkosti M. V fiom si budeme pre kazdua
sumu hodnét bankoviek pamitat, ¢i ju zatial vieme dosiahnut. Na zaciatku bude A[0] =1
a cely zvySok pola bude nulovy (teda na zaciatku nevieme dosiahnut Ziadnu sumu). Teraz
budeme postupne pridavat jednotlivé typy bankoviek. Typ bankoviek s hodnotou h pridame
nasledovne: Prejdeme celé pole, a ak najdeme sumu, do ktorej sa nevieme dostat, ale do
sumy o h menSej sa dostat vieme, tak sme prave nasli sposob, ako aj tito sumu dosiahnut.

Teraz sa eSte potrebujeme vyhnit tomu, aby sme pouzili viac bankoviek nejakého typu,
ako je v trezore. Na to pouzijeme pomocné pole pom, v ktorom si budeme pre kazda sumu
pamiitat, kolko najmenej bankoviek prave priddvaného typu potrebujeme pouzit na jej vy-
robenie. Ak najdeme sumu, ktorti vieme dosiahnuf pomocou préave pridavaného typu, ale
presiahli by sme tym pocet takychto bankoviek, tak ju jednoducho nepriddme. Toto pole
budeme aktualizovat zakazdym, ked zistime nejakii novi sumu, ktortd vieme dosiahnut.

Casové zloZitost takéhoto riesenia je O(N M), pretoze pre kazdy z N typov bankoviek
prejdeme celé pole velkosti M. Pamiitova zlozitost je O(M), pretoze nam sta¢i pamitat si
dve polia velkosti M. Za takéto rieSenie sa dalo ziskat 15 bodov. 12 bodov sa dalo ziskaf za
rieSenie, ktoré prehladévalo pole A pre kazda bankovku zvlast, teda malo zlozitost O (N Mp),
kde p = max{p;}. Za rieSenie, ktoré skusalo vsetky kombinacie po¢tov bankoviek pre jednot-
livé typy, sa dalo ziskat 9 bodov. Vyskytli sa ale aj rieSenia, ktoré pre kazdu bankovku zv1ast
urcovali, ¢i vo vyslednej sume bude alebo nie. Toto je ale zbytoc¢né, pretoze ak sa rozhodnem
zobraf n; bankoviek s hodnotou h;, potom je jedno, ktort n;-ticu vyberiem, vSetky budt mat
rovnakt hodnotu. Najviac bodov za takéto riesenie bolo 7. O body sa dalo prist za chybajuci
alebo nedostato¢ny popis, zly odhad zlozitosti alebo chybajici program.
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2 O Zazvorovom pive 111

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <strings.h>

int main(void) {
int n, m, h, p, vysledok=0;
scanf(“%d %d“, &n, &m);
int a[m], pom[m];
bzero(a, mx*sizeof(int)); al[0]=1;

for (int i=0; i<n; i++) {
scanf(“%d %d“, &h, &p);
bzero(pom, m#*sizeof(int));
for (int j=h; j<m; j++)
if (aljl==0 && alj-hl==1 && poml[j-hl<p) {
aljl=1; poml[jl=poml[j-h]l+1;
if (vysledok<j) vysledok=j;

}
}
printf(“%d\n*“, vysledok);
return 0;
}
) . opravoval KuKo
2. O Zazvorovom pive III (max. 15 bodov)

Ahojte, pozdravuje vas Zacharias, ze dakuje za programy, méte to uiitho. Aj ja to mam utiho,
za to, ze som tie vaSe rieSenia pobodoval a Ze som to pobodoval takto:

e O(N?) (alebo O(M log N)) bolo najlepsie — 15 bodov

e nasli sa taki, ¢o mali O(M log N), ale nevedeli o tom — 14 bodov

e O(ZN?), kde Z je pocet zévoznikov — 11 bodov

e horsie — menej

Vsetci (o nieco poslali) sa dovtipili, Ze tu ide o najkratsie vzdialenosti, resp., Ze ak zistia
najkratsie vzdialenosti pre mestd, tie cesty sa uz nejak dobusia (dokopt). A naozaj, majme
mestd A a B, pricom do mesta A méa najblizsie zadvoznik z4, do B zase zp a vzdialenosti do
tychto miest st d4 a dg. Potom cast cesty medzi A a B bude maf na starosti z4, ¢ast zp
(nevyluéujeme ani, ze z4 = zp). Este dlzku cesty medzi A a B oznaéme w,p a podiel, ktory
okupuje z4 nech je z (0 < x < 1). Na ceste medzi A a B (ak z4 # zp) je miesto, ktoré je
rovnako vzdialené od z4 ako od zp a tu plati rovnost da + 2 - wap = dg + (1 — ) - wap.
Odtial x = (dp — da)/2wap + 1/2.

A ako nédjdeme tie najkratsie cesty? Pouzijeme algoritmus uja Dijkstru. Dijkstra, Dijks-
tra, Dijkstra. .. napriek tomu, Ze je to notoricky znamy algoritmus, meno uja , Dijkstru“ sa
nam v rieseniach neustéle komoli'. Nie je to ani Dijkster, ani Djikstra, ani Dixtra, ani len
ta Dijkstra, je to Edsger Wybe Dijkstra. Takze vy, ¢o neviete napisat , Dijkstra“, si to teraz
skiste 3x napisat. A vy, ¢o neviete napisat ,,Dijkstru“ (teda naprogramovat Dijkstrov algo-
ritmus :)) si ho po precitani nasledujuceho odseku skuste tiez 3x napisat. ZvySok nemusi
nasledujuci odsek citat.

Majme taktto ulohu: dané st mesta a cesty medzi nimi. Tieto cesty maju vSetky kladni
dlzku (ina¢ by to nefungovalo). ,Vypichnuté“ je jedno mesto (budeme ho volaf ,start“), z

'to sa nam stat neméze, pretoze vzoraky si po sebe &itame :) ...na druhej strane, my si ich ¢itame aj navzijom,
¢o vy by ste nemali
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O Zdzvorovom pive ITT 3

ktorého chceme vediet najkratsie cesty vSade inam. Ako na to? Mestd budeme mat rozdelené
do dvoch skupin: V skupine H (ako hotovo?) budt mest4, o ktorych vieme na betén povedat,
ako st daleko. Na zaciatku to vieme povedaf iba o Starte — ten je zo Startu vzdialeny 0 (slovom
nula). Ostatné mest4 st v druhej skupine. Pre ne pozndme dlzku najkratej cesty, ktora ide
iba cez hotové mesta (tie zo skupiny H). V kazdom kroku vyberieme z eSte nehotovych
miest to mesto m, ktoré ma tuto vzdialenost najmensiu — mesto, ktoré je od Startu najblizsie
(ak budeme chodif iba po hotovych mestach). Vtip je v tom, Ze Ziadna cesta, ktoréd ide
cez nehotové mestd nie je kratSia. Skuste si takt cestu predstavit — akonédhle prideme do

.....

.....

cupitaju po hotovych mestach ale vobec zo vSetkych ciest do m. A preto je tato vzdialenost
,skutoéna® — s mestom m sme teda hotovi. Teda m mézeme pridat medzi hotové mesté. Co
vSak eSte musime urobit je upravit nehotovym mestam ich vzdialenosti. Povedali sme si, Ze
pre nehotové mesta vieme dlzku najkratsej cesty cez hotové mesta. Ked vSak do H pridame
aj m, mozu tieto cesty chodif aj cez m. Jediné mestd, ktorym sa vzdialenost mohla zmenit
su vSak iba susedia mesta m. Pozrieme sa teda na vSetkych susedov m a ak je cesta cez m
kratsia ako doteraz najdenéa, upravime im vzdialenosti.

Uf, tak som to vopchal do jedného odstavca, ti ¢o skakali, chytajte sa, tu sme. Ako
Dijkstrov algoritmus vyuzijeme v nasej povodnej tilohe? Nuz jeden horsi spdsob je pouzit ho
Z-krat — od kazdého zavoznika. Tak pre kazdé mesto zistime najkrat$iu vzdialenost od kaz-
dého zévoznika a z nich vyberieme najmensiu. Tak dostaneme riesenie s ¢asovou zlozitostou
O(ZN?).

D4 sa lepsie. Vratme sa k popisu Dijkstrovho algoritmu: ,,Mesta budeme mat rozdelené do
dvoch skupin: V skupine H budt mesté, o ktorych vieme na betén povedat, ako st daleko.*
Ked sme chceli vedief vzdialenost od jedného mesta (Startu), zaradili sme do skupiny H iba
Start — o iom jedinom sme na zaciatku vedeli povedat, ako je daleko od $tartu, a to 0 (slovom
nula). Nasa tloha je podobné — akurat chceme vediet vzdialenost od nejakej skupiny miest.
Algoritmus bude rovnaky, akurat na zac¢iatku nebude v H jediny vrchol (Start), ale vSetci
zavoznici — o nich vieme povedat, akti maji najkrat$iu vzdialenost, a to je 0 (slovom nula).

A to je vSetko.

Listing programu:

#include <cstdio>

#define INFTY 10000000

#define REP(i,n) for(int i=0;i<(n);++1)
#define FOR(i,a,b) for(int i=(a);i<=(b);++1i)

int n, z, m; // pocet miest, zavoznikov a ciest
int a[1000][1000]; // matica vzdialenosti

int dist[1000]; // dlzka najkratsej cesty do vrcholu
int zav[1000]; // najblizsi zavoznik

int done[1000]; // je vrchol uz spracovany?

int main() {
scanf (“%d %d %d“, &n, &z, &m);
REP(,n) REP(,n) alil[j] = INFTY;
REP(i,n) { dist[i]=INFTY; donelil=0; }
REP(@,z) { distlil=0; zavl[il=i; }
REP(i,m) {

int x, y, w;

2povodne som cheel mat skupinu AB ako ,a basta“, no ale. . .

Shotovi v zmysle ,na tomto uz nebudeme ni¢ menit, mézeme sa pohnut dalej*, nie v zmysle ,,uneseni®
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4 Odpovedz, je tam hrana?

scanf (“%d %d %d“, &x, &y, &w); --X; --y;
alx] [yl = alyl[x] = w;
}

int min, v;
REP (k,n) {
// najdeme najgblizsi nespracovany vrchol v
min=INFTY;
REP(@,n) if ('donel[i] && dist[il<min) { min=dist[i]; v=i; }
// spracujeme ho
REP(,n)
if (dist[v]+alv][i] < dist[i]) {
dist[i] = dist[v]+alv][il;
zav[i] = zavl[v];
}
done[v]=1;
}

REP(,n)
FOR(j,i+1, n-1)
if (alil[j1 '= INFTY) {

printf (“cesta z %d do %d:\n“, i+1, j+1);

if (zav[i] == zav[j]) printf(“ na tejto ceste je sefom %d\n“, zav[i]l+1);

else {
int x = (dist[j]1-dist[i]1)*50/ali] [j1+50;
printf (“ zavoznik %d ma %d%% cesty\n“, zav[il+1, x);
printf (“ zavoznik %d ma %d%% cesty\n“, zav[jl+1, 100-x);

}
}
return 0;
}
. opravoval Lukas
3. Odpovedz, je tam hrana? (max. 15 bodov)

Velmi ste ma nepotesili,* lebo prislo len jedno optimdlne rieSenie. Ale podme pekne po
poriadku. Najpomalsie rieSenie pracovalo v ¢ase O(1) na predpocitanie a v ¢ase O(N) na
jednu otazku. Na zaciatku ni¢ nespravime a pri kazdej otédzke prejdeme cely zoznam hran,
¢i sa tam dand hrana nachadza. Za takéto rieSenie sa dalo ziskat 7 bodov.

Zrychlenie na O(Nlog N) a O(log N) sa dalo dosiahnut tak, Zze hrany si na zaciatku
utriedime. Hrany porovnavame najprv podla prvého vrcholu. Ak maju rovnaky prvy vrchol,
porovname ich podla druhého vrcholu. Ked méame hrany utriedené, vieme v nich bindrne
vyhladavat v ¢ase O(log N). Za takéto rieSenie som daval 10 bodov.

Objavili sa tiez dve rieSenia vyuzivajice haSovanie. Prvé vyuzivalo hasovanie zretaze-
nim. Predstavme si, ze mdme K spajanych zoznamov. Ked priddvame hranu (u, v), najprv si
pomocou haSovacej funkcie vyratame poziciu spajaného zoznamu, do ktorého mame pridat
tto hranu. Hagovacia funkcia moze vyzeraf napriklad takto: h(u,v) = (47u +42v + 63(u? +
v?)) mod K. Chceme totiZ, aby funkcia rozmiestiiovala hrany priblizne rovnomerne. Vkla-
danie je v konstantnom ¢ase a vyhladavanie priemerne v ¢ase O(1 + M/K). Druhy pristup
vyuziva tabulku velkosti K a pre hranu (u,v) pomocou haSovacej funkcie® najde poziciu v
tabulke, kam sa ma tato hrana vlozit. Ak je uz tato pozicia obsadend, hladéa najblizsiu volna

4Alebo zeby ,nie velmi ste ma potesili“?

Smoze byt rovnaka ako v prvom pripade
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Odpovedz, je tam hrana? 5

za 1iou. V tomto pripade je hladanie aj vkladanie rovnako rychle — v priemernom pripade®
to je O(1/(1 — 2£)). V obidvoch rieseniach je preto vhodné zvolit K > 2M. Problémom
haSovania je, Ze v najhorSom pripade sa ndm moze Casova zlozitost velmi zhorsit. Takéto
rieSenie bolo odmenené 13 bodmi.

Vsetky doteraz spomenuté rieSenia vobec nevyuzivali fakt, Ze graf je planarny. Vieme,
ze M < 3N — 6. Stucet stuptiov vrcholov je 2M, z ¢oho méame 2M < 6N — 12. Ukézeme, zZe
v plandrnom grafe je aspon jeden vrchol so stupnom najviac 5. Sporom, nech maji vSetky
vrcholy stupen asponi 6, potom je sucet stupniov aspon 6N, ¢o je viac ako 6N — 12. Teda
takyto graf nemodze byt planarny, ¢o je spor.

Nech v je taky vrchol grafu, ktorého stupen je najviac 5. Ked ho z grafu odoberieme,
dostaneme zase planarny graf. V tomto mensom plandrnom grafe musi znova existovat nejaky
vrchol so stuptiom najviac 5. Takto vieme pokracovat, az kym sa ndm neminu vSetky vrcholy.
Nech vy, ..., v, st postupne vrcholy, tak ako ich odoberame z grafu. Zavedme funkciu c(v;) =
i. Vsimnime si situaciu, ked odoberame z grafu vrchol v;. Do podgrafu s vrcholmi v; 11, ..., v,
z neho vedie najviac 5 hran. Preto spravime nasledovnu vec: vytvorime novy orientovany graf.
Ak v povodnom grafe bola hrana medzi v; a v; pricom ¢ < j, v novom grafe bude orientovana
hrana z v; do v;. Z kazdého vrcholu preto vychadza najviac 5 hran. Potom pri otdzke na
hranu medzi vrcholmi v; a v; si pozrieme vSetkych susedov vrchola v;. Tychto susedov je
vSak najviac 5, preto otazku vieme vybavit v konstantnom case.

Teraz sa podrobnejSie zamyslime nad implementaciou. V prvej faze pouzijeme front
(,fronta“ je po éesky).” Najprv do frontu vlozime vietky vrcholy, ktoré maji stupeii najviac
5. Ked vrchol vyberdame z frontu, znizujeme stupen susednym vrcholom (odoberdme hrany z
grafu). Ak sa pri tom stane, ze niektory vrchol ma stupen mensi alebo rovny 5, pridame ho
na koniec frontu. Zaroven si pre kazdy vrchol znacime, kedy sme ho odobrali z grafu. Potom
si vyrobime novy orientovany graf. Nech pre hranu medzi vrcholmi u a v plati c(u) < ¢(v)
(teda vrchol u sme odobrali skor). Potom si do spdjaného zoznamu vo vrchole u vlozime
ako suseda vrchol v. Kazdy vrchol priddme do frontu raz a kazda hranu spracujeme najviac
dvakrét, preto je ¢asové zlozitost predspracovania O(N + M) = O(N).

Ked pride otdzka na hranu medzi v a v, najprv zistime, ktory vrchol sme odobrali z
grafu skor (nech je to u). Potom sa pozrieme, ¢i medzi susedmi vrchola u je vrchol v. Tychto
susedov je najviac 5, takze tato faza ma casovu zlozitost O(1).

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <list>
#include <queue>
using namespace std;

int main() {
int n, m; cin>>n>>m;
list<int> h[100], vysl[100];
for (int i=0; i<m; i++) {
int a, b; cin>>a>>b;
a--; b--;
h[al.push_back(b); h[b]l.push_back(a);
}

vector<int> p(n);
for (int i=0; i<n; i++) pl[il=h[i].sizeQ;
queue<int> f;

Sodhad zlozitosti je nad ramec tohto prikladu

"Nie vietci vedtci KSP sa stotoZfiuju s tymto nazorom. Vyberte si :-)
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6 O skokanoch

int poc=0;
vector<int> c(n, -1);
//najprv ddme do frontu véetky vrcholy so stupriom menej ako 6
for (int i=0; i<n; i++) if (p[il<=5) {
f.push(@);
clil=poc++;

}

while (!'f.empty()) {
int u=f.front(); f.popQ);
//odoberieme z grafu vsetky hranu idiuce z tohto vrcholu
for (list<int>::iterator it=h[u].begin(); it!=h[ul.end(); it++)
if (c[*itl==-1) if (--p[*it1<=5) {
f.push (*it) ;
c[*it]=poc++;

}

//vyrobime novy orientovany graf
for (int i=0; i<n; i++)
for (list<int>::iterator it=hl[i].begin(); it!=h[i]l.end(); it++)
if (c[*it]l>c[i]) wvyslli].push_back(*it);

int k; cin>>k;

for (int i=0; i<k; i++) {
int a, b; cin>>a>>b;
a——; b--;

if (c[al>c[bl) swap(a, b);

bool ok=false;

for (list<int>::iterator it=vysl[al.begin(); it!'=vysllal.end(); it++)
if (*it==b) ok=true;

if (ok) cout<<“Ano‘“<<endl; else cout<<“Nie“<<endl;

opravoval Palo
4. O skokanoch (max. 15 bodov)

Prislo velmi mélo rieSeni tohoto prikladu, z toho len par spravnych. Bodovalo sa Tahko. Za
korektné rieSenie beziace v ¢ase O(N log X) sa dalo ziskat 15 bodov — N je pocet skokov a
X je najvicsia suradnica skokov na vstupe. Kazdé iné korektné rieSenie mohlo dostat aspori
10 bodov podla svojej ¢asovej a pamiitove] zlozitosti. Nefunkéné riesenia dostali maximélne
6 bodov. Body boli strhnuté hlavne za chybajici program a zly odhad zlozitosti. Za¢nime
priamo vzorovym rieSenim:

Pokusime sa zjednodusit popis skokanov. Ukdzeme, ze teritérium kazdého skokana vieme
popisat jednozna¢ne pomocou najviac dvoch skokov. Potom stac¢i uz iba porovnat, ¢i obe
teritérid maju rovnaké popisy — t.j. ¢i st popisané rovnakym poc¢tom skokov a ¢i st tieto skoky
totozné. Konkrétne ukézeme, Ze teritérium kazdého skokana lezi celé na priamke (popiSeme
ho len jednym skokom) alebo ho celé vieme jednoznacne popisat dvomi skokmi, z ktorych
jeden je dokonca rovnobezny s z-ovou osou. Kvoli lah§iemu vyjadrovaniu ofarbime policka
patriace teritdriu na zeleno — budeme ich volat zelené policka. Ostatné budi nezelené policka.
Rozoberme niekolko pripadov podla po¢tu skokov, ktorymi je skokan urceny:
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O skokanoch 7

e Skokan je urceny len jednym skokom v = [v,,v,]. Potom jeho teritérium lezi na jednej
priamke a tvoria ho policka tvaru [kv,, kv,], pre k € Z. Takéto teritérium vieme uréit
niektorym z dvoch skokov: v = [vg, v,y] @ —v = [—vg, —vy]. My si z nich vyberieme kvoli
jednoznacnosti taky, ktory skidce doprava (mé kladna z-ova stradnicu). V pripade, ze
st rovnobezné s y-ovou osou, si vyberieme taky, ktory skice hore (mé kladna y-ovou
stradnicu).

e Skokan je urceny dvomi skokmi v = [v,,vy| a s = [s4, s,], ktoré si linedrne zavislé —
t.j. jeden je nadsobkom druhého. Aj v tomto pripade teritérium lezi na priamke. Ktoré
policka do neho patria? Najprv predpokladajme, Ze vSetky stradnice oboch skokov
st kladné. Pozrime sa na zelené policko p = [pg,p,] s najmensou kladnou z-ovou
stradnicou. Na policko p vieme doskodit, teda p vieme zapisaf v tvare p = av + bs
t.j. pp = avy + bsy, py = avy + bsy, kde a,b € Z. Je jasné, Ze p, je najmensie kladné
¢islo s takou vlastnostou. Takisto aj p, je najmensie ¢islo s takou vlastnostou. Neskor
ukézeme, Ze p, = nsd(vg, s;) a p, = nsd(vy, s,), kde nsd znaci najvicsieho spolo¢ného
delitela svojich argumentov.

Takze sa vieme dostat na Iubovolné poli¢ko tvaru [kp,, kp,], kde k € Z. Z policka [0, 0]
sa pomocou nejakej sekvencie skokov dostaneme na policko [p,, p,], z neho tymi istymi
skokmi na [2p,,2p,| a indukciou dalej. Opa¢nymi skokmi sa dostaneme na opac¢né
policka.

Na ostatné policka na priamke nevieme skocit, lebo to by znamenalo, Ze vieme preska-
kat z nejakého policka na poli¢ko k nemu blizsie ako je vzdialenost p od [0, 0]. Teda by
sme aj z policka [0, 0] tymi istymi skokmi preskakali na policko blizsie k [0, 0] ako je p.
Teda vsetky policka teritéria sa potom daju zapisat v tvare [kp,, kp,|. Teda teritérium
ma rovnaky tvar ako v predchadzajicom pripade a skok, ktory ho urcuje si vyberieme
pomocou rovnakych kritérii.

Ostatné pripady, ked nejaka stradnica v alebo s je zapornd, prevedieme na horeuvedeny
pripad. Najprv zistime p’ = [p,p,] = [nsd(|vz|,[sz]), nsd(|vyl, |sy|)]. Potom podla
orienticie priamky urcenej skokmi v a s zistime korektné znamienka pre p;, resp. p; —
staci zistit cez ktoré kvadranty priamka prechadza.

e Skoky v = [vz,vy] a s = [s;,5,] nie st linedrne zavislé, teda jeden nie je nasobkom
druhého, t.j. vy/s. # vy/sy, t.j. vzsy — vysy # 0. V tomto pripade skoky tvoria
rovnobeznikovi sief — jednym skokom skdceme po priamke, druhym tato priamku
postuvame.

Najprv trochu neformélne: Na naSu rovnobeznikovu siet trochu zaskulime a zistime,
ze je vlastne tvorend aj inymi rovnobeznikmi nez tymi zo vstupu. Konkrétne takymi,
Ze jedna z ich stran je vodorovné (druhd nemusi byt). Teda celé teritérium vieme urcit
dvomi skokmi: ¢ = [c;,0] a d = [d;, d,]. Formalnejsie:

Pozrime sa na Iubovolnii vodorovni priamku. Bud na nej nie je ziadne zelené policko,
alebo je ich tam nekonecno. Totiz ak je tam nejaké policko b = [b,, b, ], tak ak s, krat
skoc¢ime skokom v a v, krat skokom —s, tak prideme na policko b’ = [b, + v;s, —
VySg, by] # b, ktoré lezi na tej istej vodorovnej priamke. Z neho vieme skakat dalej na
dalsie policka rovnakym spdsobom. Nech najblizsie zelené poli¢ko napravo od policka
b na tej istej vodorovnej priamke je ¢ = [by + ¢z, by]. Potom z rovnakych pri¢in ako
v predchadzajicom pripade sa vSetky zelené policka daju pisat v tvare [b, + kcy, by],
kde k € Z.

Pozrime sa na z-ovi os a k nej najblizsiu vodorovnu priamku ¢ s aspon jednym zelenym
polickom s kladnou y-ovou stradnicou d,. Premyslite si, Ze y-ové stradnice vSetkych
neprazdnych vodorovnych priamok musia mat tvar kd,, kde k € Z. Zoberme si nejaké
zelené policko d = [d,,d,] na priamke g. Potom na vodorovnej priamke s y-ovou
stradnicou kd,, lezi zelené policko [kd,, kd,] a teda vSetky zelené policka na nej majt
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8 O skokanoch

tvar [kdy + lcg, kdy], kde k,l € Z. Teda na kazdé zelené policko vieme doskakat iba
skokmi ¢ a d. Takze uz len treba vypocitat c,, dg, d,,.

Najprv vypocitame c,. Vieme, ze ¢ = av+bs, pre nejaké a,b € Z. Teda ¢, = av, +bs,,
0 = av, +bs,. Vieme, ze s, a v, nemodzu byt sucasne 0 (skoky by boli linedrne zavislé).
Bez ujmy na vSeobecnosti s, # 0. Vyjadrime si b z druhej rovnice a dosadime do prvej.
Po tprave dostaneme ¢, = a(v;Sy — vys;)/sy = ah/sy, kde h = v;s, — vys,. Hladame
také a, 7e ¢, je najmensie celé ¢islo spliiajuce dant rovnost. Upravme zlomok h/sy
na jeho zakladny tvar %, t.j. vykratme ho g = nsd(h,s,). Dostaneme, zZe c, = au/v.
KedZe v nedeli u, musi delit a. Najmensie také nenulové a delitelné v je samozrejme
priamo v, takze a = v = s, /g. Teda c; = by(vysy — vy5z)/ n8d(by, V3 Sy — VySg).

Ako vypocitat d? Vieme, ze d, = av, + bs;, dy, = av, + bs,, pre nejaké a,b € Z.
Chceme najmensie kladné d,, s danou vlastnostou. Uz som slubil, Ze neskdr ukazem, ze
d, = nsd(vy, s,). Dalej neskor ukazem, ako ndjst nielen d, ale aj koeficienty a,b € Z
také, ze d, = av, + bs,. Ked vieme a, b, tak fahko spocitame aj d,.

Este sme zabudli na jednoznac¢nost. ¢, a d, st urcené jednoznacne. Ak skokan vie
doskakaf na d = [d,, d, |, tak vie doskakat aj na policka tvaru [d, —kc,, dy], kde k € Z.
Z takych si vyberieme ten s najmensou kladnou z-ovou stradnicou, teda celé teritérium
je jednoznacne urcené skokmi ¢ = [c;, 0] a d' = [d, mod ¢, d,].

e Skokan je urceny aspon tromi skokmi. Nech je skokan urceny prave tromi skokmi a,
b, c. Ak s niektoré dva z nich linearne zavislé, tak z tych dvoch vyrobime jeden skok
urcujici rovnaké teritérium ako poévodné dva. Dostaneme dva skoky, ktoré upravime
vys§ie spomenutym spdsobom. Ak Ziadne dva nie su linearne zavisle, tak zo skokov a,
b vyrobime skoky ti, to, kde t; je vodorovny skok. Potom zo skokov t,, ¢ vytvorime
skoky t3, t4, kde t3 je vodorovny. t3 a t; st obidva vodorovné, vytvorime z nich jeden
vodorovny skok t5. Teda skoky ts = [t5,,0] a ty = [ta,,ts,] urcuji rovnaké teritd-
rium ako skoky a, b, c. Kvoli jednoznacnosti este namiesto skoku ¢4 zoberieme skok
ty = [ta, mod t5,,t4,]. Co ak st na vstupe viac ako tri skoky? Nacitame prvé tri a
spracujeme ich — t.j. dostaneme k nim najviac dva ekvivalentné. Nac¢itame dalsi skok,
spracujeme a znovu mame najviac dva k nim ekvivalentné, atd. Takto pre kazdé terito-
rium dostaneme jednoznacne najviac dva skoky, ktoré ho celé urcuju a pre porovnanie
teritdrii staci porovnat tieto skoky.

Este treba ukazat, ako pre dané celé nezaporné ¢isla x, y néjst najmensie také s, Ze s sa
da pisat v tvare s = ax + by, a,b € Z. Ukdzeme, ze s = nsd(z,y).

Najprv si povedzme niec¢o o tom, ako spocitat najvicsi spolo¢ny delitel x a y. Bez ujmy
na vSeobecnosti nech x > y. Ak y = 0, tak zjavne nsd(x,0) = z. Inak x vieme pisat v tvare
x = ty+r,kder < y (r je zvySok x po deleni y). Na domécu tlohu dokazte, Ze v tomto pripade
nsd(x,y) = nsd(y,r). Priklad prace algoritmu: nsd(360,294) = nsd(294, 360 mod 294 =
66) = nsd(66,30) = nsd(30,6) = nsd(6,0) = 6. Algoritmus vzdy skonéi, lebo sa vola vzdy s
mensimi parametrami. Tento algoritmus je jednym z najstarsich zndmych algoritmov a vola
sa po svojom objavitelovi Euklidov algoritmus. VSimnime si, ze vzdy sa nam aspoii jeden
z parametrov zmens$i aspon 2-krat, teda celkova casové zlozitost Euklidovho algoritmu je
O(log ). Pamitova zlozitost je tiez kvoli rekurzii O(logx) — pre kazdé volanie si minimalne
musime na zasobniku pamétat jeho parametre.

Teraz ukazeme, ze nsd(z,y) sa da pisat v tvare nsd(z,y) = ax + by. Dokdzeme to induk-
ciou od po¢tu krokov, ktoré potrebuje Euklidov algoritmus na spocitanie nsd(z,y). Rozsirme
Euklidov algoritmus tak, ze nam vrati nielen najvicsi spoloény delitel, ale aj hodnoty a, b tak,
ze nsd(z,y) = ax + by. Ak y =0, tak nsd(z,0) =2 = 1l +0y, tedaa=1a b= 0. Ak y # 0,
teda x = ty + r, tak sa rekurzivne zavolame na nsd(y,r) a dostaneme hodnoty ¢, d tak, ze
nsd(y, r) = cy+dr. Potom ale nsd(x, y) = nsd(y,r) = cy+dr = cy+d(x—ty) = de+(c—dt)y,
tedaa=dab=c—dt;t=xdivy, kde div je celocCiselné delenie.
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O skokanoch 9

Este musime ukazaft, Ze nsd(z, y) je najmensie také kladné s, ze s = ax + by. Lubovolny
spolo¢ny delitel a a b deli aj vyraz ax + by, teda Specialne aj nsd(zx,y) deli s = ax + by. Teda
vSetky pripustné ¢isla s st ndsobkami nsd(z,y) a teda nsd(z,y) musi byt z nich najmensie
kladné.

Celkova ¢asova zlozitost je teda O(Nlog X), kde N je pocet skokov na vstupe a X
je najviicsie ¢islo na vstupe (pre kazdy skok voldme konstantne vela krat funkciu nsd).
Paméftova zlozitost je potom O(log X).

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <cmath>
#include <vector>
#include <utility>
#include <algorithm>
#define PII pair<int,int>
#define X first

#define Y second

using namespace std;
int modulo(int a, int b) { if (a%b < 0) return b+alb; return a¥%b; }

int gcd(int a, int b, int &k, int &l) {
if (b==0) { k=1; 1=0; return a; }
if (a<b) return gcd(b,a,l,k);
int ret=gcd(b,a%b,k,1);
int tmp=k;
k=1; I=tmp-(a/b) *];
return ret;

int transform(PII &v1, PII &v2) {

int tmp, tmp2;

if (v1.X*v2.Y==v1.Y*v2.X) { //su linearne zavisle ?
PII ret=PII(gcd(abs(vl.X), abs(v2.X),tmp,tmp2),

gcd(abs(v1l.Y), abs(v2.Y), tmp, tmp2));

if (v1.X*v1.Y<0) ret.Y=-ret.Y;
vl=ret;
return 1;

} else {
if (v2.Y==0) swap(vl,v2);
int cx=abs(vl.X*v2.Y-vl.Y*v2.X)

/gcd(abs(vl. X*v2.Y-v1.Y*v2.X) ,abs(v2.Y),tmp,tmp2);

int dy=gcd(abs(vl.Y), abs(v2.Y), tmp, tmp2);
int dx=modulo((tmp*vl.X+tmp2*v2.X) ,cx);
v1=PII(cx,0);
v2=PII(dx,dy);
return 2;

}

int spracuj(PII &vl, PII &v2) {
PII v3;
int n,poc;

scanf(“%d %d %d “, &n, &vl1.X, &v1.Y);

if (v1.X<0) { v1.X=-v1l.X; vl.Y=-v1l.Y; }
poc=1;
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for (int i=1;i<n;i++) {
scanf(“%d %d“, &v3.X, &v3.Y);
if (poc==1) {
poc=transform(vl,v3);
v2=v3;
} else {
transform(v3,v2); transform(vl,v3);
v2.X=modulo(v2.X,v1.X);
}
}

return poc;

}

int main() {
int pocl,poc2;
PII v1,v2,s1,s2;
pocl=spracuj(vl,v2); poc2=spracuj(sl,s2);
if (pocl==poc2 && vl==sl && (pocl==1 || v2==s2)) { printf(“ANO\n*); return 0; }
printf (“NIE\n*) ;
return 0O;

. , s e s opravoval MisoF.
5. Optimalna cestna siet (max. 15 bodov)

Prvou moznostou, ako sa popasovat s touto tlohou, bolo zjednodusit si ju. Nebudeme stavat
ziadne krizovatky, len pospdjame niektoré dvojice miest tak, aby vznikla stvisla cestnd siet.
Takto sme dostali problém, ktorému sa v odbornej literatire nadéava najlacnejsia Euklidovska
kostra.

Existuju velmi efektivne algoritmy, ktoré tuto tlohu riesia. My vSak mozeme ist este o
krok dalej — zabudneme na to, Ze mesta st body v rovine. Situéciu si popiSeme jednoducho
grafom. Vrcholy budi mesté, medzi kazdymi dvoma vrcholmi ddme hranu, ktorej dizka je
rovnd priamej vzdialenosti zodpovedajicich miest.

V tomto grafe chceme ndajst najlacnejsiu kostru, teda taki mnozinu hran, po ktorych
sa da prejst medzi lubovolnymi dvoma vrcholmi a ktord mé spomedzi vSetkych takychto
mnozin najmensi sucet dizok hran.

Nie je tazké prist na to, ze najlacnejsia kostra bude urcite strom, teda nebude obsahovat
Ziadne kruznice. Z kruznice by sme totiz mohli Tubovolni jednu hranu bez porusenia suvislosti
vyhodit.

V struénosti popiseme algoritmus panov Jarnika a Prima, ktory hovori, ako najst v grafe
s N vrcholmi najlacnejsiu kostru v ase O(N?).

Vrcholy budeme mat rozdelené na dve mnoziny: uz spojené vrcholy S a ostatné, eSte
nespojené vrcholy O. Pre kazdy vrchol v € O si budeme pamitat k nemu najblizsi vrchol z
S (oznacime ho n(v)) a hodnotu d(v), ¢éo je vzdialenost z v do n(v).

Na zaciatku ddme do S jeden lubovolny zaciato¢ny vrchol z. Pre kazdy iny vrchol v bude
n(v) = z a d(v) vzdialenost z v do z.

V kazdom kroku algoritmu vyberieme z O ten vrchol x, ktory mé najmensiu vzdialenost
d(z), a zodpovedajticou najkratsou hranou ho pripojime k S. Co sa teraz stalo? Niektorym
vrcholom v € O sa mohol zmenit najblizsi vrchol z S (teda n(v)) na x. Prejdeme preto vSetky
vrcholy z O a pre kazdy v € O pozrieme, ¢i je vzdialenost z  do v mensia ako d(v), a ak
ano, prislusny zaznam opravime.
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Kazdy krok teda vieme spravit v ¢ase O(N). A kedZze v kazdom kroku pripojime jeden
vrchol, krokov bude N — 1. Preto celkova ¢asova zloZitost je O(N?).

Spréavnost algoritmu vyplyva z nasledujticeho tvrdenia: Rozdelme vrcholy grafu na dve
mnoziny X a'Y. Potom existuje najlacnejsia kostra, ktora obsahuje najlacnejSiu hranu medzi
XaY.

Doékaz: Majme najlacnejsiu kostru, ktora nasu hranu A neobsahuje. Pridajme do nej tiito
hranu, tym v nej vznikne (prave jedna) kruznica. Teraz sa po tej kruznici prejdeme, pricom
zacneme prejdenim po prave pridanej hrane z X do Y. V tomto okamihu sme v mnozine Y,
niekedy sa ale musime vratit do X. NaSa kruznica teda urcite obsahuje aspon jednu dalsiu
hranu A’ vedticu medzi X a Y. Ak teraz hranu A’ vyhodime, dostaneme opit strom. Navyse
vieme, ze h' je aspon tak dlhé ako h (predpokladali sme, Ze h je najkratsia). Preto novy strom
je aspon taky dobry ako povodny. Ale uz pévodny bol optimélny, a preto jedind moznost je
t4, Ze novy je tiez optimdlny a h a h’ st rovnako dlhé.

(Ukézali sme teda nielen to, Ze vieme néjst najlacnejsiu kostru, ktora hranu h obsahuje,
ale navyse aj to, ze ak je h jedina najlacnejsia hrana medzi X a Y, tak v najlacnejsej kostre
byt musi.)

Domaca tloha. Krajinu popiSeme grafom, v grafe najdeme najlacnejsiu kostru a podla
nej postavime v krajine priame cesty zodpovedajice hranam kostry. Moézu sa niektoré dve
takto postavené cesty krizovat?

Ako uz ale ukazoval priklad s rovnostrannym trojuholnikom v zadani, najlacnejsia kostra
nemusi byt najlepsim rieSenim tejto tilohy. Uloha zo zadania sa vola Euklidovsky Steinerovsky
strom® a na rozdiel od najlacnejsej kostry je sakramentsky fazka.
To, ¢o je na tulohe tazké, je povedat, kde budu krizovatky, teda presnejsie, s ktorymi
vrcholmi budi spojené. Ked uz si toto vycucame z prsta, zvySok sa uz nejako dé dorazit.
Jedno mozné rieSenie, ktoré sa lahko programuje, je jednoduché iteracéné. Postupne kazda
krizovatku skisime posuntf o maly krocik niekolkymi smermi (napr. hore, dole, doprava a
dolava) a zakazdym sa pozrieme, ako sa ndm zmenil stéet diZok hran, ktoré do nej vedit. Ak
sa zmensil, zmenu nechame, ak nie, vratime krizovatku spit. Toto robime dokola, az kym sa
nam vSetky krizovatky neprestant hybat.
(Tento krok sa dé spravit aj efektivnejsie. D4 sa napriklad dokazat, Ze v optimalnom
rieSeni sa v kazdej nami pridanej krizovatke budi stretat prave tri cesty, a uhol medzi kazdymi
dvoma bude 120 stupiiov.)
Ako ale povedat, kam dat krizovatky? Tu bolo opét moznych viacero pristupov. Nami
odportcany je vyskusat si dany vstup na obrazovke zobrazit a krizovatky ,od oka“ rucne
naklikat :-). Pripadne sa d& vyskusat nejaké naprogramovatelné heuristiky, ako napriklad:
e Usporiadame body podla vzdialenosti od taziska.
e Vlozime krizovatku, spojime ju s prvymi tromi bodmi a najdeme jej optimélnu polohu.
Takto dostaneme aktualny strom.

e Postupne spractivame ostatné body. Spracovanie jedného bodu a vyzera nasledovne:
Postupne kazd hranu be v aktualnom strome skisime nahradit krizovatkou spojenou
s bodmi a, b a ¢, v kazdom z takto ziskanych stromov najdeme optimélne polohy
strom.

Existuja este ovela prefikanejSie sposoby, ako hladaf Steinerovské stromy. Zaujemcov o
ne odkazeme na stranku http://www.diku.dk/geosteiner/, a obzvlast na ¢lanky uvedené
na nej uplne dole.

8Prvé pridavné meno podla uja Euklida hovori, e sa hrame v normalnej rovine, druhé je podla uja Jacoba
Steinera, ktory tato konkrétnu tlohu medzi prvymi riesil.
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Nuz, a kedZe jeden obréazok je lepsi ako tisic slov, ukonéime toto vzorové rieSenie pohla-
dom na najlepsie najdené rieSenia pre niektoré zadané vstupy. Tuto si:

vstup 4 vstup 7

A este jedno P.S.: Prekvapivo sa ukazuje, ze Steinerovské stromy suvisia s mydlovymi
bublinami. Pozrite napriklad fotku http://www.scottaaronson.com/soapbubble. jpg.

Vysledkova listina po 1. kole kategdrie KSP

Meno a priezvisko | Skola Trieda |11 12 13 14 15 | ¥

1 | Peresini Peter Gym. Tajovského B. Bystrica 4 15 15 10 11 15|66
2 | Herman Peter Gym. Jura Hronca BA 3 7 15 10 5 1047
3 | Brezani Samuel Gym. Rajec 3 9 14 11 9 3|46
4 | Okruhlica Adam Gym. Jura Hronca BA 3 9 11 13 1 7|41
5 | Ttiska Martin Gym. P. de Coubertina Piestany 3 15 15 10 40
6 | Rampasek Ladislav | Gym. Jura Hronca BA 3 15 11 12 | 38
7 | Mikulas Ondrej Gym. Hali¢skd Lucenec 3 11 11 9|31
8 | Imriska Jakub Gym. Jura Hronca BA 4 15 15 30
9 | Nagy Anton Gym. madarské BA 3 310 7 4 3|27
10 | Petrucha Michal Gym. Metodova BA 1 14 10 24
11 | Jergus Jan Gym. Alejova Kosice 3 7 10 17
12 [ Sucha Martin Gym. Jura Hronca BA 2 6 10 16
13 | Tomcsanyi Gyorgy | Gym. H. Selyeho Komarno 3 7 7 14
14 | Bundala Daniel Gym. Jura Hronca BA 4 1313
14 | Panc¢ik Andrej Gym. Tajovského B. Bystrica 3 13 13
16 | Danko Juraj Gym. Jura Hronca BA 3 9 9
17 | Bilka Ondfej Gym. Zlin 4 7 7
18 | Svonava Daniel Gym. Jura Hronca BA 4 5 5
19 | Korcsok Peter Gym. Mladeznicka Sahy 2 2 2
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