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Vzorové riesenia 1. kola letnej casti

Tak ako v zime nesnezilo, tak teraz nemame blaznivé pocasie napriek tomu, ze je april.
Aspori je vonku pekne. A preto si tesne pred tym, nez pdjdete niekam von (alebo vecer na
dobri noc), mozete preéitat vzorové riesenia, ktoré drzite v rukach.

Tak nevéhaj a kod
KSPaci

. . opravovala Elfinka
1. Zorro pomstitel (max. 15 bodov)

Ako si iste vSetci v8imli, ciefom bolo néjst najmensi spoloény nasobok (nsn) ¢isel na vstupe.
Na tivod si povieme, aké nam prisli rieSenia. V zdsade sa dali rozdelif na tieto kategdrie:
e Zvysovali alebo znizovali jednu premennii vZdy o 1 a nésledne skontrolovali, ¢i nie je
hladanym néasobkom. Za takéto riesenie bolo 7 bodov.

e Zobrali najvicsi prvok a testovali jeho nasobky, ¢i nie st hladanym ¢islom — 9 bodov.

e Robili spolo¢ny nésobok doterajSieho nsn a dalSieho ¢isla tak, Ze testovali ndsobky
jedného z tychto ¢isel — 11 bodov.

e Spolo¢ny nasobok pomocou najvicsieho spoloéného delitela Euklidovym algoritmom
s od¢itanim — 13 bodov.

e Vzorak - 15 bodov

A teraz k hladaniu nasobku. Najmens$i spoloény nasobok dvoch ¢isel vieme vypocitat
pokial vieme ich najvécésieho spoloéného delitela (nsd) podla vztahu a-b = nsn(a, b)-nsd(a, b).
Nsd vieme vyratat pomocou Euklidovho algoritmu, ktory funguje takto: Majme dve ¢isla a
a b. Predpokladajme, ze a > b. Potom nsd(a,b) = nsd(a — b,b). Ozna¢me d = nsd(a,b),
e = nsd(a — b,b); ukdzeme, ze d = e. Kedze d deli a aj b, musi delif aj ich rozdiel a — b.
(Inymi slovami, ak a aj b st nasobkami ¢isla d, potom aj ich rozdiel je zjavne ndsobkom d
— a podobne je na tom sucet a sucin.) AvSak e je najvicsie také cislo, ktoré deli a — b aj
b (je to nsd), teda d < e. Na druhej strane, e deli a — b a b, preto musi delit aj ich stcet
(a —b) +b=a. Teda e deli a aj b a kedze d = nsd(a,b), je e < d. Preto sa d a e rovnaju.
ponechéame a znovu hladame nsd tychto ¢isel. Takto ndm stacéi pocitat nsd mensich a mensich
¢isel, az sa dostaneme na nejaky trividlny pripad, ked a = 0 alebo b = 0. Vieme, Ze nsd(a,0) =
a. Napriklad:

nsd(225, 120) = nsd(120, 105) = nsd(105, 15) =

nsd (90, 15) = nsd(75,15) = - - - = nsd(30, 15) = nsd(15,15) = nsd(15,0) = 15.

Toto je Euklidov algoritmus (s odé¢itanim), ktory vSak este nie je velmi rychly (vSimnite si
tri bodky v uvedenom priklade — ¢islo 15 sme od¢itavali 7-krat; ako by to vyzeralo, keby sme
tymto sposobom pocitali nsd (100000, 1)7).

http://www.ksp.sk/ksp



2 Ziakernd kliatba slepého pirdta

Trik je, odpocitat ¢islo nie raz, ale tolko, kolkokrat mézeme. V k-tom kroku budeme mat
nsd v tvare nsd(a — kb, b). Ked uz bude platit a — kb < b, to, ¢o ndm ostalo, je zvySok po
deleni vécsieho ¢isla mensim (k je podiel |a/b]). Nas vylepseny algoritmus bude teda pocitat
nsd(a, b) ako nsd(b,a mod b). Ak b = 0, potom vysledok je a.

Ked uz vieme zistit nsn dvoch ¢isel, sme len krok od N ¢isel. Jediné, ¢o staci, je spoci-
tat si vzdy nsn vSetkych ¢isel, ktoré sme nacitali doteraz, a potom spravit nsn tohto ¢isla
a nového nacitaného (nsn(a,b,c) = nsn(nsn(a,b),c). Stac¢i ndm teda konstantne vela pre-
mennych — pamiifova zlozitost bude O(1). Cas behu Euklidovho algoritmu je v najhorsom
pripade O(loga) kde a je mensie z ¢isel, a nsd hladdme N-krat, vysledna casova zlozitost
teda bude O(N loga).

Listing programu:
var N, nasobok, novy, i : integer;
function nsd (a, b : integer) : integer;
begin
if b = 0 then nsd := a

else nsd := nsd (b, a mod b);
end;

function nsn (a, b : integer) : integer;

begin

nsn := a * (b div nsd (a, b));
end;
begin

readln (N);

read (nasobok);
for i := 2 to N do begin
read (novy);

nasobok := nsn(novy, nasobok);
end;
writeln (nasobok-1);
end.
' 3 . 3 .. opravoval MiSo
2. Zakerna kliatba slepého pirata (max. 15 bodov)

Zrekapitulujme si trochu zadanie. Pirati s v lodi a kormidlo im nefunguje, takze sa vedia
hybat len dopredu. Pred nimi (a nastastie len na pravej strane) plava prave N nepriatelskych
lodi. O kazdej lodi vedia, dve ¢isla a;, b;. Ak sa posunt s lodou o & metrov dopredu a vystrelia,
tak i-tu nepriatelska lod trafia prave vtedy, ked a; < x < b; (preto odteraz ¢islo a; budeme
nazyvat zaciatok lode, a ¢islo b; koniec lode). Kedze vSak maja iba jeden vystrel, sa musia
posunut tak, aby trafili kazda lod.

Aby to mohli spravit, musia ist dalej ako je zaciatok lode, ktora zacina najdalej, v
opa¢nom pripade by ju netrafili, a nesmu ist dalej ako je koniec lode, ktora kon¢i najblizsie
(tiez by inak nebola trafend). Preto hlfaddme maximum zo zaciatkov lodi (premennd mazx)
a minimum z koncov lodi (premennd min). D4 sa to celkom jednoducho naprogramovat
nacitanim si vstupu do pola a prebehnutim celého pola. Toto ide v ¢ase O(N). Za také
rieSenie ste mohli ziskat maximalne 12 bodov. Totiz na taki jednoducht tlohu vébec nie
je potrebné pole. Priamo budeme nacitavat dve premenné a,b a porovnivame ich s max
a min. Nakoniec porovndme max a min, ak max > min, pirati si dospievali pesnicky, ak
max < min, staci im ist medzi max a min. Toto bolo najviac za 15 bodov. Iste ste si vSetci
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Zaplneny den 3

v8imli, Ze sme takto vyratali prienik intervalov (kazda lod povazujeme za interval). Hrozy
typu velké dvojrozmerné pole pre kazdu lod a pre kazdy meter (¢i sa tam té lod nachddza)
boli za najviac 8 bodov. Za chybajicu alebo zle odhadnutt zlozitost som strhaval po bode,
za zly popis do polovice bodov, za nefunkény alebo chybajtci program do polovice, bodov
¢o je v8ak viac, ako za prazdny papier, ktory dostane pausalych 0 bodov.

Listing programu:

var max, min, a, b, n, i : longint;
begin
max := 0; min := 9999999;
readln (n);

for i:=1 to n do begin
readln (a, b);
if a > max then max := a;
if b < min then min := b;
end;
if max > min then
writeln (’Pan kapitdn, dohara nam knotik! Vyskoc¢me z nasej lode ’,
’a nezabudnime si plavacie rukaviky. Ved zralokom snad ’,
’postacéi par ndmornikov a dast prezije’)
else
writeln (’Stadi nam posuntt sa o ’°, max, ’az
’a prerazime tie ich skrupinky nasou kovovou strelou priblizne
’kalibru sedem palcov!’) ;

M J

, min, ’metrov dopredu ’,
J

end.

; o opravoval Luki
3. Zaplneny den (max. 15 bodov)

Rieseni prislo celkom dost, ale nie kazdé bolo spravne. Na zaciatku je potrebné si uvedomit,
ze na uradoch stravime vzdy Cas Y ,_, v, kedZe séitanie je komutativne a vizdy musime
navstivit vsetky urady.

Najlepsie bude, ak urady navstivime v takom poradi, ako sa otvoria (teda usporiadané
podla ¢asu otvorenia vzostupne). Najskor si dokazeme, Ze toto poradie je ideélne.

Dokaz: Nech existuje poradie, kde existuje ¢,j také, Ze o; < o0; a najskor budeme
vybavovat j-ty trad a tesne za nim i-ty trad, a zaroven cas, kedy skonéime vybavovanie
na tradoch je minimalny mozny'. Uk4Zeme, %e nase usporiadanie (podla ¢asov otvorenia) je
rovnako dobré. Je zjavné, Ze vybavovanie i-teho uradu zacneme hned po vybaveni tradu j.
Zoberme cas — t, kedy sme zacali vybavovanie v tirade j. Potom vybavenie v tiradoch j a za
tym i bude trvat do ¢asu t+o0;+o0;. V Case t je podla predpokladov otvoreny aj trad . Preto
kludne moézeme vtedy vybavit trad 7 a po flom az trad j. Navsteva tradov v tomto poradi
bude trvat rovnako — ¢t 4+ o; + 0; a preto mozeme pouzit usporiadanie, kde je trad i pred
aradom j a vybavovanie radov skonc¢ime v rovnakom case. Tym sme ukéazali, Ze vymenou
dvoch po sebe idicich tradov, tak aby prvy bol ten, ¢o otvori skér, ndm ni¢ nepokazi. Takto
vieme vymienat [ubovolné dva susedné trady a teda ich usporiadat podla zadiatku otvorenia
vzostupne.

Obycajnym utriedenim dostaneme rieSenie, ktoré behd v ¢ase O(NlogN). Kedze ale T'
modze byt maximélne 10 000 oproti N, ktoré moze byt neobmedzene velké, tak mozeme
pouzit iny typ triedenia, a to konkrétne CountSort. Princip je jednoduchy. Chceme utriedit

Lak také i, j neexistuje, tak mame usporiadané poradie a nemame ¢o dokazovat
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4 Zaplneny den

N prvkov z intervalu 0..7. Spocitame si pocet prvkov, ktoré sa rovnaju 0, pocet prvkov,
ktoré sa rovnaju 1 a takto budeme ratat az po T (toto vieme spravif jednym prechodom
pola v dase O(N)) a ulozime si ich v poli sucty®. Teraz mame pole sucty naplnené tak,
ze hodnota suctylk] je pocet prvok vo vstupnom poli velkosti k. Teraz prejdeme raz pole
sucty a spocitame si pre kazdi hodnotu k, kolko prvkov je mensich alebo rovnych, ako
nasa hodnota (teda Zle suctyli]). Tieto hodnoty si vieme napoéitat v poli sucty tak, ze ho
linedrne prejdeme a urobime suctyli + 1] =sucty[i + 1]+sucty[i]. 3

V tomto momente obsahuje pole suctyk] pocet prvkov vstupného pola, ktoré si men-
sie alebo rovnaké ako prvok s hodnotou k. Podme prechidzat vstupné pole, ktoré chceme
utriedif. Nech H; je hodnota i-teho prvku tohto pola. Potom na pozicii sucty[H;| budeme
mat ¢islo pozicie posledného prvku, s hodnotou H; (na za¢iatku nédm to plati). Budeme
postupne prechadzat vstupné pole (cyklus od 1 po N s premennou ). i-ty prvok dame do
vystupného pola na poziciu sucty[H;|. Kedze ale sucty[H;] ndm uz ukazuje na obsadeny pr-
vok, tak sucty[H;| zniZzime o 1. Preco to robime? Prvky s hodnotou H; chceme dat na pozicie
sucty[H;—1]+1, - - -sucty[H;]. Prvy vyskyt prvku H; ddme teda na poziciu sucty[H;]. Znizenim
o jednotku dosiahneme to, ze dalsi vyskyt hodnoty H; sa dostane na poziciu sucty[H;] — 1.
Ked budeme takto pokracovat, tak k-ty vyskyt bude ulozeny na poziciu sucty[H;] —k+1 a
posledny vyskyt prvku H; sa dostane na poziciu sucty[H;_1] + 1. Ked takto prejdeme celé
pole, tak sa ndm v druhom poli objavi utriedené postupnost. V§imnite si, ze tymto sposobom
sme utriedili ¢isla v ¢ase O(N).

Hodnotenie:

e riesenia so zloZitostou O(N?) — 10 bodov

e riesenie so zlozitostou O(N log N) — 12 bodov

e riesenie so zlozitostou O(N) — 15 bodov

e nespravne rieSenia — max 4 body

Za ziadnu snahu o dékaz bol -1 bod a potom niekedy sem tam strhnuty bodik alebo 2
za chaby alebo ziaden popis.

Listing programu:

{mic to prepise do packalu}
type TUrad=record
o, v, 1 : integer;
end;
var N, T, o, v, i, cas : integer;
utriedene, urady : array [1..100] of TUrad;
sucty : array [0..10000] of integer;

procedure CountSort;
var i:integer;

begin
for i := 0 to T do suctyli] := 0;
for i := 1 to N do inc (suctyl[uradyl[i].ol);

for i := 1 to T do inc (suctyli],sucty[i-11);
for i := 1 to N do begin
utriedene [sucty [urady[i] .0]] := uradyl[il;
dec(sucty [urady[i]l.ol);
end;
end;

begin
readln (N, T);

?hned v nasledujtcej vete pochopite, pre¢o som to pole nazval tak

3Rozmyslite sa, ze preco.
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Obludny regiment )

for i := 1 to N do begin
readln(o,v);
urady[i].o :
urady[i]l.v :
urady[i].i := i;

end;

CountSort;

cas:=0;

for i:=1 to N do begin
if cas < utriedeneli]l.o then cas := utriedeneli].o;
writeln (utriedenelil.i, ’’, cas);
cas := cas + utriedeneli].v;

end;

end.

[oH

\&

Opravovala Danka

4. Obludny regiment (max. 15 bodov)

Prisiel cely kopec rieseni tohoto prikladu, ve¢sina bola spravna, alebo skoro spravna. Pomerne
¢asto ste vSak zabudli, ze kone¢né usporiadanie regimentu moze zac¢inat aj Clovekom, aj
trollom.

Podla zadania nesmu byt Ziadne jednotky ani nuly vedla seba. Teda na konci by mala
vzniknat postupnost, ktord bude vyzerat asi takto ..101010.. Otézka vsak je, ¢i bude zacinat
jednotkou alebo nulou. Oznacme si postupnost zacinajicu jednotkou ako P1 a postupnost
za¢inajucu nulou ako P2. Na chvilu predpokladajme, Ze postupnost vo vystupnom poli bude
P1. Takze postpnost by mala vyzerat takto 101010.... Tato postupost porovname s postup-
nostou vo vstupnom poli A. Tieto postupnosti sa na niektorych poziciach zhoduji. Cisla na
tychto poziciach uz nemusime vymienat. Ved ako by nadm len pomohlo, keby sme zamenili
dve spravne hodnoty. Pozrime sa na tie ostatné. Nech je tam x jednotiek. Tieto jednotky st
na nespravnych poziciach, teda na poziciach nal. Kazda z nich budeme musief vymenit za
nulu. Na toto budeme potrebovat aspon x vymien.

Ked ale je x jednotiek na poziciach nil, potom tieto nuly sa nachadzaji na poziciach
jednotiek. Teda mame aspon x zle umiestnenych nil. Moze ich byt viac? Odpoved je nie,
lebo ak by bola zle umiestnend nejaka nula, obsadila by miesto nejakej jednotke. Ale my sme
povedali, ze zle umiestnenych jednotiek je len x.

Teda mame = zle umiestnenych jednotiek a = zle umiestnenych nil. Takze staci vymenit
vzdy jednu zle umiestnent jednotku za zle umiestnent nulu. Na to treba x vymen.

Takze aby sme dostali z postupnosti v poli A postupnost P1, potrebujeme z vymen.
Ale nie je lepsie, aby postupnost bola P27 Kolko vymen potrebujeme na toto? Ak sa lepsie
pozrieme na postupnosti P1 a P2, je zrejmé, Ze prvky zle umiestnené vzhladom na P1 sa
spravne umiestnené vzhladom na P2 a naopak. Teda, ak bolo vzhladom na P1 zle umiestne-
nych z nal a x jednotiek, potom bude vzhladom na P2 zle umiestnenych N —xz ntl a N —x
jednotiek.

Vsimneme si eSte poslednt vec, v postupnosti P1 sa striedaji jednotky a nuly, teda
jednotky by mali byt na neparnych poziciach a nuly na parnych. Jednotky s zle umiestnené
ak st na parnych poziciach, kde maja byt nuly. Takze staci, Ze spoc¢itame jednotky na parnych
poziciach a vysledkom bude to mensie z ¢isiel z a N — x.

Casové zlozitost bude O(IV), pretoze nam staci len raz prejst pole A a kazdy druhy prvok
porovnat s postupnostou P1 alebo P2.
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6 O tagnostkdrkach a tajnostkdroch

Listing programu:

var N, a, x: integer;

begin
readln (N);
for i := 1 to 2xN do begin
read (a);
if i mod 2 =1 then x := x + a;
end;

if N-x < x then x := N-x;
writeln (’Je potrebne urobit aspon ’, x, ’ vymien.’);
end.

. ’ . , opravoval Majak
5. O tajnostkarkach a tajnostkaroch (max. 15 bodov)

Aby sa nam lahSie rozmyslalo, zjednodusme si nas problém. Na vstup sa mézme pozerat
ako na graf, pricom vrcholy budu reprezentovat Iudi, a hrany zverejnené pikosky. Pohlavie
¢loveka bude ,farba“ vrchola. Ak sa medzi ludmi nemusi nachadzat ziaden ufén (nevieme
to zistif), tak susedné vrcholy budt mat vzdy réznu farbu. To znamend, Ze ak sa dé graf
ofarbit dvomi farbami, tak sa tam ufén nemusi nachadzat. Naopak, ak sa dany graf neda
ofarbit dvomi farbami (nejaké dva susedné vrcholy maji rovnaku farbu), tak sa tam ufén
urcite nachadza. A ako budeme ofarbovat? Oby¢ajnym prehladavamim do hibky. To funguje
nasledovnym sposobom: Predstavme si, Zze sme sa dostali do nejakého vrcholu grafu. Zistime
si, kam nam z neho vedie hrana, a ak sme v tom-ktorom vrchole este neboli, tak ho ozna¢ime
ako pridany, a pokracujeme v prehladévani z neho. Ak sa z vrcholu, v ktorom préve sme,
uz nemozme dostat do ziadného este nenavstiveného vrcholu, tak sa vratime (tak ako sme
prisli) spit a z predchadzajiceho vrcholu znovu skiimame, ¢i sa eSte vieme niekam dostat.
Tymto spésobom postupne prejdeme cez vsetky vrcholy grafu.

K tomuto algoritmu pridame jedno vylepsenie. Ked vrcholy oznacujeme, tak ich budeme
oznacovat farbou opacnou k vrcholu v ktorom sa prave nachadzame (-1 alebo 1; 0 znamena
Ze sme tam eSte neboli). Ak nastane pripad, ze chceme ofarbit vrchol na jeho farbu, tak sa
ni¢ nedeje. Ale ak by sme ho chceli ofarbit na farbu ktort nemé, tak sme zistili, Ze graf sa
nedé ofarbit dvomi farbami, moézme zastavit prehladavanie, pretoze musi existovat ufén.

Tento priklad obsahoval jeden maly zadrhel, na ktory ste mnohi zabudli. Zadany graf
nemusi byt suvisly (t.j. moze pozostavat z viacerych komponentov), a preto by sme sa jed-
nym prehladédvanim nedostali do vSetkych vrcholov. Preto prehladdvanie spustime z kazdého
vrcholu, ktory sme eSte neprehladali.

Prehladéavanim spracujeme kazdy vrchol raz a na kazdi hranu sa pozrieme dva razy,
preto ¢asova zlozitost bude O(N + M).

Pamiitova zlozitost sa odvija od toho, akym sposobom si pamiitame graf. Optimélne je
pre kazdy vrchol si pamitat hrany ktoré z neho vedd, potom je zlozitost O(N + M). Ak
si pamiitdme pre kazdu dvojicu vrcholov ¢i medzi nimi je hrana, tak pamitova aj asovéa
zlozitost bude O(N - N).

Poslednych par slov sa bude tykat bodovania. Za zlé/chybajice odhady ste mohli stratit
dokopy 2 body, za nebratie do ivahy mozni nestvislost grafu 3 body, za horsiu zlozitost do
5 bodov a za nefunkcné riesenie viac ako polovicu.

Listing programu:

const maxIN = 100;
var farba : array [1..maxN] of integer; { pole s farbami jednotlivych vrcholov }
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O lakomom a stedrom Maroskovi 7

hrana : array [1..maxN, 1..maxN] of integer; { pole hovoriace, kam vedie ktorad
hrana }

hranz : array[l..maxN] of integer; { pole hovoriace, kolko hrdn vedie z kazdého
vrchola }

ufoni : boolean; { boolean indikujici pritomnost ufdnov }
i, n : integer;

procedure nacitaj;
var i, a, b, hran : integer;
begin
readln(n,hran);
for i := 1 to n do hranz[i] := 0;
for i := 1 to hran do begin
readln (a, b);
inc(hranz[al);
hranala,hranz[al] := b;
inc (hranz[bl);
hranal[b,hranz[b]l] := a;
end;
end;

function ofarbi (v : integer) : boolean;
var i : integer;
begin

if not ufoni then

for i := 1 to hranzl[v] do { ak som este nenasiel ufona, tak sa pozriem kam sa
viem dostat }

if farbalhranalv,il] = 0 then begin { ak som tam este nebol }

farbalhranalv,i]l]] := -farbalv]; { tak ho zafarbim opacnou farbou }
ofarbi := ofarbi(hranalv,i]l); { a pokradujem dalej nim }
end

{ ak som tam uz bol a md rovnaku farbu ako vrchol v ktorom som, tak som nasiel
ufona }

else if (farbal[hranalv,i]] = farbal[v]) then ofarbi := false

else ofarbi:=true;

end;
begin
nacitaj; { nacitam vstup }
ufoni := false; { pritomnosti ufonov este nie som presvedéeny }
for i := 1 to N do farbalil :=0; { na zaciatku som este nic¢ neofarbil }

for i := 1 to N do
if not ufoni and (farbali] = 0) then begin { ak som este neofarbil i-ty vrchol }

farbalil := 1; { tak mu ddm zaciatoéni farbu }
if not ofarbi(i) then ufoni := true; { a ak sa mi tento komponent nepodari
ofarbit, tak tam ufon je }
end;

if ufoni then writeln(’Ano’)
else writeln (’Nie’) ;
end.

. o . opravoval KuKo
6. O lakomom a stedrom Maroskovi (max. 15 bodov)
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8 O lakomom a stedrom Maroskovi

Hodnotenie: Asi najlepSie mozné riesenie bolo vkladanie v O(1) a vyber v amortizovane;
zlozitosti O(logn) (ale O(n) v najhorSom pripade, ak sme s da¢im takym spokojni), alebo —
¢o sme ocakavali — O(logn) v najhorSom pripade na vsetky operacie — za to bolo 15 bodov.
Prislo viacero pomalsich rieseni: vkladanie v O(n) a vyber v O(1) dostéval 10 bodov,
vkladanie v O(1) a vyber v O(n) bol za 7, horsie eSte menej. (Vic¢sinou som vam do rieSeni
nakreslil tabulku, aké rychle st ktoré operacie ins/min/max a podla toho boli body.)

Jednoduché riesenia: Najjednoduchsie riesenie je mat jedno pole a pamitat si, kolko knih
uz v iom mame. Knihu vzdy priddme na koniec (na (n + 1)-vé policko) a zvySime n. Super
je, ze vieme rychlo vkladat. Ked vsak chceme vyberat (minimum alebo maximum), musime
prejst celé pole a najst taka knihu. Potom viaceri z vés tito knihu vymazali a posunuli cely
zvySok pola o 1 dolava. Sta¢i pritom takto vzniknuti dieru ,zastuplovat® poslednym prvkom
a znizit n. (Toto je to 7-bodové riesenie O(1)/0(n)/O(n)).

Lepsie je udrziavat pole utriedené. Dame si vi¢$iu namahu pri vkladani: ndjdeme, kam
nova knihu vopchédme (zvySok pola musime posunit). Takto vieme najst (a ak to dobre
napiSeme, aj odstranit) minimum, resp. maximum — je to prva, resp. posledna kniha v nasom
zozname. Toto sa d4 naprogramovat pomocou tzv. spadjaného zoznamu — pre kazda knihu si
pamitame, kde je té nasledujica a kde je ta4 predchadzajica. Druhd moznost je napisat to
podobne ako frontu (aZ na to, Ze knihy budi utriedené podla ceny).*

Halda: Na viac-menej vzorové rieSenie budeme potrebovat datovi Struktaru, ktord sa vola
halda. Vysvetlenie haldy tiez nadjdete v http://ksp.sk/ksp/zadania/prilohy/ps243/6/kp_teoria_1.pdf;
alebo na wikipédii: http://en.wikipedia.org/wiki/Binary_heap.
Halda je binarny strom — vo vrcholoch mame c¢isla a kazdy vrchol méa najviac dvoch
synov. Vzdy plati, Ze v otcovi je ulozené vicsie Cislo, ako v jeho synoch. Navyse je halda
uplny binarny strom, to znamena, ze vSetky listy st na jednej trovni, pripadne posledna
uroven nemusi byt tplna, ale listy ida zlava; inymi slovami, v strome nie je ,diera®.
Haldu vieme Tahko implementovat priamo v poli: policko 1 bude koren a vzdy lavy syn
i-teho vrcholu bude na policku 2i a pravy na policku 2i + 1. Teda otec je na policku |i/2].
Vdaka usporiadaniu haldy je najvicsi prvok v koreni.

Vkladame tak, ze pridame prvok na koniec pola ((n+1)-vé policko, zvysime n) a ,vybub-

.....

.....

a tak dalej, az kym sa nedostaneme do korena alebo nenapravime usporiadanie haldy.

Vymazat nejaky prvok vieme tak, Zze ho zamenime za posledny prvok, zmensime n a
sprebubleme* ho nadol (kym nenapravime usporiadanie haldy alebo sa nedostaneme k lis-
tom).

Takéto halda sa tiez vold max-halda, pretoze do nej vieme rychlo vkladat a rychlo z nej
vyberat maximum. Velmi podobne vieme spravit min-haldu, z ktorej vieme rychlo vyberat
minimum (v skuto¢nosti sta¢i zmenif znamienka > na <). Ako rychlo vieme dané operacie
robit? V oboch pripadoch len prebubleme nejaky prvok nahor alebo nadol, ¢o je v najhorsom
pripade imerné vyske haldy a ta je logaritmicka.

Co s haldami: Popisali sme si max-haldu aj min-haldu, no #iadna nam problém celkom
neriesi. Z max-haldy vieme rychlo vybrat maximum; zato pri hladani minima sme Uplne
bezradni — najlep$ie, ¢o vieme spravit je prezerat iba listy — vieme, Ze minimum bude v
liste. Moze vSak byt v ktoromkolvek liste a pocet listov je az zhruba polovica pocétu vSetkych
vrcholov! Naopak, v min-halde vieme rychlo vybrat minimum, ale pri maxime sme strateni.
Co si po¢neme?

%Ak uz neviete naprogramovat ani frontu, pozrite si http://ksp.sk/ksp/zadania/prilohy/ps243/6/kp-teoria_1.pdf
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O lakomom a stedrom Maroskovi 9

max—-halda min—halda

Pouzijeme dve haldy — jednu min, jednu max. Pri vkladani vlozime prvok do jednej aj
do druhej. Navyse prvky ,prepojime”, tzn. popri cene knihy si budeme pamétat aj poziciu,
kde sa nachadza rovnaka kniha v druhej halde (pozri obr.). Podla toho, ¢i budeme vyberat
minimum, alebo maximum, ho ndjdeme v koreni tej spravnej haldy a vdaka prepojeniu vieme
prislusni knihu rychlo najst a vymazat aj z druhej haldy.

Toto rieSenie je implementované na konci tohto textu; h je pole, ktoré obsahuje min-
haldu aj max-haldu (h[false] je min-halda, h[true| je max-halda). Procedtra swap vymeni
dva prvky (a upravi prislusné odkazy medzi haldami. Procedary up a down bublu i-ty prvok
smerom nadol. Parameter m tu urcuje, s ktorou haldou sa hrame — ¢i s min alebo s max.

Porovnania som napisal trochu trikovo: napriklad pri prebubléavani smerom nahor bub-
leme, kym je otec mensi ako dany prvok — ak sme v max-halde. Ak sme v min-halde, bub-
leme, kym je otec nie je mensi ako dany prvok. Inymi slovami, bubleme, kym je otec mensi
prave vtedy, ked sme v max-halde — tomu zodpoveda podmienka (h[m, i div 2].c < h[m,
il.c) = m. Rozmyslite si, ze to funguje.

LepSie: No a ako sa to dalo lepsie? Pre tento problém bola vymyslena Specialna datova struk-
tura, tzv. min-max halda, z ktorej vieme vyberat aj minimum aj maximum v logaritmickom
case — uSetrime tak dosf pamite, lebo nemusime mat prvky ulozené dvojmo a nemusime
si pamitat odkazy medzi dvoma haldami. Dostaneme tak o nejaka ti konStantu rychlejsie
rieSenie vyzadujlice menej paméti. Zaujemci sa o tejto Struktare docitaji napriklad z ¢lanku
http://www.cs.otago.ac.nz/staffpriv/mike/Papers/MinMaxHeaps/MinMaxHeaps.pdf.

Vieme dosiahnut este lepsie rieSenie — lepSie je za predpokladu, Ze viac vkladame ako
vyberame a ze chceme optimalizovat ¢as postupnosti viacerych operdcii po sebe a netrapi
nas cas jednej konkrétnej operécie). Konkrétne vieme dosiahnuf konstantna zlozitost na
vkladanie a amortizovani zloZitost O(logn) na vyber minima alebo maxima. Znamena to
asi tolko, ze ak budeme mat n vkladani a m vyberov, spolu to bude trvat O(n + mlogn) —
¢o je lepsie ako vyssie popisané logaritmické rieSenie, ktoré bude trvat O(nlogn+mlogn) =
O((n 4+ m)logn). Dovod, preco to nemusi byt vzdy lepSie je, Ze niektoré vybery mozu trvat
ovela dlhsie, dokonca radovo ©(n).

Treba si teda rozmysliet, ¢o od datovej Struktiry chceme. Ak chceme, aby nam, vzdy
ked sa jej spytame, dala ¢o mozno najrychlejsie odpoved, pouzijeme 2 haldy alebo min-max
haldu, ktoré garantuji pre kazda operaciu dobry ¢as. Ak vieme, ze budeme déavat datovej
struktire vela prikazov a nevadi nam, Ze raz to bude rychlo, raz pomaly, ale chceme, aby to
dokopy bolo ¢o najmenej, pouzijeme riesenie, ktoré si teraz popiseme.

V zésade na to budeme potrebovat iba dve veci. Jedna je tzv. mergeable heap — ¢o by
sa mozno dalo prelozit ako ,spajatelni haldu“. To je takd datova Struktira, ze ked mame 2
haldy (s prvkami H; a Hs), vieme ju rychlo spojit (t.j. vytvorit haldu s prvkami H; U Hs).
Napriklad dve ,obyc¢ajné“ (napr. max-)haldy, ktoré sme si popisali vyssie, vieme spojit v ¢ase
O(n), ale nie podstatne lepsie. Na druhej strane, existuji také haldy, ktoré to dokazu v loga-
ritmickom c¢ase. Mozno niektori z vas poculi o Fibonacciho halde, alebo binomialnej halde. V
skutoénosti staé¢i celkom jednoducho implementovatelna halda, tzv. leftist heap (Fibonacciho
halda dokaze iné super kusky, ktoré vSak my vobec nepotrebujeme — a bez kniznice by sme
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10 O lakomom a stedrom Maroskovi

chceli mat implementaciu ¢o najjednoduchsiu, vsak). Potrebné popisy aj s implementaciou
sa daju najst na http://www.brpreiss.com/books/opus4/html/page352.html.

Druhé vec, ktortt budeme potrebovat je lenivost. Vtip je v tom, Ze pri vkladani nebudeme
ni¢ robit, iba hadzat prvky na kopu vedla haldy. AZ pride na ldmanie chleba (na vyber),
zaéneme upratovat. Z kopy najskor spravime haldu, potom ju spojime s uz vybudovanou
haldou a nakoniec z nej klasickym spdsobom vyberieme hladany prvok.

Toto Ze je rychlejsie? Nuz podme sa na to pozriet. Predstavme si taktto situdciu: v
halde uz mame n prvkov; nasledne vlozime dalSich k& a potom jeden vyberieme. Klasickym
sposobom by to bolo v ¢ase O(klog(n + k) + log(n + k)). Nasim lenivym spésobom vlozime
kazdy prvok v konstantom ¢ase — spolu O(k). Pri vybere najskor z toho k-prvkového ,bor-
delu“ spravime haldu — to vieme v O(k), nasledne 2 haldy spojime v O(log(n + k)) a vyber
spravime tiez v O(log(n + k)) — spolu je to O(k + log(n + k)).

Ako vytvorime haldu z k prvkov v O(k)? Na kazdy prvok sa mozeme pozerat ako na
haldu. Najskor teda spojime haldy velkosti 1, dostaneme k/2 hald velkosti dva. Tie po
dvojiciach spojime a dostaneme k/4 hald velkosti 4, atd. Pre ¢as dostaneme sumu tvaru
S k)21, Co je O(k).

Trik teda spociva v tom, ze sme vkladanie odsunuli a vlozit naraz k prvkov vieme rych-
lejsie ako vlozit ich po jednom — zvys$ny c¢as sa ,skryje* v zlozitosti vyberu.

Listing programu:

const MAXN = 1000;
MIN = false;
MAX = true;

type rec = record
c, p : integer; { cena a pozicia v druhej halde }
end;
minmax = object
private
h : array [MIN..MAX, 1..MAXN] of rec; { min a max halda }
n : integer; { pocet prvkov }
procedure swap (i, j : integer; m : boolean);
procedure up (i : integer; m : boolean);
procedure down (i : integer; m : boolean);
public
procedure insert (x : integer);
function get (m : boolean) : integer;
end;

var K : minmax;
op, arg : integer;

procedure minmax.swap (i, j : integer; m : boolean);

var cl, c2, pl, p2 : integer;

begin
cl := hlm, il.c; ¢2 := h[m, jl.c; h[m, i]l.c := ¢2; h[lm, jl.c := cl;
pl := hlm, il.p; p2 := hlm, jl.p; hlm, il.p := p2; hlm, jl.p := pl;
h[not m, pll.p :=j; hlnot m, p2]l.p := i;

end;

procedure minmax.up (i : integer; m : boolean);
begin
while (i > 1) and ((h[m, i div 2].c < h[m, i].c) = m) do begin
swap (i, i div 2, m);
i :=1div 2;
end;
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Obycajné triedenie? 11

end;

procedure minmax.down (i : integer; m : boolean);
var j : integer;
begin
while (2*%i <= n) do begin
j := 2%i; if (h[m, j+1].c > h[m, jl.c) = m then inc (j);
{ j je ten vaecsi / mensi zo synov i }
if (h[m, jl.c <= h[m, il.c) = m then break;
swap (i, j, m);
i:=j;
end;
end;

procedure minmax.insert (x : integer);
begin
inc (n);
h[MIN, nl.c := x; h[MAX, n].c := x;
h[MIN, nl.p := n; h[MAX, nl.p := n;
up (n, false); up (n, true);
end;

function minmax.get (m : boolean) : integer;
var p : integer;
begin
get := hlm, 1].c; p := hlm, 1].p;
swap (1, n, m); swap (p, n, not m);
dec (n);
down (1, m); down (p, not m);
end;

begin
read (op);
while (op > 0) do begin
case op of

1: begin read (arg); K.insert (arg); writeln (’ins’, arg); end;
2: writeln (Cmax:’, K.get (MAX));
3: writeln (min: ’, K.get (MIN));
end;
read (op);
end;
end.
Chyba subor prikl7.tex!!!
o . . . opravoval MisoF.
7. Obycajné triedenie? (max. tak 25 bodov)

V prvom rade upozornenie. Na tejto tlohe sa dalo robit aj tyzden. Kto si na to nechal v
nedelu pol hodinky, s vela bodmi ratat nemohol. Naopak, keby niekto poslal vSetko, ¢o som
spisal ako vzorové riesenie, pokojne by aj tych 25 bodov dostal. (To sme ale necakali. T4
¢ast vzorového rieSenia, ktord mala byt vo vasich silach, priblizne zodpoveda 15 bodom.)

V druhom rade reklama. Toto vzorové rieSenie, ktoré je uvedené v tlacenej verzii, je nutne
osekané a ochudobnené o rézne stavnaté kusky, ako napriklad krésne farebné grafy a dokonca
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12 Obycajné triedenie?

jedno video. Ak mas$ poruke internet, prestan ¢itat tito verziu a presun sa na omnoho lepsiu
verziu, ktorti ndjdes na http://www.ksp.sk/ksp/zadania/prilohy/ps243/8/.

Ak internet po ruke nemas, nezufaj, tie najdolezitejsie Casti najdes aj tu.

Netradi¢ne za¢neme listingami programov, tie boli tentokrat najlahSou casfou rieSenia
zadanej tlohy.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <sys/time.h>
#include <time.h>
using namespace std;
#define MAX 1234567

int PIMAX], tmp[MAX];
int N;

char typ;

struct timeval t_start, t_end;

void sort_A() {
while (1) {
// vymienanie
for (int loop=0; loop<N; loop++) {
int x,y;
while (1) { x=rand(%N; y=rand QO%N; if (x<y) break; }
if (P[xI>Plyl]) swap(P[x],P[yl);
}
// kontrola
int ok=1;
for (int i=0; i<N-1; i++) ok &= (PI[il<=P[i+1]);
if (ok) break;
}
}

void sort_B(int zac, int kon) {
if (kon-zac <= 1) return;
if (kon-zac == 2) { if (P[zacl>P[zac+1]) swap(P[zacl,P[zac+1]); return; }
int dlzka = (2*x(kon-zac)+2)/3;
sort_B(zac,zac+dlzka) ;
sort_B (kon-dlzka,kon) ;
sort_B(zac,zac+dlzka) ;

}

void sort_C() {
while (1) {
// vymienanie
for (int i=0; i<N-1; i++) tmplil=i;
random_shuffle (tmp,tmp+N-1) ;
for (int i=0; i<N-1; i++)
if ( Pltmplil] > Pltmplil+1] ) swap( Pltmplill, Pltmplil+1] );
// kontrola
int ok=1;
for (int i=0; i<N-1; i++) ok &= (PI[il<=PI[i+1]);
if (ok) break;
}
}

int main() {
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gettimeofday (&t _start ,NULL); srand(time(NULL)+t_start.tv_usec);
cin > typ >> N;
for (int i=0; i<N; i++) P[i]l=rand();
gettimeofday (&t _start ,NULL) ;
if (typ=="A’) sort_AQ;
if (typ=="B’) sort_B(0,N);
if (typ=="C’) sort_C(Q);
gettimeofday (&t_end ,NULL) ;
long long cas = 1000000LL * (t_end.tv_sec - t_start.tv_sec)
+ (t_end.tv_usec - t_start.tv_usec);
cout << “sort: “ << typ << “ N: “ << N << “ cas: “ << cas << “ us“ << endl;

Poznamky k implementacii
V algoritme A viaceri z vas pouzili nasledujici postup:

vacsi = 1 + rand() % (N-1);

mensi = rand() % vacsi;
Treba si ale uvedomit, Ze tento postup nezodpovedd tomu, ¢o sme mali spravit. Nie kazda
dvojica indexov (mensi,vacsi) bude mat rovnaka pravdepodobnost. Napriklad dvojica (1,0)
bude vychadzat omnoho ¢astejsie ako (N — 1,0).

LepS$ie bolo generovat oba indexy nezavisle na sebe, a v pripade, ak nahodou dosta-

neme rovnaké, cely proces zopakovat. (Pre velké N toto bude nastavat zanedbatelne ¢asto.
Ocakavany pocet potrebnych pokusov sa s rasticim N zjavne blizi k 1.)

V algoritme C mieSanie karti¢iek najlahsie naprogramujeme tak, ze do pomocného pola
nahadzeme indexy prvkov (okrem posledného, ktory uz napravo od seba nemé dvojicu), a
nasledne toto pole ndhodne prehiddzeme. Na to je najlepsi spésob nasledovny:

Zoberieme pole dizky N, ktoré chceme premiesat. Vygenerujeme ndhodny index prvku,
teda ndhodné ¢islo od 0 do N — 1. Tolky prvok presunieme na posledné miesto a az do
konca ho tam nechdme. So zvysnymi prvkami tento postup opakujeme, az kjym sa nemint.
(V druhom kroku teda budeme generovaf index od 0 do N — 2, v trefom do N — 3, atd.)

Tento postup mé zjavne ¢asovi zlozitost linearnu od dizky pola, a ziroveii je evidentné,
ze kazd4 mozna permutéacia pola je rovnako pravdepodobna.

Co povie testovanie

V online verzii rieSenia si moéze$ podrobne pozriet, ako dopadli nase implementécie algo-
ritmov, ked sme ich testovali na roézne velkych ndhodnych vstupoch (pre N do 10000).

Postup merania bol nasledovny: Pre kazdu velkost vstupu sme robili 15 merani a ako
namerand hodnotu sme zobrali ich median, teda prostredn nameranii hodnota po utriedeni.
Brat median je lepsie ako priemer, takto vieme, Ze nam ani pripadné divoké chyby merania
vysledok principialne neovplyvnia.

Z grafov sa d4 odpozorovat nasledovné zavislosti: Casova zlozitost algoritmu A je niekde
tesne nad N2, ¢as algoritmu B sa pohybuje zvlastnymi skokmi a vyznaénym bodom v om
zhruba zodpoveda funkcia N2-71 /80, no a ¢as behu algoritmu C' dlho vyzeral dobre, ale pri
testovani na velkych vstupoch sa ukézalo, 7e je priblizne N2 /25.

Toto st teda také navody, Ze kde hladat spravne dolné a horné odhady ¢asovej zlozitosti.
A zaroven nam tieto merania mozu sliuzit ako skiska spravnosti. Ak nieco spoc¢itame a nebude
to sediet s vysledkami merani, niekde sme sa asi sekli.

Algoritmus B
Zacneme najlah$im pripadom, a to je Brankov algoritmus B. Tu nehrd nahoda Ziadnu
rolu, a takisto skoro ziadnu rolu nehra obsah triedeného pola. MoZzno budeme robit raz viac,
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14 Obycajné triedenie?

raz menej vymen, ale vymen bude vzdy najviac tolko ako porovnani, no a pocet porovnani
zévisi jedine od velkosti triedeného pola. T budeme oznacovat N.

Ako spocitat ¢asovu zlozitost takéhoto algoritmu? Existuje vela moznych postupov. Mo-
zeme si napriklad oznacit T'(N) ¢as, ktory nas algoritmus potrebuje na utriedenie pola vel-
kosti N. Potom mozZeme tuto ¢asovu zlozitost tak priblizne vyjadrit nasledovne:

VN >2; T(N)=3T(2N/3)+ O(1)

(Slovne: Cas potrebny na utriedenie pola velkosti NV dostaneme tak, Ze zoberieme trojndsobok
¢asu potrebného na utriedenie mensieho pola, a navySe priddme nejaka konStantu, ktord
zodpovedd zvysnej préci, ktort v procedire spravime.)

Ako sa ale z takéhoto zapisu vysomarit a zistif, aké je vlastne ta zlozitost?

Jednou metdédou je nakreslit si stroméek, ktory bude znazornovat jednotlivé rekurzivne
volania. Za¢neme tym, Ze nakreslime koren stromu a do neho napiseme N — toto bude prvé
volanie, ,utried celé pole“. Toto volanie prebieha tak, zZe trikrat sa zavolame na pole velkosti
(priblizne) 2N/3. Tak nakreslime korenu troch synov a do kazdého z nich napiseme 2/N/3,
teda aktualnu velkost pola. Teraz kazdy z tychto vrcholov dostane pod seba dalsie tri, v
ktorych bude napisané 4N/9, a tak dalej.®

@@

Keby sme si takyto stromcek kreslili pre nejaké konkrétne N, dostali by sme sa ¢asom
na uroven, kedy by uz triedené pole malo velkost menSiu ako 3. Tam uZ nerobime Ziadne
dalsie rekurzivne volania, a teda by strom kon¢il.

@@@

00:09 909 @@ éég@

To, Co je teraz pre nas zaujimavé, je, ze tento strom zndzornuje celil pracu, ktort sme
pri algoritme spravili — inymi slovami, jeho ¢asova zlozitost. Ku kazdému kroku algoritmu
vieme najst vrchol v strome, ktory zodpovedd okamihu, kedy sme tento krok spravili.

Chceme teraz celu pracu, ktort sme spravili, spoc¢itat. V nasom pripade je to celkom jed-
noduché: pri kazdom volani rekurzivnej procedtry spravime okrem samotnych rekurzivnych
volani len konstantne vela inych krokov. Preto celkova préaca, ktort spravi nas algoritmus, je
priamo tmerna poc¢tu vrcholov stromu.

5Vsimnime si, Ze pre jednoduchost sa netrapime celymi ¢astami. Ak niekoho trapi, preco si to mézeme dovolit:
S rastacim N casovéa zlozitost nasho programu zjavne rastie. Ak zistime, ako sa sprava pre také N, pre ktoré
zaokruhlovat netreba, ostatné hodnoty medzi tym nam to nemaja ako pokazit. (Aj ked napriklad z grafu vidime, ze
sa o to snazia.)
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Aby sme vedeli povedat, kolko mé nas strom vrcholov, spo¢itajme najskor jeho hibku A.
V hibke 0 sedi koreii a v fiom je éslo N. Ak je v nejakom vrchole &slo , vo vrcholoch o jednu
tiroveti hlbgie je ¢islo 22/3. V hibke y je teda vo vrcholoch éislo (2/3)Y N. V listoch stt hodnoty
mensie ako 3. Hibka stromu bude teda najmensie také h, pre ktoré uz je (2/3)"N < 3. Z
toho dostavame, Ze h ~ logg o V.

No a teraz uz vieme zistit pocet vrcholov. V hibke y je ich 3¥. Dokopy ich teda je
1434 -4 3" Toto je sucet geometrickej postupnosti, a zo znameho vzorca dostadvame, Ze
je rovny (3" —1)/2.

Casova zlozitost nagho algoritmu je teda O((3"*t1—1)/2) = O(3"). Teraz moézeme dosadit
za h nas odhad hibky a poéitat dalej:

10g3/2 N 10g3/2 3

3" ~ 3%a/2 N = ((3/2)'*%0/2%) = ((3/2)%2/27) N'ogs/23

Preto ¢asova zlozitost nasho algoritmu je O (N logs /2 3). To mo6zeme priblizne vydéislit ako
O ( N2'71).

Pre zaujimavost, existuje vSeobecné tvrdenie zndme pod menom master metéda, pomo-
cou ktorého sa d4 Tahko a rychlo uréit c¢asova zlozitost mnohych rekurzivnych programov,
vratane toho nasho. Znenie tohoto tvrdenia néjdete napriklad na Wikipédii pod heslom
Master Theorem.

V online verzii rieSenia néjdete eSte nasledovné veci: podrobnejsi pohlad na zlozitost
algoritmu B (preco st v grafe zlozitosti také ,zuby“?) a velmi dolezity je aj bonus: dokaz,
ze algoritmus B naozaj triedi. (Z jeho popisu to teda jasné nie je.)

Algoritmus A

Obltbenym tvrdenim medzi riesitelmi bolo, Ze horny odhad na ¢asovi zlozitost tohoto
algoritmu neexistuje, pripadne, Ze je rovny nekoneénu, pretoze (citujem) ,ndhoda moze byt
svina a do nekone¢na porovnavat tie isté prvky“.

Nuz, ak sa chceme hrat s technickymi detailami, v uvedenej podobe citovany vyrok
pravdu nemd. Mal by ju v takejto podobe: ,ndhoda moze byt sviia a lubovolne dlho (nie
nekonecne dlho!) porovnavat tie isté prvky“. Ale ani to nie je vSetko. Finta je v tom, Ze
pravdepodobnost, ze povedzme stokrat po sebe vyberieme tu isti dvojicu, je zanedbatelne
mald — omnoho omnoho mensia ako napriklad pravdepodobnost hardvérovej chyby pocas
vypoctu.

Preto sa u algoritmov, ktoré vyuzivaji nejakym spdsobom nahodu, zvykne v pripade
potreby pouzivat pri urcovani casovej zlozitosti trochu iny pristup. Napriklad zlozitost v
najhorSom pripade sa d& udévat v podobe ;s pravdepodobnostou velmi blizkou jednej spravi
tento algoritmus na vstupe velkosti N menej ako blabla krokov*.

Takéto nieco budeme chciet povedat aj o algoritme A. Ale najskor prebehneme cez nejaké
témy, ktoré budeme na to potrebovat.

Zaklady pravdepodobnosti

Na tomto mieste bez dokazu uvedieme niekolko tvrdeni, ktoré budeme pouzivat. Ako to
uz byva zvykom, v online verzii najdes aj ich dokazy a podrobné vysvetlenie.

Zékladny nastroj, ktory budeme potrebovat: Majme pokus, ktory obc¢as dopadne dobre,
obcas zle. Budeme robit tento pokus dokola, az kym jeden nedopadne dobre. Ak p je prav-
depodobnost, ze pokus dopadne dobre, tak v priemere spravime z = 1/p pokusov.

Situacia je dokonca este lepSia: vieme zarucit, ze skoro urcite bude potrebny pocet po-
kusov linedrne timerny z. Napriklad plati nasledujici odhad: Pravdepodobnost, ze budeme
musief spravif viac ako 100z pokusov, je mensia ako 1/(2°°). A takato pravdepodobnost je
uz z praktického hladiska rovna nule.
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Inverzie

Cennym nastrojom pri analyze triedeni st inverzie. Inverzia v poli A je taka dvojica
indexov (i,j), ze i < j a A[i] > Alj]. Inymi slovami, je to dvojica prvkov A, ktoré su
,vymenené®.

Zjavne pole je utriedené prave vtedy, ak nema Ziadne inverzie. A pri mnohych triediacich
algoritmoch plati, Ze ¢im je v poli viac inverzii, tym je ,menej utriedené“. (Z toho napriklad
vyplyva, ze vstup N, N —1,...,2,1 je ¢asto dobrym kontraprikladom.)

D4 sa dokazat, ze plati nasledovné tvrdenie: Nech (i, j) je inverzia. Potom ak vymenime
hodnoty na poziciach ¢ a j, celkovy pocet inverzii v poli sa urcite zmensi.

Odhad zlozitosti algoritmu A

Ukéazeme, Ze priemerny ¢as, ktory potrebuje algoritmus A na utriedenie lubovolného pola
dlzky N, je nanajvys priamo tmerny N2 log N.

K tomu sa dopracujeme nasledujtcou tvahou: Majme pole dizky N, v ktorom je M
inverzii. Ako dlho bude trvat, kym nés algoritmus trafi jednu z nich? Pravdepodobnost, Ze
trafime inverziu, je:

p(M) = 2L _ 0 (a/N?)

()

Preto ocakdvany (t.j. priemerny) pocet pokusov, kym trafime inverziu, je f(M) =
1/p(M) =0 (N2/M).

Vzdy, ked sa naSmu algoritmu podari trafif a vymenitf inverziu, zmensi sa tym celkovy
pocet inverzii. Na zaciatku je inverzii najviac (];]) V najhorsom pripade sa ich pocet bude
zmensSovat vzdy o 1, az kym neklesne na 0.

V takomto pripade bude priemerny ¢as behu nasho algoritmu rovny

(%) (%)
Yo ran=0(NY % — O (N?log N)

M=1

(Posledny krok je v online verzii vysvetleny podrobnejsie.)

Ukazali sme teda, Ze bez ohladu na to, ako vyzera vstupné pole (kolko inverzii obsahuje),
priemerny ¢as behu nasho programu bude nanajvys priamo timerny N2 log N. Z nasho ivodu
do pravdepodobnosti dokonca vyplyva silnejSie tvrdenie: takmer urcite je ¢as behu nasho
programu nanajvys priamo timerny N?log N.

V online verzii rieSenia dokazujeme navyse, Zze na vstupe: 2,1,4,3,..., N, N — 1 bude
algoritmus A naozaj potrebovat ¢as priamo tmerny N?log N, a teda tento odhad zlozitosti
je tesny.

Odhad zlozitosti algoritmu C

D4 sa ukdzat, ze algoritmus C spravi aj v najhorsom pripade nanajvys N kol porovna-
vania. Z toho bude vyplyvat, Ze bez ohladu na to, ¢i ndm bude generator nadhodnych ¢isel
,priatelsky nakloneny“ alebo nie, bude ¢asova zloZitost vzdy O(N?).

Vsimnite si kontrast oproti algoritmu A. Tam sme vedeli povedat len tolko, Ze do nejakého
dasu skon¢i ,skoro uréite”, tu vieme hornti hranicu povedat plne naisto. Nahodné ¢isla sa
daju vyuzivat rozne. Podobne ako je to v algoritme A, mozeme ich pouzif pri hladani nejakého
objektu, podobne to funguje napriklad v algoritmoch na testovanie prvociselnosti. A naopak,
mozeme si nimi len ,tak trochu prilepsit“, ako napriklad v algoritme C, ¢i randomizovanom
QuickSorte. Takéto pouzitie ndhodnych ¢isel mé viiésinou za ciel vyhnit sa moznym zlym
vstupom.

Intuitivne, algoritmus C robi nieco podobné ako BubbleSort. Rozdiel je len v tom, Ze
neporovnava po sebe idtuce dvojice zaradom, ale v ndhodnom poradi. Podobne ako u Bubb-
leSortu to ¢asom proste nejak do tispesného konca dotlac¢ime, ¢i uz ndm bude ndhoda priat,
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alebo nie. Presny ddkaz uvadzame v online verzii riesenia, je vSak zlozitejsi ako by ste mozno
cakali.

Dolny odhad zloZzitosti je tentokrat lahky. Podobne ako pri BubbleSorte bude zlym vstu-
pom opacne utriedené pole: NN —1,...,1.

Aby sme uvideli, preco je tento vstup zly, staci si vSimnat inverzie. Na zaciatku ich tam
je (];7 ) No a kazda vymena, ktorti nas algoritmus spravi, zmensi pocet inverzii o 1. KedZe za
jedno kolo spravi najviac N — 1 vymen, bude potrebovat urcite asponi N/2 kol, aby takyto
vstup utriedil.

A kedZe uZ vieme, Ze kazdy vstup utriedime v éase O(N?), sme hotovi. Podobne ako u
algoritmu A, aj tu sa ndm podarilo ukéizaft, ze nas odhad bol tesny a naozaj existuju vstupy,
kde potrebujeme ¢as kvadraticky od dlzky vstupu.

A to uz je v tejto papierovej verzii rieSenia naozaj vSetko. Dobri noc!

ot s o opravoval Lukas
8. Tazky zivot (max. 15 bodov)

Tento priklad mal vyhodu, Ze spravne rieSenie v polynomiélnom ¢ase bolo viditelné hned na
prvy pohlad. Stacilo vyskusat vSetky suvislé podpostupnosti a v kazdej zratat mimimum a
stcet. To sa dalo v ¢ase O(N3) a prefikanejsie aj v O(N?). Predstavme si, Ze sme vyratali
sucet a maximum postupnosti x;, Z;11,...,2;. Sifet oznacme s a minimum oznacme m.
Potom stcet postupnosti z;,...,x;,2;4+1 je § + 241 a minimum je min{m,x,41}. Cize o
jedna dlhsiu postupnost vieme spracovat v konstantnom case. V algoritme za¢neme vzdy s
postupnostou dizky jedna a t predlzujeme. Dokopy je postupnosti zhruba N2, teda vysledna,
¢asova zlozitost je O(N?). Za takéto riesenie som déval 9 bodov a za pomalsie 7 bodov.

Teraz si ukazeme jednu vec, ktort neskdr vyuzijeme v dvoch rychlejsich rieseniach. Nech
prvok z; je minimum postupnosti. KedZe prvky v naSej postupnosti su kladné, maximalne
ohodnotenie postupnosti dostaneme, ked lavy a pravy okraj postupnosti obsahujicej x; st
najdalej, ako sa da. To inak znamend, ze prvky za lavym a pravym okrajom su uz mensie
ako x; a vSetky prvky vnutri postupnosti nie st mensie ako z;. Ku kazdému prvku z; teda
chceme najst najblizsi prvok napravo a nalavo taky, Ze je od neho mensi. Oznacme si I(7)
najblizsi mensi prvok vlavo od prvku z; a p(i) najblizsi mensi napravo od neho.

Predpokladajme, Ze uz pozname hodnoty p(i) a (7). Potom Tahko ndjdeme tisek s maxi-
mélnym ohodnotenim. Staci najst také i, Ze x;(xy(y41 + - - - + Zp(;)—1) je maximalne. Najprv
si predpoc¢itame hodnoty s; = 1 + --- + x;. To vieme v linedrnom c¢ase vdaka vztahu
s; = si—1 + x;. Vdaka hodnotam s; plati z;(zi)41 + - + Tpe)—1) = Zi(Spei)—1 — S133))
teda hodnotu nejakého tiseku vieme vyhodnotit v konstantnom case. Celkova zlozitost tohto
vyhodnotenia je preto O(N).

Teraz si ukazeme, ako hladat hodnoty I(i) a p(i) v ¢ase O(NlogN) (to vSak eSte nie
je vzorak). Asi najjednoduchsie rieSenie navrhol Peter Hlavaty. Prvky [(i) a p(i) budeme
hladat pomocou intervalového stromu. Ukazeme si, ako hladat prvky [(i) — postup pre p(i)
je rovnaky, len ideme z opacnej strany. Budeme postupne do intervalového stromu pridavat
prvky z1,x2,...,z,. V Case, ked vkladdme do stromu prvok x;, uz sme doriho vlozili prvky
x1,...,2;_1. Na§ intervalovy strom si bude v kazdom vrchole pamétat mimimum v danom
intervale. Chceme pomocou neho néjst mensi prvok ako x;, ktory je najviac vpravo. Za¢neme
od korena. Ak pravy syn korena obsahuje prvok mensi ako x;, znamena to, Ze minimum
v pravej polovici je mensie ako x;, teda [(i) je v pravej polovici stromu. Preto sa dalej
rekurzivne zavolame na pravého syna. V opa¢nom pripade sa rekurzivne zavolame na lavého
syna. Podobne postupujeme aj dalej. Nakoniec prideme az do listu a nadjdeme tak hladany
mensi prvok. Zlozitost tejto operécie zavisi od vysky stromu a té je log N.

Existuje vSak aj lepsie rieSenie vyuzivajice zasobnik. Zasobnik si mozeme predstavit ako
vrece. Ked donho vkladame prvok, vlozime ho na vrch. Ked prvok vyberame, zoberieme
ten, ¢o je na vrchu. V nasom zasobniku bude platit invariant, Ze hodnoty v 1iom uloZené
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18 Tazky Zivot

budi vzdy usporiadané podla velkosti od najmensej po najvicsiu. Ked pridavame prvok z;,
Ze invariant v zasobniku plati po vloZeni nového prvku. Ale naco nam to je? Prekvapivo
predposledny prvok v zasobniku je prvok [(:). Preco? VSimnime si, aké prvky sme vkladali
a vyhadzovali zo zésobnika potom, ako sme tam vlozili (7). Museli to byt prvky vicsie ako
[(i), lebo keby sme vlozili aj nejaké mensie, [(i) by uz v zdsobniku nebol. A keby sme doitho
vlozili prvok rovnako velky ako I(i), tak by {(7) uz nebol urcite predposledny. Este si dovolim
jednu poznamku k implementécii — na zaciatku do zasobnika déame prvok —1. To bude dno
zasobnika, ktoré nikdy nevyberieme, lebo na vstupe st len kladné ¢isla. USetrime si tym
kontrolovanie niektorych Specidlnych pripadov.

Teraz sa eSte presved¢ime, Ze rieSenie pomocou zasobnika mé linedrnu ¢asova zlozitost.
Do zasobnika vlozime kazdy prvok préave raz. Pri mazani sa nam moze staft, Zze vyhodime vela
prvkov a teda zlozitost jedného mazania nebude konstantna. Musime si vSak uvedomit, Ze
kazdy prvok mazeme zo zasobnika iba raz, teda ¢asovéa zlozitost je naozaj linedrna. Paméfovéa
zlozitost je takisto linedrna, lebo pouzivame jeden zasobnik a nejaké pomocné polia.

Listing programu:

#include <vector>
#include <algorithm>
#include <numeric>
#include <utility>
#include <stack>
#include <cstdio>
using namespace std;

#define REP(i,n) for(__typeof(n) i=0; i<(n); ++1)

typedef pair<int, int> PI;
void spracuj(vector<int> a, vector<int> &b) {
stack<PI> z;
z.push(PI(-1, -1));
REP(i,a.size()) {
while (z.top().first>=ali])
z.pop();
blil=z.top() .second;
z.push(PI(alil, 1));

}

}

int main() {
int n;

scanf(“%d“, &n);
vector<int> x(n);
REP(@,n)
scanf(“%Ild“, &x[il);
vector<int> b[2];
b [0]=vector<int>(n); b[1]1=b[0];
vector<int> s(n+1l, 0);
//zrtame prefizovS sumy
partial_sum(x.begin(), x.end(), s.begin()+1);

REP (k,2) {
spracuj(x, blkl);
reverse(x.begin(), x.end());
}
reverse(b[1] .b§gin() , b[1]l.end());
//v b s teraz AzavS a pravS konce sekov s minimom z[i]
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int res=0;
REP(@,n) {
int z=b[0][i]l+1, k=n-1-b[1][i]l;
res=smax (res, (s[k]-sl[z])x*x[i]);
}
printf(“%d\n“, res);

o opravoval Mic
9. Tyce z Toga (max. 15 bodov)

No tak milé deti, povieme si, ako bolo treba riesif posledny, desiaty priklad. Napriek tomu,
ze priklad bol velmi pekny, vzorovo ho nevyriesil nik. Dokonca mézem citovat z jedného
reSenia ,, Lepsie ako log NV to urcite nepojde”. Ale pozrime sa na to poriadne. Pomocou log N
mesiacov vieme zistit farbu kazdej tyce (teda presnejsie rozdelit tyce na tri kopky, pricom v
kazdej kopke st tyce rovnakej farby). Nam staci urcit jednu ty¢. Toto ndm napovedd, ze by
to mohlo ist rychlejsie. A ako rychlo to pojde? loglog N7/log N7477.

Tak sa na to pozrime. Co je najlepsie spravit v prvom kroku? Najskor si tyce rozdelime
do dvojic (ak je ty¢i neparny pocet, tak ndm jedna ostane a tu si odlozime) a tie podhodime
laméalkam. Ak nam lamalka povedala, Ze tyc¢e st rovnakej farby, tak si tie dve tyce dame do
jedného vrecuska a ak ndm nejaka lamalka povedala, Ze st réznej farby, tak ich zahodime.
A médzeme ich zahodit? Nech pocet tyci svetlotyrkisovej® farby je a, a poéet tyéi ostatnych
farieb je b, c. Pred vyhodenim platilo a > b+ c (vSimnite si, Ze je tam aj rovné a to preto, lebo
sme si mozno odlozili prave svetlotyrkisovil). Plati to aj po vyhodeni? V najhorSom pripade
sme s kazdou vyhodenou dvojicou vyhodili ty¢ svetlotyrkisovej farby. Nech sme vyhodili x
tyci svetlotyrkisovej farby. S kazdou takou tycou, sme vyhodili jednu ty¢ inej farby, z ¢oho
dostaneme nerovnost a —x > b+ c¢— x < a > b+ ¢, ¢ize sme tym ni¢ nepokazili.

Toto bol prvy mesiac.

Teraz uz mame niekolko vrecusok, pricom v kazdom vrectsku su dve tyce rovnakej farby.
Cize ak zistime farbu jednej tyce z vrectska, tak vieme aj farbu druhej tyce. Takze vieme
kazdé vrectsko porovnat dvakrat za mesiac. Postavme si vrectiska do jedného dlhoc¢izného
radu. Porovnajme kazdé dve susedné vrectuska. Ak st rovnaké, tak vrecuska spojime dohro-
mady. Dostaneme novy rad, pricom kazdé vrectisko ma aspon dve tyce a susedné vrecuska
majua rozne farby.

Toto bol druhy mesiac.

Co spravime dalej? Z kazdého vrectska (okrem posledného a predposledného) vyberieme
jednu ty¢. Ked sme vybrali ty¢ z k-teho vrecuska, tak ju porovname s tycou z k + 2 vrecuska
(samozrejme s inou ako s tou, ktort sme vybrali z k+2 vrectska). Podme postupne ofarbovat
vrecuska farbami 1,2 a 3. Prvé vrectisko ofarbime farbou 1. Druhé vrectisko ofarbime farbou
2 (kedze st susedné, tak nemozu mat rovnaka farbu). Ked uz mame uréené farby pre prvé
dve vrectska, tak budeme postupne uréovat farby pre kazdé dalSie vrecusko. Ako? Zoberme
si nejaké vrecusko, napriklad k-te. Ak kK — 1 a k — 2 vrecisko ma urcena farbu, tak viem
jednoznacne urcit aj farbu k-teho vrectgka. Uréite musi mat int farbu ako k — 1 vrecuasko.
Ale kedze sme ho uz porovnavali s k —2 vrectiSkom v tomto poslednom kole, tak vieme, ¢i mé
rovnaki farbu ako k — 2 vrecusko, alebo roznu. A podla toho ho patri¢ne zafarbime. Takto
postupne urc¢ime farbu kazdému vrectusku.

Jediné ¢o este treba, je spocitat pocet tyc¢i vo vrectskach s farbou 1, pocet ty¢i vo
vrecuskach s farbou 2 a to isté s vrectiskami s farbou 3. Teraz sa uz len stac¢i pozriet, ktorej
farby je najviac a z nej vybrat nejaku ty¢ a prehlasit ju za svetlotyrkisovi. Ale pozor. Este sa

Ssvetlotyrkisovych je nadpoloviéna vi&sina
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moze stat, Ze dve farby budii mat rovnaky pocet tyc¢i. Toto ale mohlo nastat iba vtedy, ak bol
pocet ty¢i neparny a poslednd ty¢ (t4, ktord nemala ti Gest sa dostat do ziadneho vrectiska)
bola svetlotyrkisova. Lebo iba vtedy moze nastat, Ze pocet svetlotyrkisovych ty¢i je rovnaky
ako sucet zvysnych ty¢i. Skuste si poriadne rozmysliet preco :-). No a teda, ked mame dve
farby s rovnakym poctom tyci, tak je jasné, ze nasa odlozena ty¢ je svetlotyrkisovéa, lebo inac
by svetlotyrkisovych nemohla byt nadpolovi¢né vicSina.

Tak, a toto bol posledny, teda treti mesiac.

No véul, mame to hotové. Teraz si eSte povedzme zopar veci k implementécii. Lubovolné
vypoCty k nejakému mesiacu sa da trividlne implementovat v ¢ase O(N). Na ¢o vSak eSte
netreba zabudnit je oSetrenie okrajovych pripadov, kedy sa ndm mdze podarit povedat ktora
ty¢ je svetlotyrkisova.

Tak a ako som bodoval. Vzorové riesenia nedostali 15 bodov, lebo zZiadne neboli. Za
O(log N) mesiacov som udeloval 11 bodov. Linedrne rieSenia dostavali 7 bodov. Ob¢as som
strhol za chybajuci kdd, zly popis a podobne.

Domaca tloha. Rozmyslite si, kolko mesiacov ndm bude trvat, aby sme vedeli zatriedit
tyc¢e do troch kdpok, pricom v kazdej kopke su tyce rovnakej farby:-)

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

int N;

struct vrecusko{
int tycel21;// staci si nam pamatat nejake dve tyce a pocet
int pocet;
int farba;
vrecusko(int a,int b){
tyce[0]=a;
tycel[1]l=b;
pocet=2;

};
vector<vrecusko> vrecuska;

void opytaj_sa(int a,int b){
cout << “(“<<a<<44 a “<<b<<“)“;

}

bool test(int poc){//osetrenie specialnych pripadov
if(poc==0]| | (poc==2&&vrecuska[0] . pocet==vrecuskal[l] .pocet)){
cout << “Tyc “<<N<<“ je svetlotyrkisova‘“<<endl;
return true;

}

if(poc==1){
cout << “Tyc “<<vrecuskal0] .tyce[0]<<“ je svetlotyrkisova“<<endl;
return true;

}

int maxx=0,suc=0,ktore=0;

for (int i=0;i<poc;i++){
maxx=max (maxx,vrecuskal[i] . pocet) ;
if(maxx==vrecuskali] . pocet) ktore=i;
suc+=vrecuskal[i] . pocet;
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int

suc-=maxx;

if (maxx>=suc){
cout << “Tyc “<<vrecuskalktore] .tyce[0]<<“ je svetlotyrkisova“<<endl;
return true;

}

return false;

main(){
cin >>N;
if(N<3)cout << “Tyc 1 je svetlotyrkisova“<<endl;
for(int i=0;i<N/2;i++)

opytaj_sa(i*x2+1,i%2+2);
cout<<endl;
for(int i=0;i<N/2;i++){

int res;

cin >> res;

if(res) vrecuska.push_back (*(new vrecusko (i*2+1,i¥2+2)));

}
cout << endl;
int poc=vrecuska.size(Q);
if(test(poc))return O;

//koniec prveho mesiaca

for (int i=0;i<poc;i++)
opytaj_sa(vrecuskalil .tyce[0],vrecuska[(i+1)%poc] .tycel[1]);
int ktory=0;
for(int i=0;i<poc;i++){
int res;
cin >> res;
if(res){
if(i'=poc-1){
vrecuska[ktory] .pocet+=vrecuskali] . pocet;
vrecuskali] . pocet=-1;
}else{
vrecuska[0] . pocet+=vrecuska[ktory] .pocet;
vrecuska[ktory] .pocet=-1;

}
}elsed{
ktory=i+1;
}
}
ktory=0;

for (int i=0;i<poc;i++){
if(vrecuskalil .pocet>0){
vrecuska [ktory]=vrecuskali] ;
ktory++;
}
}
poc=ktory;
if(test (poc))return 0;

//koniec druheho mesiaca

vrecuska [0] .farba=0;
vrecuskal[l] .farba=1;
for(int i=0;i<poc-2;i++)
opytaj_sa(vrecuskali]l .tyce[0],vrecuskali+2] .tyce[1]);
int pocty[1[2]1={{0,0},{0,1},{0,03}};
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for (int i=2;i<poc;i++){
int res;
cin >> res;
if(res)
vrecuskal[i] .farba=vrecuskal[i-2] .farba;
else
vrecuska[i] .farba=3-vrecuskal[i-1] .farba-vrecuskal[i-2] .farba;
if(vrecuskali] .farba==2) pocty [2] [1]=i;
}
for(int i=0;i<poc;i++)pocty[vrecuskali] .farbal [0]+=vrecuskal[i] .pocet;
if(pocty [0] [0]<pocty [1]1[0]){
swap (pocty [0] [0] ,pocty [1][0]);
swap (pocty[0] [1],pocty[11[11);
}
if(pocty [0] [0]<pocty[2]1 [0]){
swap (pocty [0] [0],pocty[2]1[01);
swap (pocty [0] [1],pocty[2]1[1]1);
}
if(pocty[1]1 [0]l<pocty [2] [0]){
swap (pocty [1]1 [0],pocty[2]1[0]);
swap (pocty[1] [1],pocty[2] [1]1);
}
if(pocty [0] [0]==pocty[1] [0])cout << “Tyc “<< N << “ je svetlotyrkisova“ << endl;
else cout <<“Tyc “<< vrecuskal[pocty[0] [1]1].tyce[0] << “je svetlotyrkisova“
<<endl;
return 0;

}
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Vysledkova listina po 1. kole kategérie KSP-Z

Meno a priezvisko Skola Trieda| 1 2 3 4 5 b))

1| Fulla Peter SPS Spisska Nova Ves 2 15 15 15 15 15 | 75
1| Ondraska Peter SPS Dubnica nad Vahom 3 15 15 15 15 15 | 75
3| Kostolanyi Peter Gym. Jura Hronca BA 3 15 15 12 15 13 | 70
4| Fackovec Boris Gym. P. de Coubertina Piestany 4 15 15 11 13 12 | 66
5| Baco Ladislav Gym. Postova KosSice 1 15 15 10 15 9 | 64
6| Poldk Lukas Gym. Jura Hronca BA 1 15 15 11 14 8 | 63
7| Fekia¢ Jozef Gym. Grésslingovd BA 2 15 15 8 14 6 | 58
7| Matejovicova Lenka Gym. Grosslingova BA 3 13 13 11 14 7 | 58
9| Herencsar Albert Gym. mad. Galanta 2 13 15 3 14 12 | 57
10 | Kuzma Tomas Gym. Alejova Kosice 2 15 15 11 15 | 56
11 | Hozza Michal Gym. Jura Hronca BA 2 15 15 11 14 55
11| Kusnier Juraj Gym. Banovce nad Bebravou 3 13 9 9 14 10 | 55
13 | Konec¢ny Jakub Gym. Grosslingova BA 1 14 14 9 14 51
14| Vano Jakub Gymnézium J.A. Raymana 2 14 12 11 13 50
15| Fecko Stanislav Gym. Pankichova Bratislava 4 11 15 11 4 8 | 49
15| Hojcka Michal Gym. Partizdnske 2 14 12 9 14 49
15 | Kudla¢ Matas Gym. Bilikova BA 3 10 15 9 15 49
18 | Halabuk Milan Gymnazium Levice 4 14 5 9 14 5 | 47
19 | Matula Peter Gym. Skolska Turé. Teplice 3 715 10 5 8| 45
19| Starovska Maria Gym. Grosslingova BA 3 15 15 15 45
21| Bosko Lukas Gymnazium Povazska Bystrica 2 10 11 9 14 44
21| Kosdy Ivan Gym. Jura Hronca BA 2 14 15 15 44
21| Turekova Katarina Gym. Tajovského B. Bystrica 3 8 12 9 15 44
24| Goga Rudolf Gym. Jura Hronca BA 1 15 15 13 43
25| Balogh Tomas SPSE Nové Zamky 2 10 11 9 9 3 | 42
26 | Jenis Jakub Gym. Cyrila a Metoda Nitra 3 15 13 13 41
26 | Stachova Paula Gym. Bilikova BA 3 10 10 9 12 41
26| Stefanigin Peter Gym. Svidnik 4 13 15 7 6 | 41
29 | Bachraty Martin Gym. Velka Okruzna Zilina 2 6 11 9 14 40
29| Boska Michal Gym. Jura Hronca BA 3 15 12 13 40
29| Hagara Michal Gym. Jura Hronca BA 1 14 12 0 14 40
29| Strbka David Gym. Grosslingova BA 3 14 15 056 3 8 | 40
33| Kucin Alexander Gym. Lipany 3 912 8 7 1| 37
33| Sabo Michal Gym. Jura Hronca BA 3 14 11 3 5 4| 37
35| Meravy Jan SPS Dubnica nad Vahom 3 7 12 4 13 36
36 | Dittrich Andrej Gym. Jura Hronca BA 3 15 15 5 35
36 | Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 1 8 12 3 12 35
36 | Kikta Michal Gym. Tatarku Poprad 2 14 10 11 35
36 | Uhercik Maros Gym. P. de Coubertina Piestany 2 15 3 13 4| 35
40 | Behun Marek Gym. L. Stara Michalovce 1 6 5 811 4| 34
40 | Miklas Jan Gym. P. de Coubertina Piestany 2 311 313 4| 34
42 | Kohut Matej Gym. Jura Hronca BA 2 11 14 7 32
42 | Kvasnicka Igor Gym. Jura Hronca BA 3 11 8 13 32
44 | Magdolen Matej Gym. Golianova Nitra 1 112 9 3 6| 31
45| Kalugerov Samuel Gym. Jura Hronca BA 1 11 3 13 27
46 | Stanciakova Katarina | Gym. Jura Hronca BA 1 3 6 313 1] 26
47| Tatara Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 10 12 2 1 25
48 | Truben Martin Gym. Jura Hronca BA 3 10 3 5 3 2| 23
49 | Kuchynar Martin Gym. Jura Hronca BA 1 11 7 4 | 22
49 | Rigdova Emilia Gym. Popradské nabr. Poprad 1 12 10 22
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24 Vysledkovd listina

Meno a priezvisko Skola. Trieda| 1 2 3 4 5 b))
51| Chrast Lukas Gym. Golianova Nitra 2 7T 5 7 19
52| Suty Karol Gym. Jura Hronca BA 3 7 11 18
52| Tana Téthova Gym. Jura Hronca BA 1 6 12 18
54 | Sebetnova Petra Gym. Jura Hronca BA 1 3 2 12 17
55| Chudy Lukas Gym. Liptovsky Hradok 2 7 6 3 16
55| Mol¢an David Gym. Slovenska Bardejov 4 6 10 16
55| Sulak Viktor SPSE Nové Zamky 2 7 9 0 16
58 | Koncok Jakub Gym. Hali¢skd Lucenec 3 15 15
58| Piter Miroslav Gym. Svidnik 1 15 15
60 | Baxova Katarina Gym. Ludovita Stara Trenéin 2 14 14
61| Jancigova Jarmila Gym. Jura Hronca BA 3 10 3 13
62| Korenek Roman Gym. Jura Hronca BA 2 5 6 11
63 | Buchovecka Simona Gym. Medzilaborce 4 0 10 10
63| Husar Milan Gym. Jura Hronca BA 1 7 3 10
65| Szabadosova Emilia Skola pre mim. nadané deti BA 3 6 3 9
66 | Janocko Jan Gym. Jura Hronca BA 2 4 3 7
66 | Polakova ? Gym. Jura Hronca BA 1 7 7
68| Balogh Imrich Gym. Jura Hronca BA 1 0 2 2
68 | Sevela Richard Gym. Jura Hronca BA 1 0 2 2
70| Zdechovan Lukas Gym. Tajovského B. Bystrica 4 0 0

Vysledkova listina po 1. kole kategdrie KSP-O
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Vysledkovd listina

Meno a priezvisko Skola Trieda| 4 5 6 7 8 b))

1| Hapak Samuel Gym. Grosslingova BA 3 15 15 15 15 14 | 74
2| Fulla Peter SPS Spisska Nova Ves 2 15 15 15 15 10 | 70
3| Hlavaty Peter Gym. Jura Hronca BA 3 15 15 15 15 8 | 68
3| Ondruska Peter SPS Dubnica nad Vahom 3 15 15 15 14 9 | 68
5| Boza Vladimir Gym. Tatarku Poprad 3 15 15 15 15 60
6 | Kosinarova Alena Gym. Grosslingova BA 3 15 15 15 9 5| 59
7| Nagy Kristian Gym. Jura Hronca BA 3 6 15 15 13 9 | 58
8| Brada Miroslav Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 3 14 15 15 9 4 | 57
9| Kostolanyi Peter Gym. Jura Hronca BA 3 1513 9 9 6 | 52
10 | Varga Andras Gym. H. Selyeho Komarno 3 15 12 8 7 7| 49
11| Simanova Lucia Gym. Grosslingova BA 3 15 15 12 2| 44
11| Vojtko Jakub Gym. Jura Hronca BA 2 15 14 15 44
13| Kekely Lukas Gym. Var$avské Zilina - Vléince 3 15 6 14 7 42
14| Feddkovad Dominika Gym. Stard Luboviia 3 15 10 7 2 34
15 | Kudla¢ Matas Gym. Bilikova BA 3 15 6 9 3| 33
16 | Fackovec Boris Gym. P. de Coubertina Piestany 4 13 12 7 32
17 | Kocisky Tomas Gym. Grosslingova BA 3 15 15 30
18 | Stukenik Jan Gym. Lettricha Martin 3 14 6 5 3| 28
19| Petrucha Michal Gym. Metodova BA 2 15 12 27
19 | Sucha Martin Gym. Jura Hronca BA 3 15 12 27
21| Herencsar Albert Gym. mad. Galanta 2 14 12 26
21| Kuzma Tomas Gym. Alejova Kosice 2 11 15 26
23| Kukan Matus Gym. Grosslingova BA 3 15 10 25
24| Baco Ladislav Gym. Postova Kosice 1 15 9 24
24| Kus$nier Juraj Gym. Béanovce nad Bebravou 3 14 10 24
26 | Fecko Stanislav Gym. Pankichova Bratislava 4 4 8 11 23
26 | Kwvasnicka Igor Gym. Jura Hronca BA 3 13 10 23
28| Mino Igor Gym. Sobrance 3 13 2 5 2| 22
28 | Polak Lukas Gym. Jura Hronca BA 1 14 8 22
28 | Starovska Maria Gym. Grosslingova BA 3 15 7 22
31| Hojcka Michal Gym. Partizanske 2 14 7 21
31| Matejovicova Lenka Gym. Grosslingova BA 3 14 7 21
33| Fekia¢ Jozef Gym. Grosslingova BA 2 14 6 20
33| Kalugerov Samuel Gym. Jura Hronca BA 1 13 7 20
33| Meravy Jan SPS Dubnica nad Vihom 3 13 2 51 20
33| Stanciakovd Katarina | Gym. Jura Hronca BA 1 13 1 5 1 20
37| Halabuk Milan Gymnazium Levice 4 14 5 19
37| Stachova Paula Gym. Bilikova BA 3 12 7 19
39| Magyar Vladimir SPSE Nové Zamky 3 9 6 3 18
40 | Miklas Jan Gym. P. de Coubertina Piestany 2 13 4 17
40| Uherc¢ik Maros Gym. P. de Coubertina Piestany 2 13 4 17
42 | Behun Marek Gym. L. Stara Michalovce 1 11 4 15
42 | Kosdy Ivan Gym. Jura Hronca BA 2 15 15
42 | Rampasek Ladislav Gym. Jura Hronca BA 4 15 15
42 | Turekovad Katarina Gym. Tajovského B. Bystrica 3 15 15
46 | Bachraty Martin Gym. Velkd Okruzna Zilina 2 14 14
46 | Bosko Lukas Gymnéazium Povazska Bystrica 2 14 14
46 | Hagara Michal Gym. Jura Hronca BA 1 14 14
46 | Hozza Michal Gym. Jura Hronca BA 2 14 14
46 | Koneény Jakub Gym. Grosslingova BA 1 14 14
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26 Vysledkovd listina

Meno a priezvisko Skola Trieda| 4 5 6 7 8 b))
51 | Boska Michal Gym. Jura Hronca BA 3 13 13
51| Goga Rudolf Gym. Jura Hronca BA 1 13 13
51| Jenis Jakub Gym. Cyrila a Metoda Nitra 3 13 13
51| Matula Peter Gym. Skolska Turé. Teplice 3 5 8 13
51| Vano Jakub Gymnézium J.A. Raymana 2 13 13
56 | Balogh Toméas SPSE Nové Zamky 2 9 3 12
56 | Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 1 12 12
56 | Sebetiova Petra Gym. Jura Hronca BA 1 12 12
56 | Tana Téthova Gym. Jura Hronca BA 1 12 12
60 | Koncok Jakub Gym. Hali¢ska Lucenec 3 11 11
60| Strbka Dévid Gym. Grésslingova BA 3 3 8 11
62| Chudy Lukas Gym. Liptovsky Hradok 2 3 7 10
62| Jancigova Jarmila Gym. Jura Hronca BA 3 3 10
62| Sabo Michal Gym. Jura Hronca BA 3 5 4 1 10
65| Magdolen Matej Gym. Golianova Nitra 1 3 6 9
66 | Kucin Alexander Gym. Lipany 3 7 1 8
67 | Kohut Matej Gym. Jura Hronca BA 2 7 7
68 | Stefanisin Peter Gym. Svidnik 4 6 6
69 | Dittrich Andrej Gym. Jura Hronca BA 3 5 5
69 | Truben Martin Gym. Jura Hronca BA 3 3 2 5
71| Kuchynar Martin Gym. Jura Hronca BA 1 4 4
72| Husar Milan Gym. Jura Hronca BA 1 3 3
72| Janocko Jan Gym. Jura Hronca BA 2 3 3
72| Sevela Richard Gym. Jura Hronca BA 1 2 1 3
72| Szabadosovd Emilia Skola pre mim. nadané deti BA 3 3 3
76 | Balogh Imrich Gym. Jura Hronca BA 1 2 2
77| Tatara Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 1 1
78| Sulak Viktor SPSE Nové Zamky 2 0 0
78 | Zdechovan Lukas Gym. Tajovského B. Bystrica 4 0 0

Vysledkova listina po 1. kole kategérie KSP-T
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Vysledkovd listina

Meno a priezvisko Skola, Trieda| 8 9 10 b))

1| Hapak Samuel Gym. Grosslingova BA 3 14 9 11 | 34
2| Hlavaty Peter Gym. Jura Hronca BA 3 8 13 11 | 32
3| Ondruska Peter SPS Dubnica nad Vahom 3 9 9 10 | 28
4| Kostolanyi Peter Gym. Jura Hronca BA 3 6 11 7| 24
5| Boza Vladimir Gym. Tatarku Poprad 3 12 11 | 23
6| Kudla¢ Matus Gym. Bilikova BA 3 3 9 71|19
7| Fackovec Boris Gym. P. de Coubertina Piestany 4 7 10 | 17
8| Fulla Peter SPS Spisska Nova Ves 2 10 10
9| Kvasnicka Igor Gym. Jura Hronca BA 3 9 9
9| Nagy Kristidn Gym. Jura Hronca BA 3 9 9
11| Suty Karol Gym. Jura Hronca BA 3 7 7
11| Varga Andras Gym. H. Selyeho Komarno 3 7 7
13 | Kosinarova Alena Gym. Grosslingova BA 3 5 5
13| Meravy Jan SPS Dubnica nad Vahom 3 5 5
15| Brada Miroslav Gym. Varsavska Zilina - V1¢ince 3 4 4
16 | Stukenik Jan Gym. Lettricha Martin 3 3 3
17 | Mino Igor Gym. Sobrance 3 2 2
17| Simanova Lucia Gym. Grosslingova BA 3 2 2
19| Tatara Tom4as Gym. Jura Hronca BA 3 1 1
20 | Szabadosova Emilia | Skola pre mim. nadané deti BA 3 0 0
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