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Vzorové riesenia 2. kola letnej casti

Prave sa vam dostali do ruk posledné tohtoro¢né vzorové rieSenia KSP. Verime, Ze s
nimi nalozite tak, ako by ste mali, lebo mudry sa z chyb pouci. Takze si snad najdete
chvilku ¢asu a popri tych krasnych pléazach, ¢istych horéch, ocarujicich Zenach a svalnatych
chlapoch budete venovat pozornost aj im. A ked uz sme pri tych letnych radovankach, je na
mieste vyhlasit nasu letni skorostutaz o najexotickejsiu fotografiu so vzorovymi rieSeniami.
VaSe najvydarenejsie zabery posielajte na mino@foto.ksp.sk. Zabery ohodnoti nezavisla
komisia a najlepsi dostane cokoladu.

Emociondlna viizba individua na oblast prirodnych vied je vzdy
ostro mensia ako vzajomna vizba dvoch individui opacCnej polarity.

KSPéci

opravoval Maty

1. Zradné schody (max. 15 bodov)

Tento priklad bol velmi lahky a rychlo sa dal najst vSeobecny postup ako hladant postupnost
generovat. Body som vam strhaval za chybajice odhady c¢asovej a pamiitovej zlozZitosti,
pripadne za horsiu paméitova zlozitost, teda ak ste pouzili nejaké pole velkosti n. A teraz k
prikladu. Za¢nime tym, Ze musime sko¢it skok vzdy roznej dlzky. Preto musime sko¢if aj skok
dlzky n — 1. Ten mézme skoéif iba medzi schodmi 1,n a teda uréite bude nasa postupnost
obsahovat takyto skok. Povedzme si, Ze spravime tento skok ako prvy a zac¢neme na schode
1. Zoberme si teraz skok dlzky n — 2. Ten nemézeme spravit medzi schodmi 1,n — 1 lebo
na schode 1 sme zacali a teda uz sa tam vratif nemozeme. Teda pre skok dlzky n — 2 nam
ostava jedind moznost — spravit tento skok medzi schodmi 2 a n. Teda zo schodu n, na
ktorom stojime po prvom skoku, sko¢ime na schod 2. Pre skok dizky n — 3 dostaneme, Ze zo
schodu 2 musime sko¢it na schod n — 1.

Tymto postupom ziskame jednu konkrétnu permutéaciu, o ktorej teraz ukazeme, ze vyho-
vuje podmienkam zadania. Hladana permutécia vyzerad takto: Za¢nem na schode 1, sko¢im
na schod n, z neho na schod 2... . Vzdy teda skoc¢im na posledny este nepouzity a prvy
eSte nepouzity schod. Zjavne nesko¢im na ziadny schod dvakrat, lebo vzdy skac¢em iba na
nepouzité schody. A takisto zjavne spravim n — 1 skokov, a teda sko¢im na kazdy schod.
Nas program teda vypiSe ako vysledok jednu konkrétnu postupnost 1,n,2,n—1,3,n—2,---
Posledny clen tejto postupnosti bude | 7] + 1.

Za domécu tlohu si skiste rozmysliet, kolko inych postupnosti vyhovuje zadaniu.

Listing programu:
var n,i:longint;
begin
readln(n) ;
for i:=1 to n div 2 do write(i,’ ’,n+1-i,’ );
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2 Zlaté staré casy

if n mod 2=1 then write(n div 2+1);
writeln;
end.

, , o~ opravovala Monika
2. Zlaté staré casy (max. 15 bodov)

Rieseni od vas prisla celd spusta, niektoré neboli vzorové, iné neboli ani len spravne, ale
aspon bolo ¢o opravovat.

Na zaciatok si povieme ako som bodovala. Plny pocet bodov ste mohli ziskat za rieSenie,
ktoré funguje v ¢asovej aj pamiitovej zlozitosti O(N + M). 14 bodmi som ohodnotila tych ¢o
mali asovi zlozitost O(N?) (sice pouzivali rad, tak ako vo vzorovom rieseni, ale susedstva
medzi Tudmi si ulozili tak nestastne, ze im to zhorSovalo zlozitost). Velké mnozstvo rieSeni
malo ¢asovu zlozitost O(N(N + M)), ¢o som ohodnotila 12 bodmi. Horsiu zloZitost mali uz
len riesenia v O(N3) s 10 bodmi a O(N?M) s 9.

Bodiky ste mohli stratif za chybajuci alebo nedostatoény popis (1-4 body). Pokial bola
pouzitd v kéde nejakd datova struktura z STL (alebo podobnej kniznice) a nevysvetlili ste
dostato¢ne ako funguje, strhla som 2 body. RieSenia, v ktorych ste zabudli uvazovat pripad,
ked sa sprava nevie dostat ku vSetkym Tudom, stratili po 2 body. Nefunkéné rieSenia mohli
ziskat najviac 5 bodov.

No a teraz podme na rieSenie. Sprava sa Siri medzi klebetnikmi od ¢loveka s ¢islom 1. V
dalsom kole sa ju dozvedia jeho susedia, v dalSom susedia susedov a tak dalej. Toto Sirenie
si moZzeme predstavit ako vlnu, ktora ide od cloveka s ¢islom 1. Ked povie klebetu svojim
susedom, tak sa vlna so spravou dostane do vzdialenosti jedna. Potom susedia cloveka 1
povedia susedom klebetu a vlna sa posunie do vzdialenosti dva. Takto to pokracuje dale;j.
Nasou tlohou je zistit, do akej vzdialenosti sa takato vlna informécie dostane najdalej, kym
sa ju vsetci nedozvedia.

Priamo Sirenie viny, tak ako bolo opisané v zadani, je proces, ktory prebieha naraz
(cudzim slovom tomu hovorime paralelne). V kazdom kole sa klebeta $iri na vela miestach
naraz. Skisime toto Sirenie sprav simulovat postupne (cudzim slovom sekvenc¢ne). Ciel bude,
aby vSetci Tudia, ktori prave tvoria vlnu, postupne jeden po druhom povedali klebetu dalej.
A az potom ako posledny z nich doklebeti, mozu zacat klebetif Iudia v nasledujicej vine.

Toto mozeme realizovat tak, ze Tudia, ktori chea klebetit, sa budi stavat do radu. Ked
¢lovek pride na rad, tak povie klebetu vsetkym susedom, ktori ju esSte nevedia, a odide
spokojne domov. Kazdy sused, ktory sa prave dozvedel klebetu, ju chce vyklebetit dalej, a
teda sa vSetci tito susedia v nejakom Iubovolnom poradi postavia na koniec radu.

Na zaciatku sa pochopitelne do radu postavi ako jediny Clovek s ¢islom 1, pretoZe on
chce zacat klebetit. Vsimnite si, ze ked ¢lovek s ¢islom 1 doklebeti, budi za nim v rade
staf vsetci jeho susedia. Potom sa postupne dostani tito susedia na rad a klebetia spravu
vSetkym svojim susedom, ¢o spravu eSte nedostali. Ti sa hned nato postavia na koniec radu.
Ked takto odklebetia Tudia z prvej viny (teda susedia ¢loveka s ¢islom 1), v rade zostand
prave vsetci susedia z druhej viny (teda susedia susedov ¢loveka s ¢islom 1, ktori sa az teraz
dozvedeli klebetu). Takto mozeme pokracovat dale;j.

Tento opisany postup mozeme fahko implementovat. Budeme pouzivat datova struktiaru
rad, niekde nazyvant aj fronta alebo front.! Rad si moZeme predstavit ako dlhé pole, ktoré
podporuje len dve operacie: vlozenie prvku na koniec a vyber prvku zo zaciatku. Vdaka

1Pomenovanie tejto datovej struktiry je zdrojom nekoneénych bojov podobnych bojom o najlepsi operaény
systém, editor, prichut Deli ty¢iniek ¢i stranu, z ktorej otvarat banan. Najcastejsi argument jednej strany je, ze
slovo fronta je Ceské a v slovendéine je nespisovné. Druhé strana oponuje tym, ze v pripade slova ,fronta“ nejde o
nespisovny pojem ale o zauzivany technicky pojem, tzv. terminus technicus.
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Zlaté staré casy 3

tymto dvom operdcidm mé rad vlastnost, Ze prvok, ktory z neho vyberieme (vzdy iba zo
zaciatku) bol do radu urcite vloZzeny skor ako prvky, ktoré su este v rade. A to je presne to,
¢o potrebujeme.

Rad sa d4 implementovat ako pole s dvoma ukazovatelmi — na zaciatok a koniec. Ukazo-
vatel na zaciatok pri vybere prvkov zo zac¢iatku zvySujeme, ukazovatel na koniec pri pridavani
prvkov tiez zvySujeme. (Pri takomto postupe musi byt samozrejme pole dost velké. Ak ne-
vieme, kolko prvkov budeme mat, je lepsie pouzif spajany zoznam?.)

Okrem radu si potrebujeme este pamiitat, ¢i ¢lovek uz vie klebetu (a pripadne aj, Ze kedy
sa ju dozvedel, kedZe sa to da implementovat v jedinom poli rozliSovanim kladnych hodnot
pre ¢asy a hodnoty -1 ak klebetu nevie). Teraz stac¢i vlozit na zaciatok radu ¢loveka s ¢islom
1. A potom uz len opakujeme dokola to isté, az kym sa rad nevyprazdni: Vyberieme z radu
¢loveka, pozrieme vsetkych susedov, vyberieme tych, co este nevedia spravu, nastavime im
kolo, kedy sa ju dozvedeli a zaradime ich na koniec radu.

Problém, na ktory vicsina z vas zabudla, je, ze v zadani nebolo zarucené, ze klebeta sa
uréite vzdy rozsiri do celého spoloc¢enstva Iudi. Moze sa stat, ze medzi ¢lovekom s ¢islom 1
a nejakym inym c¢lovekom neexistuje Ziadne spojenie cez inych Iudi a klebetu sa nedozvie.
To treba na zaver oSetrit jednym prechodom pola, kde st informécie, ¢i ¢lovek sa dozvedel
klebetu. Pri tomto prechode sa d4 najst aj maximélne kolo, v ktorom sa ¢lovek dozvedel
spravu. Ind moznost je si pocas vypoctu pocitat kola, resp. vypisat kolo, v ktorom sa dozvedel
klebetu posledny ¢élovek, ktory bol v rade.?

Co sa tyka formy, v ktorej si udrziavame vztahy Iudi, tu si treba davat pozor. Ak ste si
nevhodne zvolili tento sposob, mohlo vam to pokazif ¢asovu zlozitost. V tomto pripade je
najvhodnejsie na ukladanie vztahov pouzit zoznam vztahov. Ten sa da prakticky implemen-
tovat tak, ze mame pole velkosti IV, kde si pamitdme pocet vztahov pre ¢loveka s ¢islom
1 < i < N. Potom si eSte ku kazdému ¢loveku pamétame v poli zoznam Tudi, ktori st jeho
susedia. Takto vieme Tahko ku kazdému ¢loveku rychlo prejst cely zoznam susedov.

Pri nacitani potrebujeme nacitat M dvojic, ¢o trva ¢as O(M). Potom postupne pridé-
vame ludi z radu a zase ich z neho odoberame. Kazdy ¢lovek sa do radu dostane najviac raz
a kazdé susedstvo je dvakrat uvazované, ked sa rozhoduje, Ze ¢i sused uz klebetu vie alebo
nie (raz v kazdom smere). Preto celé pridavanie, odoberanie a spractvanie Iudi bude trvat
¢as O(N + M). Celkovo je teda ¢asova zlozitost nasho algoritmu O(N + M) — linedrna od
velkosti vstupu.

Takisto pamétova zlozitost je linedrna od velkosti vstupu, teda O(N + M).

A teraz uz nevahajte a rychlo si pozrite kéd. Predtym ako zacnete eSte chcem upozornit,
ze v kéde sa alokuje viac paméte ako je redlne treba (na zoznam vztahov pouzivam pole
rozmerov N x N). Pamit je sice takto alokovana ale nikdy sa nepouzije. Je to urobené pre
prehladnost kédu, aby v 1iom zbytoc¢ne nezavadzal kéd, ktory sa stard o alokaciu a préacu s
paméfou, ktora by bolo treba dynamicky vytvarat (¢i uz priamo alokaciou alebo cez spajany
zoznam).

Listing programu:

program KSP_2;

const MAX_N = 100;

var ludia: array[l.. MAX_N,1..MAX_N] of longint;
pocet, cas, rad: array[l..MAX_N] of longint;

zac,kon,i,clov,poc:longint;
N,M,a,b:longint;

2http://en.wikipedia.org/wiki/Linked list

3Rozmyslite si, Ze preco.
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begin
read (N,M) ;
for i:=1 to N do begin
cas[i]l:= -1;
pocet[i]:= 0;
end;

for i:=1 to M do begin
read(a,b);
inc(pocet[al); ludiala][pocet[al] := b;

inc(pocet[bl); ludial[b][pocet[bl] := a;
end;
zac:=1;
rad[1]:=1;
cas[1]:=0;
kon:=2;
while zac < kon do begin
clov := radl[zac];
inc(zac) ;

for i:=1 to pocet[clov] do

if cas[ludial[clov,i]] = -1 then begin
rad[kon] := ludialclov,i];
inc(kon) ;
cas[ludialclov,i]] := caslclov] + 1;
poc:=cas[clov]+1;

end;

end;

{overenie, ze ci sme vsetkych ludi pozreli}
for i:=1 to N do
if cas[i] = -1 then begin
writeln (’Existuje clovek, ktory nedostane klebetu.’) ;

exit;
end;
writeln (’Sprava sa dostane ku vsetkym za ’,poc,’ kol.”) ;
end.
, . opravoval Pershing
3. Zvrhlé pomenovanie (max. 15 bodov)

RieSenia, ktoré dosli sa daju rozdelit do 4 kategdrii. Prvou st vzorové rieSenia v linear-
nom case, ktoré dostali 15 bodov. Druhou st rieSenia, ktoré pouzili triedenie so zlozitostou
O(nlogn) a dostali za to 12 bodov. Tretiu kategériu tvoria rieSenia s kvadratickou zlozi-
tostou, za ktortd bolo 9 bodov. A poslednt kategériu uzatvéaraji nefunkéné rieSenia, ktoré
dostali maximéalne 5 bodov.

Hlavnou myslienkou vzorového rieSenia je, ze ¢im viac ¢isel na prvych (najlavejsich)
miestach nechdme nedotknutych, tym mensi bude vysledok. Aby sme teda nasli najmensiu
vhodnt permutaciu, chceme néjst posledni (najpravejsiu) poziciu ¢ takid, Ze napravo od nej
musi existovat také d, pre ktoré plati d > ¢ a aqg > a..

Predstavme si, Ze sme uz ¢ nasli a pozrime sa na postupnost ¢isel od neho vpravo. Vieme,
ze pre ziadne z nich uz nasa vlastnost neplati. Inymi slovami, ak e je lubovolné z tychto ¢isel,
tak vSetky ¢isla napravo od e st od neho mensie. Z toho dostavame, ze postupnost napravo
od pozicie ¢ (pozor, nie vratane c!) musi byt utriedené zostupne.
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Zvrhlé pomenovanie )

Toto vyuzijeme na najdenie ¢isla c. Za¢neme na pozicii n a budeme smerom dolava hladat
najdlhsi rastici usek. Ked sa nam rast pokazi, mame hladané ¢éislo c¢. Teda na najdenie ¢isla
¢ nam staci linearny cas.

Zjavne nevieme zostrojit vic¢siu permutaciu tak, aby sme nechali nedotknutych prvych
zostrojif vi¢siu permutéaciu tak, aby sme nechali nedotknutych prvych ¢ — 1 miest.

Pozrime sa na ¢islo na pozicii ¢. Aby sme dostali vi¢Siu permutaciu, musime ho nutne
vymenif za nejaké vicsie, A tu zlyhava viitéSina chybnych rieseni, ktoré vymienaju ¢islo
na pozicii ¢ s ¢islom na pozicii ¢ + 1, teda s najvacsim z ostatnych. Problém je v tom, zZe
permutéacia, ktora takto dostaneme, bude sice vicsia, ale nebude najblizsia.

Cislo, ktoré chceme vymenit s ¢islom na pozicii ¢, musi byt ¢o najmensie. A zaroven musi
samozrejme byt vicsie ako to, ktoré tam je teraz. Aby sme nasli najlepSieho kandidata na
vymenu, linedrne prejdeme vsetky cisla vpravo od pozicie ¢ a ndjdeme index d najmensieho
z nich, ktoré je vicsie od cisla na pozicii c.

Teraz uz mozeme vymenit ¢isla na pozicidch ¢ a d. Posledné vec, ktort musime spravit, je
usporiadat ¢isla napravo od pozicie ¢ do vzostupného poradia. Na to mozeme pouzit nejaky
triediaci algoritmus, ide to vSak aj lahSie. Staci si uvedomit, Ze prave spravend vymena nam
nepokazi zostupné usporiadanie ¢isel napravo od c. Teda aby sme tato postupnost utriedili
vzostupne, stac¢i ju obratit, ¢o vieme lahko spravit v linedrnom case.

Presnejsie by sa dalo dokonca povedat, Ze nami najdené rieSenie je linedrne od poctu
pozicii, ktoré sa zmenia.

Listing programu:

var n,i,j,c,d : longint;
a : array[0..1000] of longint;

procedure swap(var a,b:longint) ;
var pom:longint;
begin
pom:=a; a:=b; b:=pom;
end;

begin

readln(n) ;

al0]:=-1;

for i:=1 to n do read(alil);

c:=n;

while (alc-1]>alc]) and (c>0) do dec(c);

dec(c);

if c=0 then begin writeln(’nejde spravit’) ; exit; end;

d:=c+1;

while (ald+1]>alc]) and (d<n) do inc(d);

swap (alcl,ald]);

ji=n; i:=c+l;

repeat

swap(alil,alj]); inc(); dec(j);

until i>=j;

for i:=1 to n do write(alil,’ ) ; writeln;
end.
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6 Zemiaky mdm. . .

. 3 opravoval MiSo
4. Zemiaky mam. .. (max. 15 bodov)

Trik v tomto priklade spoc¢ival v tom, Ze rieSenie, ktoré mozno na prvy pohlad vyzera opti-
malne, nemusi vyzerat optimalne na druhy pohlad. Také riesenie v ¢ase O(N?), ktoré zisto-
valo pre kazdy zemiak najvic¢si mozny zemiak, ktory s nim méze ist do hrnca, bolo najviac
za 10 bodov. Ten najvic¢si mozny zemiak sa totiz nemusi hladat prezeranim vsetkyjch zemia-
kov. Zemiaky st usporiadané podla velkosti, preto hladany zemiak vieme najst bindrnym
vyhladavanim v ¢ase O(log V). Takéto rieSenie malo celkovi ¢asovu zlozitost O(N log N) a
mohlo ziskat najviac 12 bodov.

Pointa vzorového rieSenia spocivala v tom, Ze naco prehladévat celé pole vzdy znovu,
ak sme ho uz prehladali pri predchadzajicom zemiaku? Informéciu, ktort sme vtedy zistili,
mozeme vyuzit aj pri dal$ich zemiakoch. Napriklad majme zemiak a a k nemu sme zistili, Ze
ako a, tak vieme povedat, Ze k nemu maximéalny zemiak urcite nebude mensi ako b.

Budeme teda postupne spractvat zemiaky od najmensieho po najvicsi, a ku kazdému z
nich postupne spocitame najvicsi zemiak, ktory s nim moze ist do hrnca. Pritom vyuzijeme
vysSie uvedené pozorovanie, a teda vzdy, ked hladdme dal$i maximalny zemiak, za¢iname
hladat od maximé&lneho zemiaka k predchédzajicemu spracovanému zemiaku.

Cely postup si mozete predstavit takto: zemiaky st body na ¢iselnej osi. Budeme si na 1iu
ukazovat dvoma prstami: lavym na zemiak, ktory prave spractivame, a pravym na najvicsi
zemiak, ktory s nim moze isI do hrnca. Spracovanie nového zemiaka teda vyzera nasledovne:
Posunieme o 1 doprava lavy prst, aby ukazoval na novy zemiak, a potom posivame do-
prava pravy prst, kym mozeme. V programe si teda sta¢i pamitat dva indexy, ktoré buda
predstavovat aktudlnu poziciu prstov.

Vsimnime si, ze kazdy prst sa postva zlava doprava a na kazdy zemiak pride préave raz.
Preto celkova ¢asova zlozitost je uréite linedrna od poétu zemiakov, teda O(NV).

V zdrojaku n je pocet zemiakov, d je varny index, f je prvy pointer, [ druhy pointer,
maz je maximalny pocet zemiakov, ktoré mozu ist spolu do hrnca, a pre tato situdciu sa
ulozia pointre f, I do mazxf, maxl.

Listing programu:

var i,n,d,f,],max,maxf,max]l : longint;
zemiak : array[1l..1000] of longint;
begin
readln(n,d) ;
for i:=1 to n do readln(zemiakl[i]);
f:=1; 1l:=1; max:=0;
while f<n do begin
while (zemiak[l+1]-zemiak[f] < d) and (I < n-1) do inc(l);
if (I-f > max) then begin max:=I-f; maxf:=f; maxl:=1; end;
inc(f) ;
end;
for i:=maxf to maxl do write(zemiak[i]l,’ ’);
writeln;
end.

opravoval kuko

5. Z0O (max. 15 bodov)

Najskor upozornenie pre sttaziacich: Ti ¢o chc body za priklad, musia mat na liahni vypl-
nené meno. Ind moznost je poslat spolu s rieSeniami série aj papier, na ktorom je napisany
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Z0 7

vas nick v liahni. V opa¢nom pripade vas nedokazeme identifikovat a nedostanete body.
Zaroven sa ospravedlnujeme, Ze toto upozornenie nebolo uz v zadani.

A teraz uz k ulohe. Quicksort vo vSeobecnosti funguje tak, Ze vyberieme jeden prvok a
podla neho rozdelime vSetky prvky na dve kopky: Na jednu kopku ddme mensSie prvky, na
druht vicésie. Potom staci rovnakym spésobom zotriedit obe ¢asti zvlast. My sme mali dant
konkrétnu jednu implementaciu quicksortu (nie prave najlepsiu) a mali sme najst ¢o najhorsi
vstup — t.j. taky, aby quicksort spravil ¢o najviac porovnani.

Nahodna postupnost: Ako v takomto pripade postupovat? Jedna moznost bola vygenerovat
nédhodni postupnost, pripadne viacero ndhodnych postupnosti a z nich vybrat ti najhorsiu,
alebo zobraf ndhodni a nejakym nahodnym sposobom sa ju snazit vylepSovat. Toto nie
je velmi dobré cesta, pretoze quicksort mé velmi dobru priemerni zlozitost. Na nahod-
nom vstupe teda quicksort funguje velmi dobre. Takymto sposobom sa dalo dosiahnut okolo
100000 porovnani a dostat do 5 bodov.

Metéda zmrda: Lepsi postup je zahrat sa na ,zmrda“. Vstup nebudeme mat hotovy, ale
spustime quicksort a pocas toho, ako triedi, sa budeme pozerat, ¢o robi a budeme vymyslat
jednotlivé hodnoty tak, aby sme mu pri triedeni ¢o najmenej pomohli. Tento postup si
ukézeme na jednoduchsom priklade.

Predstavme si najskor, ze by v zadani bol quicksort, ktory ako pivota berie najlavejsi
prvok. Toto je odstrasujuci priklad, pretoze utriedena postupnost (ktora by sa mala triedit
Tahko) je v skuto¢nosti najhorsi pripad. KedZe najlavejsi prvok je najmensi, pole sa ndm
rozdeli iba na Tavy prvok a zvySok pola. Napriklad 5 prvkov sa bude triedit takto:

kde podciarknuty prvok je pivot a uzatvorkované postupnosti st tie, ktoré triedime.
Preto sa nikdy neberie ako pivot lavy prvok. Celkom dobréa vec je zobrat ako pivota
stredny prvok. Casto sa vo vzorakoch KSP objavuje asi takato implementécia quicksortu:

Listing programu:

procedure qgsort (I, r : integer);
var i, j, p, t : integer;
begin
if (1 >= r) then exit;
i:=1;j :=r;
p := al(+r) div 2];
repeat
while al[i] < p do inc (i);
while a[j] > p do dec (j);
if i <= j then begin { vymen afi] a afj] }
t := alil; ali]l := aljl; alj] := t;
inc (i); dec (§);
end;
until i > j;
gsort (1, j); qgsort (i, r);
end;
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Priemerny pripad takejto implementécie je, rovnako ako pri vybere najlavejsieho prvku(!),
O(nlogn). Najhorsi pripad je, rovnako ako pri vybere najlavejsicho prvku. Teda kvadra-
ticka casova zlozitost,O(n?). Jediny rozdiel je, Ze pri takejto implementécii je faZ§ie vymys-
liet/zostrojit najhorsi pripad.

Ako ho vSak vieme zostrojit? Ukdzme si postup pre n = 8. Budeme triedif postupnost
(a,b,c,d, e f g, h). Ako bude postupovat’ quicksort uvedeny vyééie7 Vyberie pivota Stredny
Vsetky ostatne premenné vicsie ako 1 (zatial blizsie neur(nme). Takto sa postupnost rozdeli
na dve ¢asti: samotné d = 1 a zvysok: (b, ¢, a, e, f, g, h). Lava cast je uz utriedend, prava bude
quicksort triedit nasledovne: Pivot bude stredny prvok, t.j. e. Ako dobri zmrdi zvolime e = 2
a vSetky ostatné prvky vicsie ako 2. Takto sa pole rozdeli na e a (¢, a,b, f, g, h). Rovnako
budeme postupovat dalej: Novy pivot pravej c¢asti bude b, zvolime b = 3, ostava utriedit
(a,c, f,g,h), zvolime f = 4, ostava (c,a, g, h), zvolime a = 5, triedime (c, g, h), takze bude
g=6,c=T7ah=S8. a

Vysledok: dostali sme postupnost (a,b,c,d,e, f,g,h) = (5,3,7,1,2,4,6,8). Vidy sme
zvolili pivota ako najmensie ¢islo, ktoré este nebolo a simulovali sme, ¢o bude robit quicksort.
Vsimnite si, ze sme nepotrebovali vediet presné hodnoty ¢isel, ktoré este nepozname. Vedeli
sme, Ze vSetky neurcené hodnoty su vicsie ako vSetky tie, ktoré este urcené nie st (to staci).
Podme si este odsimulovaf triedenie vyslednej postupnosti, aby sme tomu naozaj uverili.
Bude to vyzerat nejak takto:

(53712468

1,(3,7,5,2,4,6,8
1,2,(7,5,3,4,6,8
1,2,3,(5,7,4,6,8
1,2,3,4,(7,5,6,8
1,2,3,4,5,(7,6,8
1,2,3,4,5,6, (7,

)
)
)
)
)
)
8)
1,2,3,4,5,6,7,(8)

Téato metdda sa da pouzit aj na dant implementéciu quicksortu. Vzdy zvolime najlavejsi
prvok a stredny prvok ako dve najmensie doteraz nepridelené ¢isla. T.j. pre n = 8 za¢neme
s (a,b,c,d, e, f,g,h), z podéiarknutych ¢isel sa voli pivot. Ak zvolime a = 1, d = 2, pole sa
rozdeli na (a,d) a (c,b,¢, f,9,h). Zvolime ¢ = 3 a e = 4 a ostane (b, f,g,h) a potom b = 5,
f=6,g9 =7, h=28. Tento postup nie je tplne najlepsi, ale dokaze si vynutit kvadraticky
pocet vymen!

Kolko porovnani to bude presne? D4 sa to spocitat. Pre parne n > 6 je pocet porovnani
presne n?/4 + 6n — 19. Teda pre n = 4700 dostaneme 5 550 681 porovnani. Hodnoty bliziace
sa k tomuto dostali 13 bodov.

README!!! Tento odsek Citajte pomaly, pretoZe je priam nabity informéaciami. Touto me-
tédou vieme vyrobit vstup, mozno nie uplne najhorsi, ale taky, ktory si vynuti kvadraticky
pocet porovnani, pre prakticky lubovolni implementéciu quicksortu (ak predpokladame, ze
pivot sa vybera deterministicky len z konstantného mnozstva kandidatov (¢ize nie ndhodne
a nie napriklad tak, Ze sa ndjde medidn vSetkych prvkov a rozdeli sa to podla neho)).

Kvoli rychlym ¢itatefom zopakujeme: Ak sa pivot vyberd iba z malej histky cisel a
nendhodne, vieme vyrobit dost zly vstup (taky, s ktorym by mohol vytineny bubblesort
sutazit).

Navyse si vSimnite, ze program, ktory za nas taktto postupnost vymysli dokédzeme vyro-
bit velmi rychlo — iba upravime samotny quicksort tak, ze na zaciatku buda v poli iba éisla
n + 1, ktoré oznacuju este neurcenit hodnotu. Tesne pred vyberom pivota niektoré hodnoty
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uréime. TieZ si treba v eSte jednom poli udrziavat informéciu, odkial dané ¢isla pochadzaju,
aby sme vedeli prislu$ni postupnost spiitne zrekonstruovat.

Lepsie rieSenie: Lepsie rieSenie ziskame, ak budeme urcovat jednotlivé prvky Sikovnejsie. Tu
mohlo poméct (a mne pomohlo) vyskusanie vSetkych permutacii ¢isel 1,...,n pre malé n.
Tieto pokusy ukazali, Ze ak vezmeme postupnost tvaru 2,3,4,...,n—2,n,n — 1,1, triedené
pole sa nebude skracovat o 2 ale iba o 1, takze dosiahneme asi dvakrat tolko porovnani. Ako
bude vyzerat vypocet pre n = 8?7 Takto:

(2,3,4,5,6,8,7,1

1,(3,4,5,6,8,72
1,2,(4,5,6,8,7,3
1,2,3,(5,6,8,7,4
1,2,3,4,(6,8,7,5
1,2,3,4,5,(8,7,6
1,2,3,4,5,(6,7),8
1,2,3,4,5,6,(7,8)

)
)
)
)
)
)

Presny pocet porovnani (pre n > 4) je n?/2+11n/2 — 4. A zd4 sa, Ze toto je aj najhorsi
vstup, ak musia byt vSetky ¢isla rozne.

Este lepSie: Ak povolime aj rovnaké ¢isla, napriklad pre n = 8 existuje eSte lepsia postupnost:

(37 57 17 2’ 67 47 3’ é)
(3,2,1),5,6,4,3,5
(1

2
2

1,2,3,(4,3),5,6,5
1,2,3,3,(4,5),6,5
1,2,3,3,4,(5,6,5)
1,2,3,3,4,(5,6),5

=) =

17 2a 3) 37 4a 57 (ﬁa é)

Tato postupnost vyuziva isté blbé vlastnosti zadanej implementacie a potrebuje az 79
porovnani na utriedenie (predchadzajici postup dava 72).

Hoci sme si ukézali, ako najst velmi velmi zlii postupnost, hladanie iplne tplne najsam-

horsej postupnosti, resp. vysledok pre n = 4700 je stale otvoreny problém. Takze sa mdzete
nadalej snazit a hladat horsie a horsie postupnosti. Vela $tastia!
Mam pouzivat quicksort? Na zaver, ked sme tak ,,dodzubali“ ten quicksort by som sa esSte
rad vyjadril k tejto otazke. Urcite ano. Quicksort je jeden z najrychlejsich triediacich algo-
ritmov (odtial m4a aj svoje meno). Treba si v8ak dat pozor na jeho implementéciu. V prvom
rade je dobre volit pivota ndhodne, t.j. vo vyssSie uvedenej implementécii riadok p:=a[(1+r)
div 2]; nahradime riadkom p:=a[l+random(r-1+1)] ;. Takto povySime priemernu zlozitost
O(nlogn) na oc¢akavant zlozitost O(nlogn). Cas uz potom nezavisi od vstupu, ale od toho,
aké ndhodné ¢isla vygenerujeme. Je to ako keby sme pred triedenim pole ndhodne premiesali
(a na ndhodnej postupnosti bezi quicksort velmi dobre).
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10 O skole

Aj ked z teoretického hladiska je lepsi heapsort (Gas O(nlogn) je garantovany aj v
najhorsom pripade), v praxi je rychlejsi quicksort.

Druhé vec, na ktora si treba pri quicksorte dévat pozor st rovnaké c¢isla. Idedlne je
rozdelit postupnost na 3 ¢asti: na ¢isla mensie ako pivot, vicSie ako pivot a na ¢isla rovnaké
ako pivot a potom rekurzivne zotriedit dve ¢asti. Staci vSak, ked sa pole rozdeli na < a >,
pri¢om z tych rovnakych bude zhruba polovica v jednej a polovica v druhej ¢asti (to vyssie
uvedena implementécia spliia.

o opravoval MisoF.
6. O skole (max. 15 bodov)

Dostat 8 bodov bolo trividlne — stac¢ilo pochopit zadanie a naprogramovat ho nejak. Nasli sa
hned tri sposoby, ako na to:

Prvy postup bol priamociary. Umiestriujem Ziakov pekne za radom od najmensieho.
Ked pride ziak k a povie, Ze nalavo od neho ma byt x mensich, ddme ho jednoducho na
miesto z + 1 a vSetkych, ¢o doteraz stéli na mieste z a dalej, jednoducho posunieme o miesto
doprava.

Druhy postup umiestiiuje ziakov pekne zlava doprava. Kto moze byt najviac vlavo?
Urcéite to nemdze byt nik, kto ma maf nalavo od seba niekoho mensieho. TakZe to musi byt
niekto, kto méa na vstupe nulu. No ale kto z nich? Opéf je to jednoduché — ten najvyssi.
Ak by to nebol on, dostal by tym nalavo od seba niekoho mensieho, a uz by ti svoju nulu
nedosiahol.

Vieme teda umiestnit prvého ziaka. A ¢o teraz? No, vSetkym vié$im od neho zmensime
hodnotu zo vstupu o 1, lebo prave dostali jedného mensieho, ktory bude nalavo od nich.

A tym sme sa dostali do tej istej situacie, len mame o ziaka menej. Tak opakujeme cely
vysSie uvedeny postup, az kym sa nam ziaci nemini.

TakZe pocet mensich nalavo od neho je rovny poctu vSetkych nalavo od neho, a teda ho
mozeme rovno umiestnit tam kam chce.

Takze budeme umiestniovat ziakov postupne od najvyssieho. Vo vSeobecnosti to bude
fungovat takto: nejaki Ziaci si uz umiestneni, medzi nimi st nejaké volné miesta. Nech teda
teraz umiesttiujeme ziaka k, ktory ma mat nalavo od seba x mensich. To teda znamena, Ze
ho musime umiestnit presne na (z + 1). doteraz volné miesto zlava. Na kazdé volné miesto
totiz ¢asom pride niekto mensi, a jedine takto dosiahneme, Ze mensich nalavo od neho bude
prave x.

RychlejSie nie-vzorové riesenie

V prvom rieSeni vieme rychlejsie spravit operaciu ,,vlozim na miesto x + 1 a posuniem
zvysok®.

Na to ,sta¢i“ zvolif si nejaky vyvazovany strom, ktory sa ndm paci. Moznosti je vela:
AVL-stromy, 2-3- ¢i 2-3-4-stromy, ¢erveno-¢ierne stromy, splay stromy ¢i treapy. Ak vam to
znie ako prechddzka botanickou zahradou, nemylite sa. VSetky tieto stromy (a mnohé iné)
naozaj existuju, ale v stitaznej praxi sa s ich implementaciou prili§ nestretnete. Dovod je
jednoduchy — je s tym privela préace.

No ale pre uplnost tu uvedieme aspor myslienku takéhoto rieSenia. Uz umiestnenych
ziakov si budeme pamitat vo vrcholoch vybraného vyvazovaného stromu. Pozor, nepdjde o
vyhladéavaci strom — Ziaci nebudu ,zlava doprava®“ usporiadani podla svojich ¢isel, ale podla
miesta v rade, na ktorom stoja.

V kazdom okamihu teda bude platit, Ze keby sme si nas strom vypisali v inorder zapise
(teda rekurzivne vypiSeme Tavy podstrom, vypiSeme korenl a rekurzivne vypiSeme pravy
podstrom), dostaneme aktudlny rad vypisany pekne zlava doprava.

Pri vkladani nového ziaka teda potrebujeme v strome najst miesto, kde ho vlozit tak,
aby nalavo od neho bolo prave = inych. Toto vieme efektivne spravit tak, ze si v kazdom
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O skole 11

vrchole budeme pamiétat velkost podstromu pod tymto vrcholom. Ak teda napriklad chceme
vlozit prvok na 16-te miesto a v lavom podstrome je 9 prvkov, budeme vkladat do pravého
podstromu a v rdmci neho to bude 16 — 9 — 1 = Sieste miesto.

Tieto informAcie si musime po vloZeni prvku samozrejme preratat (na ceste dlzky O(log V)
z préave vlozeného vrcholu do korena) a takisto ich musime upravovat pri naslednom vyvazo-
vani stromu. Ak si vyberieme taky strom, ktory sa vyvazuje rotaciami, tak aj to ide spravit
efektivne — vzdy po rotécii najskor preratame spodny a potom horny vrchol.

Takéto rieSenie by malo ¢asovu zloZitost O(N log V). Kazdopadne na jeho implementécii
by bolo viac prace ako na kostole. A preto je tu:

Vzorové riesenie

Budeme vychadzat z tretieho riesenia. Ukézeme, ako si Sikovne pamétat rozmiestnenie
ziakov tak, aby sme vedeli v logaritmickom ¢ase povedat, kam umiestnit prave umiestiiova-
ného ziaka. Inymi slovami, budeme chcief vediet k Tubovolnému = najst, kde je x-té volné
miesto zlava.

.....

.....

pdvodnej hodnoty.)

Pouzijeme déatova $truktiru zndmu pod menom intervalovy strom. Ten bude vyzerat
takto:

,,,,,,

Listy intervalového stromu zodpovedaji jednotlivym miestam vo vyslednom poradi. Bu-
deme si v nich znadit, ¢i je dané miesto este volné (0) alebo uz obsadené (1).

Vsimnite si, ze vnutorny vrchol, ktory je k£ trovni nad listami, zodpoveda intervalu
obsahujiicemu 2* po sebe idtcich miest. Tie intervaly, ktoré zodpovedaji vrcholom néasho
stromu, budeme volat jednoduché. Pre kazdy jednoduchy interval si budeme v naSom strome
pamiitat, kolko obsadenych poli¢ok v nom je. Toto jednoducho znamena, ze v kazdom vrchole
bude stcet z jeho dvoch synov:

Vyplnenie vrcholov na zaciatku vypoctu je jasné — jednoducho vsade budu nuly. Takisto
obsadenie doteraz volného policka je Tahké — zvySime o 1 hodnoty na ceste zo zodpovedaju-
ceho listu do korena:
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Zostéava posledné operacia: ako k danému x ndjst z-té volné miesto zlava?

V prvom rade si uvedomme, Ze ku kazdému vrcholu vieme lahko povedat, ako dlhy
interval mu zodpoveda. A teda ak vieme pocet plnych miest v tomto intervale, vieme aj
pocet prazdnych miest.

Hladat spravne miesto budeme podobne ako pri bindrnom vyhladévani. Za¢neme v koreni
stromu, ktory zodpoveda celému poradiu. V kazdom kroku sa najskdér pozrieme na pocet v
volnych miest v lavom podstrome. Ak v < z, ideme hladat do lavého podstromu. A ak v > =z,
ideme do pravého podstromu, no a v tom budeme hladat (z — v)-te volné miesto.

Aj tato operaciu teda vieme spravit v ¢ase O(log V).

Poznamky na zaver

V prvom rade: na intervalovy strom si dajte fakt Ze pozor. Tato datova struktira toho vie
omnoho viac. Finta je napriklad, ze z O(log N) jednoduchych intervalov vieme ,naskladat®
Tubovolny interval. A u mnohych typov informécii (napriklad minimum alebo sicet hodnot
v danom intervale) vieme teda v O(log N) naskladat informéaciu pre cely interval.

V druhom rade k implementécii. Intervalovy strom je skvely tym, Ze ndm nan staci
obyc¢ajné pole. Bude to vyzeraf presne rovnako ako obyc¢ajné halda: Koren bude na poli s
indexom 1, no a vrchol s indexom k bude mat synov na polickach 2k a 2k + 1.

U takéhoto stromu, kde je v kazdom vrchole sticet hodnot zo synov, sa dokonca d4 ist este
o krok dalej. Uvedomte si, Ze teraz je kopa tidajov v strome zbytoc¢na. Ak vieme hodnotu vo
vrchole a v jeho Tavom synovi, vieme z nich doratat hodnotu v pravom synovi, nepotrebujeme
ju ukladat. Ak si Sikovne zvolime, ktoré hodnoty si pamiitat a ktoré nie, vystacime si dokonca
s povodnym polom.

Takto ziskanej datovej Struktire sa podla jej autora hovori Fenwick tree, u nés je ale
medzi pospolitym [udom zndma pod ndzvom Finsky stroméek. Ak o nej chcete vediet viac,
pozrite si vzorové rieSenia IOI 2001, tloha Mobiles, pripadne Fenwickov pévodny clanok
http://cs.ubc.ca/local/reading/proceedings/spe91-95/spe/vol24/issue3/spe884.pdf

Listing programu:

#include <iostream>
using namespace std;
#define MAXN 1000000

// “plne“ je intervalovy strom, pamatame kolko plnych policok uz je v kazdom intervale
int plne[2xMAXN + 47];

int vstup[MAXN];

int vysledok[MAXN];

int N, N2; // N2 je najmensia mocnina 2 co je >= N

void umiestni(int co, int kam, int kde, int dlzka) {
// umiestni “co“ na “kam“-tu volnu poziciu
// “kde“ je vrchol stromu kde prave sme
zka“ je dlzka intervalu ktoremu aktualny vrchol zodpoveda
“dlzka“ je dlzka int lu kt ktual hol zod d

// v tomto podstrome pribudne jeden prvok
plne[kde]++;
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if (dlzka == 1) {
// prisli sme do listu, umiestnime prvok
vysledok [kde-N2] = co;
} else {
// zistime ci pridavame do laveho alebo praveho podstromu
int volne_vlavo = dlzka/2 - plnel[kdex2];
if (volne_vlavo >= kam)
umiestni(co, kam,kde*x2,dlzka/2) ;
else
umiestni(co,kam-volne_vlavo,kde*x2+1,dlzka/2) ;
}
}

int main() {
cin >> N; N2=1; while (N2<N) N2x*=2;
for (int i=0; i<N; i++) cin >> vstupl[il;
for (int i=N-1; i>=0; i--) umiestni(i+1,vstupl[il+1,1,N2);
for (int i=0; i<N; i++) cout << vysledok[i] << endl;

opravoval Mirno

7. Odhod do paie (max. 15 bodov)

Ako vSetci z vas uhadli, pointa tlohy nebola zlozitéd — stacilo zistit uhol (alebo nieco ekvi-
valentné) medzi dvoma susednymi kamaratmi, zo vSetkych takychto ¢isel ndjst maximum a
sme za vodou.

Pristupov, ktoré sa dali pouzit, je viacero, asi najjednoduchsim z nich je zvolif si jeden
vektor (napriklad kladni Y-ovi os), od ktorej budeme pocitat uhly jednotlivych kamaratov.
Samotny uhol vieme potom vypocitat pomocou goniometrickej méagie. Tento je vSak iba od
0 po m. Ten esSte treba napriklad podla znamienka y-ovej stiradnice upravit tak, aby sme
mali uhol z rozsahu 0 az 27. Pre velkych lenivcov vSak existuje miniméalne v C funkcia atan?2
(pouzita aj vo vzorovom rieSeni), ktord sa o toto vSetko postara za nas. :-)

Jednoduchsia varianta rieSenia vyzera nasledovne. Kamaratov si najskor zotriedime podla
ich uhla — tym si zabezpecime, Ze medzi dvoma susednymi kamaratmi v poli skuto¢ne nikto
nie je. A potom uz iba spoc¢itame pre kazda dvojicu susednych kamaratov velkost uhla medzi
nimi. Nezabudneme ani na uhol medzi prvym a poslednym v poradi (ten treba ratat trosicku
ina¢) a ani na to, e ak N = 2, stt medzi dvoma kamaratmi hned dva uhly. Casova zloZitost
tohoto rieSenia je vdaka triedeniu O(N log V).

Existuje ale aj prefikanejsie rieSenie v linedrnom case. Celych 27 rad kruznice si rozdelime
na N rovnakych intervalov, do ktorych zaradime kamaratov. Vsimnite si, Ze z uhlu vieme v
konstantnom case zistit, do ktorého intervalu patri.

Trik bude v tom, Ze na to, aby sme nasli najvic¢si uhol, ich nepotrebujeme vSetky utriedit.
Hladany uhol ma uréite velkost 27 /N alebo viac. To okrem iného znamena, ze kamarati, ktori
ho urcuju, patria do réznych intervalov.

To isté inymi slovami: V ramci jedného intervalu st vzdialenosti kamaratov rozhodne
mensie ako 27/N, takze nds nezaujimaji. v rdmci kazdého intervalu si teda sta¢i paméitat
iba dvoch krajnych kamaratov — ostatni vo vnitri maji medzi sebou prili§ malé uhly a s
kamaratmi z inych intervalov nie si ,priami“ susedia.

V podstate sa nam podarilo okresat potrebu vseobecného O(N log N) triedenia na Spe-
cidlny pripad, kde si vystac¢ime s bucket sortom v ¢ase O(N).

Teraz uz iba staéi spravit presne to isté, ¢o sme robili v predchadzajicom pripade —
skontrolovat priamych susedov z réznych intervalov a zistif najviacsi uhol. Jediny Specidlny
pripad, ktory tu moze nastat, je Ze niekotry interval je prazdny. To ndm ale nevadi — prazdny
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interval iba znamenad, Ze medzi dvoma kamaratmi je dost velké diera. Jednoducho si budeme
pamitat posledného kamaréta, ktorého sme videli a ked narazime na dalSieho, zistime uhol.
Cela takato kontrola je linedrna.

Ani jedno vaSe rieSenie nebolo v linedrnom ¢ase — vii¢Sina z nich mala zloZitost prave
O(N log N) a mala bodovy zdklad 12. O(N?) riesenia dostali maximélne 9 bodov. Vyskytlo
sa aj zopar nefunkénych rieSeni. Body sa dali velmi Tahko stratit za slaby popis (1-2 body),
chybajuce alebo nespravne odhady zloZitosti (po 1 bode) alebo neosetrené okrajové pripady
zhruba po 1 bode. Schvalne, ruku na srdce, kto neriesil tlohu s tichym predpokladom, ze
kamarati buda aspon traja?

Listing programu:

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

#define MAX_KAMARATOV 1047
typedef struct { double x,y,uhol; } kamarat;

kamarat vstup[MAX_KAMARATOV];
int rozdelenie[MAX_KAMARATOV]I[2];

int main(void) {
int N, i, p, lastseen=-1, max1=0, max2=0;
double policko;

scanf(“%d\n“,&N); policko=2*M_PI/N;
if (N == 0) { printf (“Odhod hocikam do paze.\n“); return 0; };

for (i=0;i<N;i++) {
rozdelenie[i] [0]=-1;rozdelenie[i] [1]=-1;
scanf(“%If %IA\n“,&vstup[i] .x,&vstupl[il.y);
vstup[i] . uhol=atan2(vstupl[il .y,vstuplil.x) + M_PI;

for (i=0;i<N;i++) {
p=floor (vstup[i] . uhol/policko) ;
if (rozdelenie[p] [0]==-1) rozdelenie[p] [0]=i;
if (rozdelenie[p] [1]1==-1) rozdelenie[p] [1]=i;
if (vstupl[rozdelenie[p] [0]].uhol > vstupl[i].uhol) rozdelenie[p] [0]=i;
if (vstuplrozdelenie[p] [1]1].uhol < vstupl[i].uhol) rozdelenie[p] [1]=i;

for (i=0;i<N;i++) {
if (lastseen'!'=-1 && rozdeleniel[i] [0]!=-1) {
if (vstup[ rozdelenie[i] [0] ].uhol - vstup[lastseen].uhol >
vstup [max2] .uhol - vstup[max1].uhol) {
maxl=lastseen; max2=i;
};
};
if (rozdeleniel[i] [1]!'=-1) {
lastseen=rozdelenie[i] [1];
};
};

/* Osetrime specialny pripad */
for (i=0;i<N;i++) {
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if (rozdelenieli] [0]!=0) {
if (vstupl[ rozdelenieli] [0] ].uhol - vstup[lastseen].uhol + 2«*M_PI >
vstup [max2] .uhol - vstup[max1].uhol) {
maxl=lastseen; max2=i;

printf (“Najvacsi uhol je medzi [%If, %lf] a [%If, %lf\n*,
vstup[max1] .x, vstup[max1].y, vstup[max2].x, vstup[lmax2].y);
return 0;

. . s, oo . s ye s OPTaVOV&Ll Zemco
8. O distribucii chemikalii (max. 15 bodov)

Vitajte v tomto vzoraku. Prislo nie méalo rieseni, ktoré boli az na vynimky spravne. Mirka ste
velmi potesili a dakuje Vam za to. Ak niekedy budete potrebovat nejakt chemikaliu, obrafte
sa na neho. STabil zlavu.

Pocet moznych postupov pri rieSeni tohto problému bol celkom velky, podme si ich
systematicky spomentt. Napokon dospejeme k celkom prekvapujicemu vzoraku.

Nasli sa taki, ktori na tento priklad nasili Floyd-Warshallov algoritmus s kubickym ca-
som. Prili§ hrubé zaplata na takyto tenky problém. Jej hlavny problém spociva v tom, ze
nijako nevyuziva fakt, ze sa bavime o strome. Pocet bodov 7.

Iné jednoduchsie riesenie pracuje v éase O(N?). Jedno prehladévanie v strome nés stoji
¢as O(N), zéroven prehladdvanie upravime tak, aby ndm zo Startovacieho vrcholu zistovalo
sucet ciest do vSetkych ostatnych vrcholov. Ked toto spustime zo vSetkych miest, dostaneme
rieSenie. Stale pomalé. Pocet bodov 9.

Dalsia skupina poslala rieSenia beziace v O(NN log N). Idea spo¢itala v tom, Ze v kazdom
okamihu mame v halde vSetky listy a v kazdom kroku sa z haldy dozvieme, ktory je najvy-
hodnejsi. Tento odstranime. Vrchol, ktory prezije, je rieSenie. Viem, popisal som to az prilis
neformélne, ale iniciativny c¢itatel si detaily domysli iste sdm. Napokon, aZ také zaujimavé to
rieSenie pre nds momentélne nie je. Pocet bodov 12. Podobnéa myslienka sa dala realizovat
aj v kvadratickom case, comu zodpovedali aj body. A myslienka sa dala realizovat eSte aj
nekorektne, aj v tomto pripade za zodpovedajicu odmenu.

Dostavame sa k linedrnemu casu, ktory je zaroven optimalny. Kazdy s troskou sktisenosti
s prikladmi so stromami pri prec¢itani zadania iste zavetril, Ze to p6jde takto rychlo. Avsak
postupov ostalo stéle viac. Jedna z moznosti je spravit dve prehladdvania z jedného vrcholu.
V tomto momente je vhodné si strom predstavit zakoreneny — vezmite lubovolny vrchol,
velké kladivo a klinec a za tento vrchol ibohy strom pribite na stenu. Vrchol, o ktory sme
pribili nazveme koren. Teraz pre vrcholy v strome plati, Ze jednou hranou st spojené so
vrcholom nad sebou, pripadné dalSie hrany smeruji dole a tvoria podstrom visiaci pod
danym vrcholom. RieSenie pracuje tak, ze prvym prehladavanim z korena pre kazdy vrchol
zisti stcet ciest a pocet vrcholov v podstrome pod nim. Druhym prehladavanim potom sme
schopni tato informaciu doplnif pre kazdy vrchol o zvy$ni hranu zhora, ¢im budeme schopni
najst odpoved. Za toto riesSenie je samozrejme 15 bodov, lebo dosahuje dokézatelne optimalny
cas?.

4Ako vravi jeden vysluzily KSPak, vstup je dobré nacitat. . .
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16 O distribucii chemikalit

N4&s vzorak predstavuje iny pristup k veci. Bude [ahsi na naprogramovanie, ale budeme k
nemu potrebovat troska viac teérie. Uvodna poznamka znie: pri vSetkych tvrdeniach predpo-
kladdm N > 1. Iste si viete predstavit, ako by to bolo v pripade stromu s jednym vrcholom.

Dalej je uzitoéné spomentit, ze v strome je bud 2 L%J alebo 2 L%J + 1 vrcholov,® v zavislosti
od parity ¢isla N. Takze podme na to:

Lema 1: Uvazujme Tubovolny vrchol v. Sklad sa ndm oplati presunit z v do nejakého
jeho suseda u prave vtedy, ked pocet vrcholov, do ktorych sa vieme z v dostat cez u je aspon
{%J +1.

Dokaz: Majme suseda u, pre ktorého plati podmienka zo znenia. Uvazujme, ako sa zmeni
stcet dlzok ciest, ak presunieme sklad z v do u. Ozna¢me ¢ hodnotu hrany medzi tymito
dvoma vrcholmi. Vieme, Ze ¢ > 0. Teraz je dobré pripomentut, Ze medzi kazdymi dvoma
vrcohlmi v strome je prave jedna cesta, takZe vSetky vrcholy moZeme rozdelif na dve skupiny
— tie, ktoré su blizsie k u a tie, ktorad su blizSie k v. Nech a je pocet tych prvych, b pocet
tych druhych. Zmena, ktord nastane presunom skladiska do u bude rovna cb — ca, lebo
sklad sa pribizi k a vrcholom a vzdiali sa od b vrcohlov. Lahko ale vidno, ze vzhladom k
predpokladanej vlasnosti vrcholu u je a > b. Takze v u bude sticet mensi. Rovnako sa ukaze
aj to, ze nie je vyhodné presunit sklad do suseda, pre ktorého neplati podmianka zo znenia.

Vsimnite si, ze na samotnej hodnote ¢ prekvapujiico vobec nezalezi, jediné, o je dolezité,
su pocty vrcholov.

Lema 2: Tubovolny vrchol v je rieSenim prave vtedy, ked pre kazdého jeho suseda u plati,
ze pocet vrcholov, do ktorych sa vieme dostat z v cez u je ostro mensi ako L%J + 1.

.....

v. Podme eSte ukézaf, Ze sa nemodze stat, ze vyhodnejsie bude umiestnit sklad niekam dalej
od nés. Podme na to sporom, nech existuje vrchol z, pre ktory plati, Ze je lepsi ako vrchol v
zo znenia vety. Medzi tymito vrcholmi urcite existuje prave jedna cesta. Tak sa teda po nej
vydajme. Po prvom kroku si uz ale moézeme vS§imnuf Skareda vec. Nech sme sa z vrcholu v
pohli do nejakého vrcholu y. Potom ale nutne z y smerom do v je vetva, ktoré vedie k poctu

N
2

tejto vetvy nezbavime, takZze z bude mat suseda, ktory bude viest k nadpolovi¢nej skupine
vrcholov. Ale potom podla Lemy 1 z nemdze byf rieSenim! Tym sme sa dostali k sporu.
Dalsia ivaha nas dovedie k tomu, Ze sklad vratime spif do v, kde to bude najvyhodnejsie.

Posledné vysledky chct este troska doplnif. V prvom rade si vSimnite, ze aj v Leme
2 plati, Ze nas ohodnotenie hran vobec nezaujima. Teraz sa zamyslite nad tym, ¢i je teda
riesenie vzdy jediné. Ze ano? Nuz, Lema 1 hovori, Ze ak je splnena uvedena podmienka, tak
ziadny sused nie je vyhodnejsi. Moze ale nastat situécia, kedy je (prave jeden) sused rovnako
vyhodny. Uréite lahko odhalite, kedy takato situdcia nastava.

Teraz uz vieme vymyslief prefikany algoritmus, ktory najde hladany optimélny vrchol.

Zacneme tym, Ze pre kazdu hranu vychadzajicu z kazdého vrchola spocitame, kolko
vrcholov je v podstrome ,za tiou“. Toto vieme spravif jednym prehladavanim do hibky,
ktoré bude vracat pocty vrcholov v podstromoch. (Sice nevieme pocet vrcholov z vetvy, z
ktorej prehladdvanie prislo, ale to si lahko doplnime, kedZe vieme, ze vrcholov je N a vSetky
ostatné vetvy pozname.)

Teraz mame dve moznosti, ako najst hladany vrchol. Prva je postupne don prist. Za¢neme
trebars vo vrchole, z ktorého sme prehladavali. No a teraz ked stojime v nejakom vrchole, tak
sa pozrieme, ¢i sa oplati presuntt do niektorého suseda. Ak &no, spravime to a pokracujeme.
Po kone¢nom pocte takychto presunov sa musime dostat do situécie, kedy uz Ziaden zo
susedov nie je lepsi od vrchola, kde prave sme. No a z vysSie dokdzanych veci vieme, Ze ani
nikde inde v grafe lepsieho vrchola niet, a teda sme nasli optimalny vrchol.

vrcholov, ktory je vacsi alebo rovny J +1. A dé sa v8§imnut, Ze na dalSej ceste k z sa urcite

®|z] je dolna cela cast &isla z. Teda je to najblizsie mensie alebo rovné celé &islo
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Tipujeme vysledky extraligy 17

Ide to ale aj ina¢, mozno eSte trochu jednoduchsie. Stac¢i sa v kazdom vrchole pozriet
na velkosti jeho podstromov, najst ten spravny (kde ziaden podstrom neobsahuje viac ako
polovicu vrcholov) a vypisat ho. Takto to robi vzorovy program.

Listing programu:

const MAXEDGES = 20000;

var vetvy,graf:array[l. MAXEDGES]of array of longint;
stupen,bol: array[l.. MAXEDGES]of longint;
a,b,i,j,n:longint;
ok: boolean;

function hladaj(v: longint) :longint;
var i,odkial,vratim:longint;
begin
bol[v]:=1; vratim:=0; odkial:=0;
for i:=1 to stupen[v] do if bollgraf[v][i]]1=0 then

begin
vetvy [v] [i] :=hladaj(graflv] [i]) ;
vratim := vratim + vetvy[v][i];
end
else odkial := i;
vratim := vratim + 1;
if odkial > 0 then vetvyl[v][odkial]l] := N - vratim;
hladaj := vratim;
end;
begin
readln(n);
for i:=1 to n do
begin
setlength (vetvy[i]l,0); setlength(grafl[i],0); bol[i]l:=0; stupenli] :=0;
end;
for i:=1 to n-1 do
begin

readln(a,b);
inc(stupenl[al); inc(stupenl[bl);
setlength (graf[al ,stupen[al+1); setlength(graf[b],stupen[bl+1);
graf[a] [stupen([al]:=b;
graf[b] [stupen[b]]:=a;

end;

for i:=1 to n do setlength(vetvyl[il,stupenl[il+1);

hladaj(1);

for i:=1 to n do

begin
ok := true;
for j:=1 to stupenl[i]l do if vetvyl[il[jI1>(n div 2) then ok:=false;
if ok = true then begin writeln(i); halt; end;

end;

end.

opravoval Lukas

9. Tipujeme vysledky extraligy (max. 15 bodov)

Na tomto priklade bolo zékerné to, ze v niom bolo treba pouzit pristup z opa¢ného konca.
Péar Iudom sa to podarilo a dokonca mali aj rieSenie beZiace v ¢ase O(N?). Za takéto riesenie
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18 Tipujeme vysledky extraligy

som déaval 15 bodov — vlastne iné spravne sa ani nevyskytlo. Dvaja z vas pouzili fakt, ze
budeme davat stavky len na Poprad bez uvedenia dékazu — stfhal som za to az 2 body.
Podme si teraz na¢rtnit myslienku rieenia. Namiesto hodnoty P periazi budeme hovorit
iba o nasobku tohto mnozstva. Cize ak ide o = pehazi, v skuto¢nosti je to = - P. Ozna¢me
f(z,p) minimalny zisk Migka, ked celti sériu nakoniec vyhra Poprad, Zilina potrebuje vyhrat
este z zapasov a Poprad p (v tomto okamihu je teda stav série (N — z) : (N —p)). VSimnime
si, ze pre z = 0 nebude funkcia definovand, lebo mé zmysel iba vtedy, ked Poprad vyhra cela
sériu. V tomto okamihu Migko stavi x penazi na Poprad alebo na Zilinu. Mald odboc¢ka —
situdciu si opif zjednodusime — ak bude x zaporné, Misko stavi na Zilinu, v opa¢nom pripade
na Poprad. Dalej teda budeme iba hovorit, Ze stavime z pefiazi na Poprad, pricom = méze
byt aj zdporné. Ak Poprad dalsi zépas vyhrd, v najhorSom pripade ziskame (1+x)- f(z,p—1);
ak vyhra Zilina, v najhorSom pripade mame (1 — ) - f(z — 1, p) petiazi. Hodnota f(z,p) je
minimum tychto dvoch hodndét, lebo nas zaujima vzdy ten najhorsi pripad. No a chceme,
aby nas zisk bol v najhorSom pripade ¢o najvyssi. Hodnota (1 + z) - f(z,p — 1) s rasticim x
stupa, hodnota (1 — ) - f(z — 1, p) s rasticim x klesd. Minimum z obidvoch hodnét ma byt
¢o najvicsie, preto musi platit rovnost (1+x) - f(z,p—1) = (1 —z) - f(# — 1,p). Po uprave

dostavame
o f(Z—l,p)—f(Z,p—l)
f(Z— 17p) +f(zap_ 1)
’ fz=1p)+ f(zp-1)

Este potrebujeme doplnit niektoré trividlne hodnoty, aby sme mohli vyratat vSetky hod-
noty f(z,p). Napriklad vieme, Zze f(z,0) = 1, lebo Poprad uz vyhral a neda sa dalej stév-
kovaf. Zostane ndm preto presne t4 suma penazi (jednonasobok), ktort mame. Dalej vieme,
ze f(1,p) = 2P, lebo Poprad musi uz vSetky dalSie zapasy vyhrat a mozeme stavit vSetko.
N4s algoritmus bude fungovat tak, Ze si predratame vsetkych N2 hodnot f(z,p) do tabulky
N +1x N+ 1 a po kazdom zépase odpovieme, kolko treba stavif a na koho. Toto vSetko
vieme spravit v kvadratickom ¢ase s kvadratickou pamiitou.

Aby tento vzordk nebol kréatky, ukdZeme si, preco vzdy stavime na Poprad (tento fakt
niektori z vas pouzili, bohuzial s nespravnymi argumentmi). Chceme ukazat, ze pre vSetky

z a p plati:
_ f(Z—l,p)—f(Z,p—l) >0
f(z_lvp)+f(zap_1) N
Zjavne f(z —1,p) > 0 a f(z,p — 1) > 0, lebo pri stavkovani sa nemame ako zadlzif.
Nerovnost je preto ekvivalentné s touto:

f(Z—l,p)—f(Z,p—l)ZO<:>f(Z—1,p)Zf(Z,p—l)

Tvrdenie budeme dokazovat indukciou vzhladom na stcet z + p. Pre z + p = 2 plati
2 = f(1,1) > f(2,0) = 1. Nech teda predpoklad plati pre z + p — 2, dokdZeme ho aj pre
z+p—1:

fz=2p)2 f(z=1p—-1) = f(zp—-2)
f(z=2,p) = f(z,p—2)
2f(z=2,p)f(z=1,p=1) 2 2f(z = Lp = 1)f(z,p = 2)
Oznatme a = 2f(z —2,p)f(z—L,p—1)ab=2f(x—1,p—1)f(z,p — 2).

a-f(z—l,p—l)zb-f(z—l,p—l)
Platia- f(z,p—2)=b- f(z —2,p):

a-f(z—l,p—1)+a-f(z,p—2)2b-f(z—1,p—1)—|—b-f(z—2,p)
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Tak si zachranme svet. .. 19

a b
f(z_Lp_ )+f(2—2,p) f(z_lap_1)+f(zap_2)
2fz=2p)f(z=Lp—1) _ 2f(z=1,p-1)f(zp—2)
f(z_17p_ )+f(2—2,p)_f(Z—l,p—1)+f(Z,p—2)
f(Z—l,p)Zf(Z,p—l)

Vyslo nam to, ¢o sme chceli. Stavime teda vzdy iba na Poprad.

>

Listing programu:

#include <iostream>
#include <cstdio>
using namespace std;

int main() {
int n; scanf(“%d“, &n);
double f[n+1][n+1];
for (int i=0; i<=n; i++) f[i] [0]=1;
for (int i=1; i<=n; i++) f[1][i]=f[1] [i-1]1%2;

for (int i=2; i<=n; i++)
for (int j=1; j<=n; j++)

fl1 01 = 2 = fL10j-11 = fLi-110;1 / (01 0-11 + fL-1101);

int z=n, p=n;
double P; scanf(“%If¢, &P);
char c[2*n];
scanf(“%s“, c);
while (z>0 && p>0) {
double x;
if (z>1) x = (fl[z-11[p] - flz]1[p-11) / (f[z-11[p] + flz]1[p-11);
else x=1; //musime uZ hrat vabank a stavit vsetko na Poprad
printf(“Stav %.51f na Poprad\n“, x*P);
if (c[2*n-z-pl=="P’) {

p——; Px=l+x;
} else {
z-—; Px=1-x;
}
}
}
. .o opravoval Mic
10. Tak si zachranme svet. .. (max. 15 bodov)

Velmi ste ma nepotesili, ba skor naopak. Prigli iba 2 funkéné rieSenia a ani jedno nebolo
optimalne. Preto pisat o tom, ako som hodnotil bude asi zbytoc¢né.

Najskor si sformulujme nasu tlohu do tedrie grafov. Dostaneme neorientovany neohod-
noteny graf (krizovatky st vrcholy, cesty st hrany), a nasou tlohou je ohodnotit hrany tak,
aby v kazdom vrchole bol stcet odchadzajicich hran 1.

Pomalé rieSenie: Predstavme si, Ze pre kazdu hranu v nasom grafe si spravime jednu
premennu a pre kazdy vrchol si spravime rovnicu. Ak mame N vrcholov a M hran, tak
dostaneme N rovnic o M neznamych. Tie sta¢i uz iba vyriesif. To je vSak pomalé rieSenie.
Teraz si ukazeme lepSie rieSenie.
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20 Tak si zachranme svet. ..

Poznamka pred rychlej$im rieSenim: V nasledujuicich ¢astiach budeme predpokla-
dat, Ze nas graf je spojity. Ak nie je, tak to vieme vyrieSit pre kazdy komponent grafu
samostatne. Casovti ani pamitfovi zlozitost nAm to nezhorsi preto sa tym uz dalej nebudeme
zaoberat.

Algoritmus A: Upravme jemne prehladévanie do hibky a to tak, Ze ked sa budeme
na hrane u, aby vo vrchole v bol sicet jedna (to znamena jedna minus sicéet hran pri
vrchole v) a pri vracani patri¢ne hranu nastavime. Nie je fazké nahliadnut, Ze ked takéto
prehladévanie spustime z nejakého vrchola, tak potom vo vSetkych ostatnych vrcholoch bude
sucet ohodnoteni hran jedna.

Princip vysavaca: V niektorych grafoch, existuje takzvany vysavac. Vysavacom pre nas
bude cyklus neparnej dizky. Pre¢o? Nech by sme chceli vo vrcholoch vysavaca® Tubovolny
sucet (v roznych vrcholoch kludne aj rozne hodnoty), tak vieme hrany na cykle nastavit
tak, ze to bude platif. Nech pocet vrcholov v cykle je k a nech st vrcholy oéislované od 1
po k. Ozna¢me hodnoty, ktoré chceme mat vo vrcholoch v cykle vy, vs,..., v, a hodnoty
na hranach hq,hs, ..., h; pricom vrchol ¢ je spojeny s vrcholom ¢+ 1 hranou s hodnotou
h; (pre ¢ < k), a k-ty vrchol je spojeny s vrcholom 1 s hranou s hodnotou hj. Dostaneme
nasledujucich k rovnic: hy + hy = vo,ha + hs = v3, ..., ht_1 + hy = vi, hx + hy = v; Od
poslednej rovnice odratame prvi, potom prirdtame druhti, odratame tretiu,. . ., az dostaneme
rovhicu 2 - hy, = v1 — Vg + V3 — - - — Vp_1 + U, Cize hy, vieme vypocitat’. Z toho vypocitame
spatnym dosadenim hodnoty hi_1,..., k1, ¢im sme zistili potrebné ohodnotenia.

Ako sa pouziva vysavac¢? Najskor by sa oplatilo ndjst vysavaé. Potom z grafu od-
strénime hrany vysavaca. Tym sa ndm graf mozno rozpadol na niekolko komponentov. V
kazdom z nich spustime z niektorého vrcholu vysavaca algoritmus A. Ked skon¢ime, vSetky
vrcholy okrem mozno niektorych vrcholov vysévaca buda mat sucet prislichajicich hrén 1.
Teraz nam uz iba stac¢i do grafu pridat hrany vysavaca a nastavit im vhodné hodnoty.

A ¢o ak nemame vysavac? Ak graf nemd vysavac¢, tak je potom bipartitny. Graf
nazyvame bipartitny, ak jeho vrcholy vieme rozdelit na dve casti tak, ze vSetky hrany veda
len medzi vrcholmi z roznych ¢asti (tymto ¢astiam budeme hovorit particie). Ked zoberieme
sucet ohodnoteni vSetkych hran, tak ten bude rovny sic¢tu hodnét vo vrcholov v nejakej
particii (a samozrejme rovnaky ako aj v druhej), lebo kazd4 hrana je zaratana raz v jednej
particii a raz v druhej. Ale kazdy vrchol mé maf sicet jedna, takze ak maju obe Casti
rozne pocty vrcholov, tak nie je mozné hrany vhodne ohodnotif. Naopak, ak maji obe casti
rovnaky pocet vrcholov, tak by to mohli ist. Ako? Vyberme si lubovolny vrchol (nazvime
ho v) a spustime z neho algoritmus A. Vsetky vrcholy okrem vrchola v budid maft sicet
prislichajucich hran 1. Ako to bude v tom nasom vrchole v? Tam musi byt tiez jedna, lebo
obidve particie bipartitného grafu maju rovnaky pocet vrcholov a aj rovnaky stcet.

Ako je to s éasovou zloZitostou? Cely algoritmus je iba varidcia na prehladavanie do
hibky, ktoré ma ¢asovii zlozitost O(N + M) za predpokladu, Ze sme zvolili vhodnt §truktiru
na pamitanie grafu a to konkrétne pre kazdy vrchol zoznam susedov. Z toho tiez vidno, aka
asi bude pamétova zlozitost. Ta je O(N + M).

Implementaény detail: VSimnite si, Ze celé toto by vedelo fungovat v celych ¢islach,
nebyt jediného delenia dvoma (naozaj si vSimnite, Ze delime dvoma préve raz). Preto sa
nebudeme snazit a sucet 1 v kazdom vrchole, ale o sucet 2. Vtedy budeme delit dvoma péarne
¢islo, takZe na cely vypocet nam budu stacif iba celé ¢isla. Na konci hodnotu kazdej hrany
vydelime dvoma.

Scyklu neparnej dizky

"Skuste si rozmysliet, ¢o by sa stalo, ak by k bolo parne
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Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

struct Vrchol{
int bol;
int hodnota;
vector<int> susedia;
vector<int> ch;
Vrchol(O{

bol=hodnota=0;

}

};

vector<int> H;
vector<Vrchol> G;

vector<pair<int,int> > cyklus;
int A[3];
bool end;

bool najdi_neparny_cyklus(int v,int ){
if(G[v].bol!=0){
if(f==G[v] .bolD)return false;
GI[v].bol=3;
return true;
}
Alf]++;
G [v].bol=f;
for (unsigned int i=0;i<G[v].susedia.size() ;i++){
if(najdi_neparny_cyklus(G[v] .susedial[i] ,f%2+1)){
if(end)return true;
cyklus. push_back (make_pair(v,i));
if(G[v] .bol==3)end=true;
G [v].bol=3;
return true;
}
}

return false;

int ohodnot(int v){

if(G[v] .bol==3)return 0;

if(G[v].bol>3)return 2-G[v].hodnota;

G [v].bol=4;

for (unsigned int i=0;i<G[v] .susedia.size() ;i++){
int ret=ohodnot (G [v].susedialil);
HIG[v].chlil]l+=ret;
G[GI[v].susedialil] .hodnota+=ret;
G [v].hodnota+=ret;

}
return 2-G[v].hodnota;
}
bool ide_to(int v){
A[1]1=A[2]=0;
end=false;

if('najdi_neparny_cyklus(v,1)){
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if(A[1]'=A[2])return false;

ohodnot (v);

return true;

Yelse{

for (unsigned int i=0;i<cyklus.size() ;i++){
G [cyklus[i] . first] .bol=2;
ohodnot (cyklus[i] .first) ;
G [cyklus[i] .first] .bol=3;

}

vector<int> chcem (cyklus.size());

for (unsigned int i=0;i<cyklus.size() ;i++)
chcem [i]=2-G [cyklus[i] .first] . hodnota;

int last=cyklus.size()-1;

int hodnota=chcem/[last];

int znam=-1;

for(int i=0;i<last;i++){
hodnota+=znamx*chcem/[i] ;
znamx=-1;

}

hodnota/=2;

H[G [cyklus[last] .first].ch[cyklus[last] .second]]=hodnota;

for (int i=last-1;i>=0;i--){
hodnota=chcem/[i]-hodnota;
HI[G [cyklus[i] .first].ch[cyklus[i] .second]]=hodnota;

}

return true;
}

int main(){
int N,M;
cin >>N>>M;
H.resize(M,0) ;
G .resize(N);
for(int i=0;i<M;i++){
int a,b;
cin>>a>>b; a--;b--;
G [a] .susedia.push_back(b);
G[al.ch.push_back(i);
G [b] .susedia.push_back(a);
G [b].ch.push_back(i);
}
for(int i=0;i<N;i++){
if(G[i] .bol==0&&'ide_to(i)){
cout<<“Vsetci sa uvarime\n“;
return 0;

}

}

for(int i=0;i<M;i++){
cout<<HI[il/2;
if(H[i]%2==1)cout<<“.5%;
cout<<endl;

}

return 0O;
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Vysledkova listina po 2. kole kategérie KSP-Z

Meno a priezvisko Skola Trieda 1 2 3 4 5 b

1| Fulla Peter SPS Spisska Nova Ves 2 75 | 15 13 15 15 16 | 149
2| Ondruska Peter SPS Dubnica nad Vahom 3 75 | 15 13 15 15 15 | 148
3| Kostolanyi Peter Gym. Jura Hronca BA 3 70 | 15 15 15 15 15 | 145
4| Baco Ladislav Gym. Postova Kosice 2011 | 64 | 15 10 12 10 15 | 126
5| Kudla¢ Matus Gym. Bilikova BA 3 49 | 15 11 15 15 15 | 120
6| Fekia¢ Jozef Gym. Grosslingova BA 2 58 | 15 12 15 9 7 | 116
7| Herencsar Albert Gym. mad. Galanta 2 57 | 15 7 12 15 3 | 109
8 | Hagara Michal Gym. Jura Hronca BA 1 40 | 15 11 15 12 15 | 108
9| Hozza Michal Gym. Jura Hronca BA 2 55 | 15 2 5 14 15 | 106
10 | Kusnier Juraj Gym. Banovce nad Bebravou 3 55 | 15 11 9 9 99
11| Jenis Jakub Gym. Cyrila a Metoda Nitra 3 41 | 14 12 15 14 96
12| Hojcka Michal Gym. Partizanske 2 49 [ 15 6 15 10 95
13| Matula Peter Gym. Skolska Tur¢. Teplice 3 45 [ 15 4 5 10 11 90
13| Poldk Lukas Gym. Jura Hronca BA 1 63 | 10 5 12 90
15| Balogh Tomas SPSE Nové Zamky 2 42 | 15 9 8 15 89
15| Stachova Paula Gym. Bilikova BA 3 41115 9 9 10 5 89
17 | Turekova Katarina Gym. Tajovského B. Bystrica 3 44 | 15 13 14 86
18 | Kone¢ny Jakub Gym. Grosslingova BA 1 51 | 15 3 3 8 4 84
18| Starovskd Maria Gym. Grosslingova BA 3 45 | 15 15 9 84
20| Kuzma Tomas Gym. Alejova Kosice 2 56 8 9 10 83
21| Kucin Alexander Gym. Lipany 3 37 | 13 5 10 15 80
22| Halabuk Milan Gymnéazium Levice 4 47113 3 9 7 79
22| Kikta Michal Gym. Tatarku Poprad 2 35|15 2 915 3 79
24 | Bosko Lukas Gymnézium Povazskd Bystrica 2 44 [ 13 4 5 10 76
25| Matejovicova Lenka Gym. Grosslingova BA 3 58 | 15 73
26 | Kohut Matej Gym. Jura Hronca BA 2 32 | 15 10 15 72
26 | Miklas Jan Gym. P. de Coubertina Piestany 2 34115 5 9 9 72
28 | Kalugerov Samuel Gym. Jura Hronca BA 2011 | 27 | 15 3 15 10 70
29| Boska Michal Gym. Jura Hronca BA 3 40 | 14 15 69
30| Fackovec Boris Gym. P. de Coubertina Piestany 4 66 66
31| Uhercik Maros Gym. P. de Coubertina Piestany 2 35 | 15 3 9 1 63
32| Meravy Jan SPS Dubnica nad Vahom 1 0|15 11 12 15 9 62
33| Kvasnicka Igor Gym. Jura Hronca BA 3 32 4 5 15 56
34 | Chrast Lukas Gym. Golianova Nitra 2 19 | 14 12 9 54
35| Suty Karol Gym. Jura Hronca BA 3 18 | 15 9 10 52
36| Vano Jakub Gymnazium J.A. Raymana 2 50 50
37| Fecko Stanislav Gym. Pankichova Bratislava 4 49 49
38 | Bara Martin SPSE Nové Zamky 3 015 12 9 10 46
38| Rigdova Emilia Gym. Popradské nébr. Poprad 1 22 | 13 3 8 46
40 | Kosdy Ivan Gym. Jura Hronca BA 2 44 44
41| Goga Rudolf Gym. Jura Hronca BA 2011 | 43 43
42| Truben Martin Gym. Jura Hronca BA 3 23 | 15 2 2 42
43| Stefanisin Peter Gym. Svidnik 4 41 41
44| Bachraty Martin Gym. Velkd Okruzna Zilina 2 40 40
44| Strbka David Gym. Grésslingovda BA 3 40 40
46 | Janocko Jan Gym. Jura Hronca BA 2 7113 10 8 38
47| Sabo Michal Gym. Jura Hronca BA 3 37 37
48 | Meravy Jan SPS Dubnica nad Vahom 3 36 36
49| Dittrich Andrej Gym. Jura Hronca BA 3 35 35
49 | Hozzéankova Hana Gym. Jura Hronca BA 1 35 35
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Vysledkovd listina

Meno a priezvisko Skola. Trieda 1 2 3 4 5 b))
51| Behtn Marek Gym. L. Stara Michalovce 1 34 34
52| Magdolen Matej Gym. Golianova Nitra 1 31 31
53| Stanciakovd Katarina | Gym. Jura Hronca BA 1 26 3 29
54| Baxova Katarina Gym. Ludovita Sttra Trenéin 2 14 | 13 27
55| Tatara Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 25 25
56 | Kuchynar Martin Gym. Jura Hronca BA 1 22 22
57| Tana Tdéthova Gym. Jura Hronca BA 1 18 18
58| Sebetiova Petra Gym. Jura Hronca BA 1 17 17
59| Chudy Lukas Gym. Liptovsky Hradok 2 16 16
59 | Molc¢an David Gym. Slovenskéd Bardejov 4 16 16
59| Sulak Viktor SPSE Nové Zamky 2 16 16
62| Koncok Jakub Gym. Hali¢skd Lucenec 3 15 15
62| Piter Miroslav Gym. Svidnik 2011 | 15 15
62| Polakova Veronika Gym. Jura Hronca BA 1 7 8 15
65| Sucha Tomas Gym. Jura Hronca BA 2 0| 14 14
66 | Dizova Andrea Gym. Partizanske 0 0| 13 13
66 | Jancigova Jarmila Gym. Jura Hronca BA 3 13 13
68 | Korenek Roman Gym. Jura Hronca BA 2 11 11
69 | Buchovecka Simona Gym. Medzilaborce 4 10 10
69 | Husar Milan Gym. Jura Hronca BA 2011 | 10 10
71| Szabadosova Emilia Skola pre mim. nadané deti BA 3 9 9
72| Sevela Richard Gym. Jura Hronca BA 1 2 1 3
73| Balogh Imrich Gym. Jura Hronca BA 1 2 2
74 | Zdechovan Lukas Gym. Tajovského B. Bystrica 4 0 0

Vysledkova listina po 2. kole kategdrie KSP-O
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Vysledkovd listina 25
Meno a priezvisko Skola. Trieda 4 5 6 7 8 b))

1| Fulla Peter SPS Spisska Nova Ves 2 70 | 15 16 15 12 15 | 143
2| Ondruska Peter SPS Dubnica nad Vahom 3 68 | 15 15 13 12 12 | 135
3| Boza Vladimir Gym. Tatarku Poprad 3 60 | 15 5 15 12 15 | 122
4| Nagy Kristian Gym. Jura Hronca BA 3 58 | 13 15 8 12 9 | 115
5| Kostolanyi Peter Gym. Jura Hronca BA 3 52 | 15 15 5 12 15 | 114
6 | Kekely Lukas Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 3 51 | 15 16 8 12 11 | 113
7| Brada Miroslav Gym. Varsavska Zilina - VI¢ince 3 57 | 15 11 12 11 | 106
8 | Hapéik Samuel Gym. Grosslingova BA 3 74 13 15 | 102
9| Varga Andras Gym. H. Selyeho Komaéarno 3 49 | 15 8 12 9 93
10| Simanova Lucia Gym. Grosslingova BA 3 44 [ 15 3 8 12 1 83
11 | Fedakova Dominika Gym. Stard Luboviia 3 34112 5 8 11 9 79
11 | Kudla¢ Matas Gym. Bilikova BA 3 33|15 15 8 8 79
13| Suakenik Jan Gym. Lettricha Martin 3 28 | 14 15 8 11 1 7
14 | Hlavaty Peter Gym. Jura Hronca BA 3 68 68
15 | Kocisky Tomas Gym. Grosslingova BA 3 30 | 10 5 11 7 63
16 | Kosinarova Alena Gym. Grosslingovda BA 3 59 59
16 | Vojtko Jakub Gym. Jura Hronca BA 2 44 | 15 59
18 | Hozza Michal Gym. Jura Hronca BA 2 14 | 14 15 12 55
18| Sucha Martin Gym. Jura Hronca BA 3 27 | 15 13 55
20 | Baco Ladislav Gym. Postova Kosice 2011 | 24 | 10 15 49
20 | Kvasnicka Igor Gym. Jura Hronca BA 3 23 15 11 49
22| Herencsar Albert Gym. mad. Galanta 2 26 | 15 3 44
23| Starovska Maria Gym. Grosslingova BA 3 22 9 12 43
24| Petrucha Michal Gym. Metodova BA 2 27 | 15 42
25| Hagara Michal Gym. Jura Hronca BA 1 14 | 12 15 0 41
26 | Fackovec Boris Gym. P. de Coubertina Piestany 4 32 5 37
27| Fekia¢ Jozef Gym. Grosslingova BA 2 20 9 7 36
27| Kuzma Tomas Gym. Alejova Kosice 2 26 | 10 36
27| Meravy Jan SPS Dubnica nad Vahom 1 015 9 12 0 36
30| Matula Peter Gym. Skolska Turé. Teplice 3 13 | 10 11 34
30| Polak Lukas Gym. Jura Hronca BA 1 22 | 12 34
30| Stachova Paula Gym. Bilikova BA 3 19 | 10 5 34
33| Kucin Alexander Gym. Lipany 3 8 | 10 15 33
33| Kus$nier Juraj Gym. Banovce nad Bebravou 3 24 9 33
35| Hojcka Michal Gym. Partizanske 2 21 | 10 31
35| Mino Igor Gym. Sobrance 3 22 8 1 31
37| Kalugerov Samuel Gym. Jura Hronca BA 2011 | 20 | 10 30
38| Boska Michal Gym. Jura Hronca BA 3 13 15 28
39| Balogh Tomas SPSE Nové Zamky 2 12 | 15 27
39| Jenis Jakub Gym. Cyrila a Metoda Nitra 3 13 | 14 27
39| Uherc¢ik Maros Gym. P. de Coubertina Piestany 2 17 9 1 27
42 | Halabuk Milan Gymnazium Levice 4 19 7 26
42 | Konecény Jakub Gym. Grosslingova BA 1 14 8 4 0 26
42| Miklas Jan Gym. P. de Coubertina Piestany 2 17 9 26
45| Korcsok Peter Gym. Mladeznicka Sahy 3 0| 10 8 7 25
45| Kukan Matus Gym. Grosslingova BA 3 25 25
47 | Bosko Lukas Gymnéazium Povazskad Bystrica 2 14 | 10 24
48 | Fecko Stanislav Gym. Pankichova Bratislava 4 23 23
48| Saleh Adam Gym. Jura Hronca BA 3 0| 15 8 23
50| Kohut Matej Gym. Jura Hronca BA 2 7115 22
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Meno a priezvisko Skola. Trieda 4 5 6 7 8 b))
51| Matejovicova Lenka Gym. Grosslingova BA 3 21 21
52 | Meravy Jan SPS Dubnica nad Vahom 3 20 20
52| Stanciakovd Katarina | Gym. Jura Hronca BA 1 20 20
54 | Kikta Michal Gym. Tatarku Poprad 2 0|15 3 18
54 | Magyar Vladimir SPSE Nové Zamky 3 18 18
56 | Behun Marek Gym. L. Stara Michalovce 1 15 15
56 | Kosdy Ivan Gym. Jura Hronca BA 2 15 15
56 | Rampasek Ladislav Gym. Jura Hronca BA 4 15 15
56 | Turekova Katarina Gym. Tajovského B. Bystrica 3 15 15
60 | Bachraty Martin Gym. Velks Okruzné Zilina 2 14 14
61| Goga Rudolf Gym. Jura Hronca BA 2011 | 13 13
61| Vano Jakub Gymnazium J.A. Raymana 2 13 13
63 | Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 1 12 12
63| Sebetiova Petra Gym. Jura Hronca BA 1 12 12
63 | Tana Téthova Gym. Jura Hronca BA 1 12 12
66 | Janocko Jan Gym. Jura Hronca BA 2 3 8 11
66 | Koncok Jakub Gym. Hali¢ska Lucenec 3 11 11
66 | Strbka David Gym. Grosslingova BA 3 11 11
69| Bara Martin SPSE Nové Zamky 3 0| 10 10
69 | Chudy Lukas Gym. Liptovsky Hradok 2 10 10
69 | Jancigova Jarmila Gym. Jura Hronca BA 3 10 10
69 | Sabo Michal Gym. Jura Hronca BA 3 10 10
69| Suty Karol Gym. Jura Hronca BA 3 0| 10 10
69 | Truben Martin Gym. Jura Hronca BA 3 5 2 3 10
75| Chréast Lukas Gym. Golianova Nitra 2 0 9 9
75| Magdolen Matej Gym. Golianova Nitra 1 9 9
77| Rigdova Emilia Gym. Popradské nabr. Poprad 1 0 8 8
78| Stefani$in Peter Gym. Svidnik 4 6 6
79 | Dittrich Andrej Gym. Jura Hronca BA 3 5 5
80| Kuchynar Martin Gym. Jura Hronca BA 1 4 4
81| Bundala Daniel Gym. Jura Hronca BA 5 0 3 3
81| Husar Milan Gym. Jura Hronca BA 2011 3 3
81| Nagy Anton Gym. madarské BA 4 0 3 3
81| Sevela Richard Gym. Jura Hronca BA 1 3 3
81| Szabadosova Emilia Skola pre mim. nadané deti BA 3 3 3
86 | Balogh Imrich Gym. Jura Hronca BA 1 2 2
87| Tatara Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 1 1
88| Sulak Viktor SPSE Nové Zamky 2 0 0
88 | Zdechovan Lukas Gym. Tajovského B. Bystrica 4 0 0

Vysledkova listina po 2. kole kategdrie KSP-T
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Vysledkovd listina

Meno a priezvisko Skola, Trieda 8 9 10 b))

1| Hapak Samuel Gym. Grosslingova BA 3 34 | 15 13 11 | 73
2| Ondruska Peter SPS Dubnica nad Vahom 3 28 | 12 14 11 | 65
3| Boza Vladimir Gym. Tatarku Poprad 3 23 | 15 15 53
4| Kostolanyi Peter Gym. Jura Hronca BA 3 24 | 15 7 46
5| Fulla Peter SPS Spisska Nova Ves 2 10 | 15 13 38
6 | Hlavaty Peter Gym. Jura Hronca BA 3 32 32
7| Fackovec Boris Gym. P. de Coubertina Piestany 4 17 5 2 24
8| Kudlac¢ Matus Gym. Bilikova BA 3 19 0 19
9| Nagy Kristian Gym. Jura Hronca BA 3 9 9 18
10| Varga Andrés Gym. H. Selyeho Koméarno 3 7 9 16
11| Brada Miroslav Gym. Varsavska Zilina - VI¢ince 3 4 | 11 15
12 | Kekely Lukas Gym. Var$avska Zilina - Vléince 3 0| 11 11
13| Fedakovd Dominika | Gym. Stard Lubovnia 3 0 9 9
13| Kvasnicka Igor Gym. Jura Hronca BA 3 9 9
15| Kocisky Tomas Gym. Grosslingova BA 3 0 7 7
15| Korcsok Peter Gym. Mladeznicka Sahy 3 0 7 7
15| Suty Karol Gym. Jura Hronca BA 3 7 7
18 | Kosinarova Alena Gym. Grosslingova BA 3 5 5
18 | Meravy Jan SPS Dubnica nad Vahom 3 5 5
20| Stkenik Jan Gym. Lettricha Martin 3 3 1 4
21| Simanova Lucia Gym. Grosslingovd BA 3 2 1 3
22| Meravy Jan SPS Dubnica nad Vahom 1 0| 0 2 2
22| Mino Igor Gym. Sobrance 3 2 2
24| Tatara Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 1 1
25| Hagara Michal Gym. Jura Hronca BA 1 0 0 0 O 0
25 | Koneény Jakub Gym. Grosslingova BA 1 0 0 0 O 0
25| Szabadosové Emilia | Skola pre mim. nadané deti BA 3 0 0
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