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Vzorové riesenia 1. kola zimnej ¢asti

Milé naSe riesitelky, mili nasi riesitelia,
prave sa Vam dostavaju do ruk vzorové rieSenia prvého kola nasho skvelého seminara
na neuveritelnych deviatich listoch. To vSak ale nevadi, vSak kazdy vecder je ¢oraz dlhsi a
dlhsi. . . Uzite teda nase vzordky podla Vasho najlepsieho vedomia a svedomia a nezabudnite
poslat rieSenia dalSej série.
Komu sa neleni, tomu treba roboty nalozit.
KSPéci

b e . . oo opravoval KuKo & Peto
1. Zratajme si jednicky (max. 15 bodov)

Podme na to hned zhurta; bez okolkov a zbytoc¢nej omécky. Viésina rieSeni mala vyzerat a
veru sa aj podobala na nieco takéto:

var n, h : longint;

begin
readln (n); h := 0;
while (n > 0) do begin
h := h + (n mod 2); { alebo if (n mod 2 = 1) then inc (h); }
n := n div 2;

end;
writeln (’Cislo ma ’, h, ’ jedniciek.”);
end.

Ako to funguje? Nuz ak ciferny zapis ¢isla N v dvojkovej sustave je a,, ...asa1a0 (teda
a; € {0,1}, 0 <i < m), potom ak ho (celo¢iselne so zvyskom) vydelime dvojkou, dostaneme
(- .. 201 a zvySok ag. Preco? Lebo ¢islo N sa dé zapisat takto:

N=an-2"+ 4a3-2°+a-2°+a;-2" +a-2°
:2><(am'Qm_1+~-+a3-22+a2021+a1-20)+a0,

kde ag je poslednd cifra dvojkového zapisu. Takto teda vieme zistif posledni cifru a zvySok
¢isla (bez tejto cifry). Opakovanim tohto postupu vieme postupne zistovat vSetky cifry a
pocitat jednotky.

Mimochodom, takymto spésobom mozeme robit ciferny siucet v Tubovolnej stustave: de-
lime zékladom sustavy a s¢itavame zvysky (predstavte si to v desiatkovej ststave).

Casova zlozitost je imerna poctu cifier ¢isla N (nie ¢islu N samotnému). ((Kedze m-
ciferné binarne ¢isla st od 2™~ po 2™, ¢&islo N ma radovo lg N cifier, ale to nebolo treba,
preto je to az v dvoch zatvorkach)). Pamitova zlozitost je, samozrejme, konstantné.

Ak ste napisali toto vSetko, stacilo to na plnych 15 (so 4 jednotkami) bodov. Niektori to
vSak mali trochu pomalsie, alebo si pamétali cely binarny zapis v stringu. Niektorym chybal
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2 Zrdtajme st jednicky

popis, niektori mali zIy odhad zlozitosti, ba ¢o horsie, niektori mali bug a eSte horsie, niektori
aj odpisovali. Za to sa strhali body.

Toto bol prvy priklad, mieneny ako najlahsi a podla toho sa aj bodovalo. Uvedené rieSenie
vSak nie je najlepsie mozné rieSenie — odvazni a zvedavi riesitelia a ini dobrodinci, Citajte
dalej!

Co budeme na lepsie riesenia potrebovat? Okrem klasického sé¢itania a odéitania budeme
pouzivat tzv. bitové operdcie (také, ¢o pracuju s bitmi — jednotlivymi ciframi ¢isla), ako je
and, or a bitové posuny shl a shr!'. Kazdy z vas zrejme pozn4 logické spojky and a or. Ak
zapiseme pravdivostné hodnoty ako 0 a 1, plati

1 akx=1aleboy=1

mandy:{l akr=1lajy=1 Pk

0 inak a:ory:{

(Dolezité pozorovanie je, ze x and 0 je vzdy 0 a x and 1 = x.) Obdobné operacie existuju aj
pre ¢isla, pri¢om sa and-uju / or-uji prislusné bity. Skuste si napriklad v Pascale napisat
writeln(22 and 27)? — vypise sa 18 (lebo bindrne zapisy st 10110 a 11011, ak and-neme
prislusné bity, dostaneme 10010). Podobne 18 or 11 je 27 (lebo 10010 or 01011 je 11011).
Operécie shl a shr® postvaji bity dolava, resp. doprava (o dany pocet bitov), pri¢om prazdne
miesto sa doplni nulami. Napriklad ak posunieme postupnost 0001 0111 dolava o 1, dostaneme
00101110, ak doprava o 1, dostaneme 0000 1011. Teda napriklad 5shl 1 = 10, 5shl 2 = 20,
5shr1 =2, 5shr2 =1 a 5shr3 = 0. VSimnite si, ze xshl1 je to isté ako 2 - x, resp. x shl k je
to isté ako 2% - x. Podobne x shr 1 = |z/2] a vSeobecne x shr k = |2/2%]|. Pracujeme predsa
v dvojkovej ststave.

Ako toto vyuzijeme? Nuz ked pocita¢ pracuje v dvojkovej ststave a vSetky ¢isla sa
ulozené v dvojkovej ststave, malo by sa daf na ¢islo jednoducho ,pozrief a vidiet“, nie
pracne ich delit 2. To sa naozaj da: na posledny bit (poslednu cifru v dvojkovej ststave) ¢isla
N sa vieme ,pozriet tak, ze vypoc¢itame N and 1. Prec¢o? Rozmyslite si, ¢o sa stane. Cislo
1 je vlastne 00000001, takze vSetky bity ¢isla N sa buda and-ovat s 0 (a vysledok bude 0),
az na posledny bit, ktory sa and-uje s 1. Ked zistime posledny bit, staci ¢islo posunit o 1
doprava. Takto dostavame program ¢. 2:

while (n > 0) do begin
h :=h + (n and 1); { pozrieme sa na posledny bit}
n := n shr 1; { posunieme cislo doprava }
end;

Tento program nie je lepsi ako nas prvy (je to iba rozcvicka). Jedinou vyhodou je, ze
namiesto div a mod pouziva ovela rychlejsie operacie shr a and. AvSak kazdy ¢o len trochu
optimalizujaci kompilator tato zamenu spravi za vas.

Trochu lepsi program dostaneme pomocou nasledovnej finty: vezmime si ¢islo N a N —
1 v dvojkovej stistave (napriklad 01011000 a 01010111). Cim sa lisia tiet dve ¢isla? Pri
odc¢itani jednotky sa najpravejsi jednotkovy bit ¢isla N sa zmeni na nulu a vSetky nuly
vpravo od neho sa zmenia na jednotky.* Ak teraz obe &isla z-and-ujeme, dostame N’ =
0101 0000, ¢o je ¢islo N s vynulovanym najpravejsim jednotkovym bitom! ® Ak tento postup
zopakujeme, dostaneme N’ — 1 = 01001111 a N” = N’ and (N’ — 1) = 01000000 (¢islo N’
bez najpravejsej jednotky). Ak to zopakujeme este raz, dostaneme nulu. Takymto sposobom

Lshift left, shift right
2y C-é¢ku sa bitovy and a or zapisuju & a |
3vCijeto < a>

4Podobne je to aj v inych stustavach; napriklad v desiatkovej sa posledna nenulové cifra znizi o 1 a vietky nuly
vpravo od nej sa zmenia na deviatky, napr. 12300 — 1 = 12299

5Rozmyslite si to.
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Zratagme si jednicky 3

teda vieme vynulovat najpravejsi jednotkovy bit v konStantnom case. Staci teda pocitat
pocet opakovani, kym sa nedostaneme na ¢islo bez jednotiek — na nulu.

while (n > 0) do begin

n := n and (n-1); { odstranime poslednu jednotku }
h :=h + 1; { zapocitame ju }
end;

Tento program je trochu rychlejsi: nezéavisi od dlzky ¢isla, ale od poc¢tu jednotiek. Odvazni
rieSitelia docitavsi sa az sem sa, dufam, dozvedeli ¢o-to o bitovych operaciach. Toto vsak stale
nie je najleps$ie rieSenie. Ti dobrodruznejsi z vas, ¢itajte dalej.

Ukézeme si riesenie, ktoré behé v case imernom logaritmu poctu cifier ¢isla. Mimocho-
dom tento priklad sa vyskytol aj v domacom kole MOP-ky v roku 2004, takZze podrobnejsie
vysvetlenie najdete na http://www.ksp.sk/oi/archive.php?year=2004.

Jednotlivé cifry budeme sé¢itavat v kolach. Bity si rozdelime do blokov, pricom v kazdom
bloku bude pocet jednotiek na danom tseku. V prvom kole s¢itame naraz(!) vSetky dvojice
susednych bitov a dostaneme tak bloky dlzky 2, v ktorych je vidy pocet jednotiek v pri-
slusnom tseku dizky 2. V druhom kole naraz sé¢itame vietky susedné dvojice dvojbitovych
blokov a dostaneme tak Stvorbitové bloky. V trefom kole sé¢itame dvojice 4-bitovych blokov a
dostaneme 8-bitové bloky. Potom 16-bitové, 32-bitové bloky, atd. (kym nam neostane jeden
jedniny blok).

Ukézme si tiito myslienku na priklade. Na vstupe je ¢islo 10110110, ktoré méa 5 jednotiek.
Toto jedno ¢islo vzdy rozdelime do niekolkych skupiniek (v priklade st oddelené ¢iarou),
pricom v kazdej skupinke je pocet jednotiek v danom tseku. (Na pravej strane st jednotlivé
¢isla prepisané do desiatkovej sustavy.)

110l1l1]0l111]0 110l1l1l0l1l1]0
01| 10| o1] o1 i1 21 11 1
0011 0010 3| 2
00000101 5

Ostéava ukazat, ako s¢itame naraz susedné bloky. Urobime to nasledovne: Pomocou and-u
vieme vybrat vhodné bity. Napriklad parne bity vyberieme tak, Ze ¢islo z-and-ujeme s maskou
...01010101° (ozna¢me vysledok p). Nepéarne bity dostaneme andom s maskou . ..10101010
(vysledok ozna¢me ¢). Nésledne zarovndme bity pod seba — ¢islo ¢ shiftneme o 1 doprava a
s¢itame. Teda p < (Nand01010101), g — (Nand01010101) a N’ < p+ (gshr1l). Dostavame
bloky dizky 2.

S blokmi dlzky 2 to bude podobné: tie parne vytiahneme andovanim s ...00110011, tie
neparne andovanim s maskou ...11001100. Posunieme o 2 a s¢itame. Tak dostaneme bloky
dlzky 4. Parny ziskame andovanim s maskou ...00001111, neparny ziskame andovanim s
maskou ...11110000. Posunieme o 4 a sc¢itame. Nasledovny zdrojak je pre 16-bitovy pasca-
lovsky word. Pre 32-bitové ¢isla by pribudol eSte jeden riadok a pre 64-bitové este dalsi riadok
navyse a trochu by sa zmenili konstanty (jednotlivé masky) — tie stt kvoli prehladnosti(?)?
zapisané v Sestnédstkovej ststave (v Pascale sa také to ¢isla oznacuji dolarom). Vyhodou
Sestnéstkovej sustavy je, ze kazda cifra zodpoveda Styrom bitom (takze jednak vieme &isla
Tahko zapisovat a ¢itat, jednak je takyto hexadecimalny zapis omnoho kratsi (napriklad a

Sna zaciatku ¢isla st tri bodky, pretoZe v skutoénosti mame na mysli &slo, kde sa striedaju nuly a jednotky
potrebnej dizky — podla toho, ¢ pracujeme s 16-, 32-, alebo 64-bitovymi &islami (alebo s &slami inej dizky)
Tako pre koho?
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4 Zajacia Farma

zodpoveda 1010, 3 zodpoveda 0011 a ¢ zodpoveda 1100)).

var n : word;

begin
readln (n);
n := (n and $5555) + ((n and $aaaa) shr 1);
n := (n and $3333) + ((n and $cccc) shr 2);
n := (n and $0f0f) + ((n and $f0f0) shr 4);
n := (n and $00ff) + ((n and ${f00) shr 8);
writeln (’Cislo ma ’, n, ’ jedniciek.”);

end.

Casova zlozitost je logaritmus dizky premennej, s akou pracujeme. (Napriklad keby sme
pracovali s 1024-bitovymi premennymi, stacilo by ndm 10 takych prikazov). Priznam sa, ze
nepozndm ni¢ s lepSou zlozitostou. (Presnejsie ni¢ lepsie v modeli AC°-RAM. To je taky, kde
mozeme pouzivat napriklad operacie +, —, and, or a bitové posuny v konsStantnom c¢ase, ale
nie nasobenie, delenie, modulo...) Ak by sme povolili lubovolne dlhé registre a nasobenie
v konStantnom case, vedeli by sme to aj v konstantnom case. (Ale od praxe to ma daleko,
potrebovali by sme velmi velké ¢isla — na s¢itanie 8 bitov by sme potrebovali 64 bitové a na
s¢itanie 64 bitov 4096-bitové.)

. v Opravoval Hermi & Mic
2. Zajacia Farma (max. 15 bodov)

Nuz, holubitka, musim priznaf, Ze sa vasich rieSeni veru poZzehnane u nés zislo. Najprv si
povieme ako sa hodnotilo, ¢o to poznamenam k niektorym veciam, ktoré bolo vhodné si
uvedomit, a vysvetlim vam, preco rekurzia nebola to pravé orechové.
V zésade prichadzali 3 typy rieseni:
e Cas O(N), pamit O(1). Toto bolo to najlepsie, na ¢o ste sa zmohli a vyslaZilo to
autorovi 14 bodovy zaklad.

e Cas O(N), pamit O(N). Za takito nadielku ste dostavali 12 bodov. No a nakoniec:

e Cas exponencialny, pamif O(1) (V skutoc¢nosti O(N), lebo sa volania funkcie ukla-
daju na stack, ale nechcel som véas uz moc deptat). Toto rieSenie dostalo Stedrych 9
bodov. .. (a automaticky aj bod dole kvoli zlému odhadu)

Iste si mnohi z vés kladu otézku, kde sa vzal ten exponencidlny ¢as. Vela z vas proste
slepo prepisalo definiciu do rekurzie a myslelo si, ze ma vyhrané. Neuvedomili ste si vsak,
ze vdaka tomu, Ze si vypocitané hodnoty nikam neukladame, ratame niektoré veci viackrat.
Pozrime sa teraz, ako sa tato funkcia sprava. Na vyratanie Fy a F} nam staci jeden krok,
¢o taky vypocet Fy? N6, to ¢o robime je, Ze sa zavolame rekurzivne na 2 predchadzajice
hodnoty, ¢iZze potrebujeme vypocitat Fy_o a Fv_1, ¢iZe pocet krokov potrebnych na vypocet
Fy je rovny suctu poctu krokov potrebnych na vypocitanie dvoch predchadzajucich plus
jedna operacia na séitanie tychto hodnot. Mozno vam to nieco zac¢ina pripominat. A mozno
ste si uz uvedomili, ze Fibonacciho postupnost rastie exponencidlne. A presnejsie je ¢asova
zlozitost O((#g)N) A problém je na svete. ..

A ¢o s tou paméfou? Staci sa zamysliet a hned si uvedomime, ze vzdy pri poc¢itani ratame
najviac s dvomi poslednymi hodnotami, vSetky ostatné st nam uz na nic. Preto je vskutku
velky luxus pamétat si tolko ¢isiel. Preto si budeme pamiétat iba 2 predchadzajice ¢isla.

Za ¢o sa dali stratit dalsie body? Vela z véas si naslo v priklade iba lakonicki poznamku
~preteka“. Ulohou bolo vypisat Fibonacciho ¢islo modulo M. Drviva vidSina z vas toto
interpretovala tak, ze vyratala to, ¢o bolo treba a pred vypisanim aplikovala modulo. Co
sa vSak nestane? Fibonacciho ¢isla rychlo rastt. A uz také pitdesiate sa ndm nezmesti do
premennej. Co mézeme robit je, Ze ¢isla modulujeme priebezne. To znamend, ze vietky
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Zajacia Farma )

operacie robime modulo M, tym dosiahneme to, Ze cely Cas pracujeme s ¢islami radovo tak
velkymi ako M. (Za domacu tlohu je rozmysliet si, preco si to mézeme dovolit).

Dalej sa mohli stratif body za zly odhad, popripade bug v programe (niektori z vés pre
malé N davali chybné vystupy).

Korektné 14 bodové riesenie v O(N)/O(1) malo teda vyzerat zhruba takto:

var a : arrayl[0..2] of integer;
n, m, i : integer;

begin
read (n, m);
if (n < 2) then writeln (n mod m)
else begin
al0] := 0; all] := 1;
for i := 1 to n-1 do begin
al[2] := (a[0]+a[l]) mod m;
al0] := alll; all] := al[2];
end;
writeln (a[2]);
end;
end.

Teraz podme posunit hranice este o kiisok dalej. Verte tomu, alebo nie, priklad sa déa
vyriesit aj v O(logn)! Mozno ste sa uz stretli so vzoréekom na vypocet N-tého Fibonacciho

¢isla.
o L 1evE) (1-vB)
NTB 2 B 2

Hovorit o tom, ako sme sa k tomuto vzorcu dostali je bohuzial nad rdmec tohto vzoraku. Ti, ¢o
predsalen maji zdujem o dokaz, nech si pozrti http://www.mcs.surrey.ac.uk/Personal/
R.Knott/Fibonacci/fibformproof.html. Si tam hned dva pekné ddokazy toho vzorceka.
Pozrime sa vSak na ¢o sa ndm na$ problém zredukoval — potrebujeme umocnit ¢islo na N-
ta. A tu pride velkd finta panov informatikov. Vyratat N-t mocninu ¢isla vieme v case
O(log N), blizsie to bude popisané na konci vzordku.

Problém s realnymi ¢islami je, Ze nevieme priebezne robit modulo. To znamend, Ze nie
sme schopni vypocitat vysledok pre také velké N, ako ked sme pouzivali predchadzajuci
linedrny algoritmus (reédlne ¢isla v pocita¢i nie st implementované tplne presne, takze pre
velké N uz nedostaneme presny vysledok). Preto budeme hladat rieSenie, ktoré je v case
O(log N) a zaroven vyuziva iba celé ¢isla.

K logaritmickému rieSeniu s pouzitim len celych cisiel ndAm pomo6zu matice a nésobenie
matic. PresnejSie to, ¢o by sme chceli je zobrat nejakt Stvorcovii maticu velkosti 2 x 2,
umocnit ju na N a potom z nej od¢éitat N-té Fibonacciho ¢islo. Najskor by sme si vSak mali
povedat, ako sa také matice nasobia. Dve matice velkosti 2 x 2 vynésobime takto:

a b . (€ f\Y_ (ae+bg af+0bh
c d g h) \cet+dg cf+dh
Vsimnime si teraz nasledovné:
a b o 1 1\ f(a+c b+d
c d 1 0/ a b

Teraz podme trosku rozmyslat. Ked si pozrieme prvy stipec vysledku, tak vidime, Ze zo
stipca (a,c) sme dostali stipec (a + ¢, a). Teda v prvom stipci sa ndm generuju Fibonacciho
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6 Zajacia Farma
¢isla. To isté sa nam deje v druhom stipci. Dalie pozorovania:
R F\ (11
N Fy) \1 0
Fyyw  Fy y I 1\ _ (Fnyz Fnia
Fy  Fyn_y 10 Fyiyw  Fy
To znamena nasledovnil vec:
1 1\Y  [Fxya  Fx
1 0 -\ Fv  Fn

Ked N krat vynasobim nasu maticu, tak v nej budem mat N-té Fibonacciho éislo. Teraz uz
len ako umoctiovat. Podotykam, Ze na umociovanie matic bude fungovat tplne rovnaky al-
goritmus ako na umocniovanie obycajnych ¢isiel, iba s tym rozdielom, Ze namiesto obyc¢ajného
nasobenia, budeme nasobit matice.

Teraz nam uz iba ostava vyriesit umociovanie v O(log V). Pre jednoduchost sa budeme
tvarit, Ze umociujeme normalne é&islo. Co vieme robit fahko je umocnenie na druht, tzn.
vynésobenie exponentu dvomi (umociiovat na mocninu dvojky). Cize vietky exponenty, ktoré
su moncinou dvojky vieme dostat trividlne na par umocneni. A vieme aj, Ze pri ndsobeni sa
nam stane taka habadira a®-a? = a®*Y. Co nam teda stacéi urobit? Stac¢i nam poskladat ¢islo
z mocnin dvojky. To je jednoduché, proste vezmeme zapis N v dvojkovej sustave, a ak tam je
i-tom mieste zprava lka vieme, Ze 2°-tu mocninu treba pridat. Napriklad ak chceme umocnit
¢islo @ na 12, tak umocnime na 4 a na 8 a potom vysledky znasobime a teda dostaneme
a® . gt = a8t = 12,

Bonus: N-ti mocninu redlneho ¢isla ide vypocitat aj v pseudo-O(1) ¢ase. Pseudo preto,
lebo sice to bude na pocitaci bezat v konstantnom case, ale len vdaka tomu, Ze mé obmedzeny
rozsah premennych. Na to ndm pomoézu funkcie exp a In. exp(x) je e® a In je prirodzeny
logaritmus. Obe tieto funkcie st v pocita¢i implementované v konstantnom case (ale vyuzi-
vaju to, Ze rozsah redlnych ¢isiel je limitovany). Ako sa to da vyuzit? Iste mi vSetci verite,
7e plati, ak napisem e'™(® = q. Teda ked napisem e!*(®)* = ¢ tak mi tiez uverite. Preto ked
chcem vypocitat a”, sta¢i napisat exp(z - In(a)).

Listing programu:

type TMatica = array [1..2,1..2] of longint;
var Fib: TMatica;
n, m: longint;

function multiply (x, y: TMatica) : TMatica;

begin
multiply[1,1]:=(x[1,1]1*y[1,1]+x[1,2]1*y[2,1]) mod m;
multiply [1,2]:=(x[1,1]1*y[1,2]+x[1,2]1*y[2,2]) mod m;
multiply [2,1] :=(x[2,1]*y[1,1]+x[2,2]*y[2,1]) mod m;
multiply[2,2] :=(x[2,1]*y[1,2]+x[2,2]*y[2,2]) mod m;

end;

function pow (x: TMatica; n: longint) : TMatica;
var res: TMatica;

begin
res[1,1]:=1;
res[1,2]:=0;
res[2,1]:=0;
res[2,2]:=1;

while (n > 0) do begin
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Zase tie preteky. . . 7

if (n mod 2 = 1) then res:=multiply(res,x);
x := multiply(x,x);

n := n div 2;
end;
pOwW := res;
end;
begin
Fib[1,1]:=1;
Fib[1,2]:=1;
Fib[2,1]:=1;
Fib[2,2]:=0;

readln (n, m);

writeln(n,m) ;

writeln (pow (Fib, n)[1,2]);
end.

. Opravoval Stano
3. Zase tie preteky... (max. 15 bodov)

Tento priklad sa mi nezdal velmi tazky, preto ma prekvapilo malé mnozstvo riesitelov. Najprv
nac¢rtnem jednoduché riesenie s ¢asovou zlozitostou O(N?). Pripomeniem, Ze ak N je pocet
vrcholov v strome, potom hran je N — 1 a medzi kazdou dvojicou vrcholov vedie prave jedna
cesta.

Ako najst najdlhsiu cestu v strome? Vysvetlim algoritmus prehladavania do hibky. Za-
¢nem v nejakom vrchole a zaznacim si, Ze mam cestu dizky 0. Zaroveii si ho zapiSsem do
pomocného pola P na prvi poziciu a postupne do pola budem zapisovat dalsie vrcholy, cez
ktoré som presiel. Dalej si zazna¢im, Zze som uz tento vrchol navstivil, keby som doiiho mohol
prist znova, tak to uz nespravim. Co sa ndm na strome nestane, ale na injch grafoch moze.

Potom sa rekurzivne zavolam na svojich susedov a dam ako parameter aj dlzku cesty+1.

Ak pridem na vrchol ktory nemé neprehladanych potomkov, znamena to, Ze cez tento
vrchol uZ neviem nijak predlZif cestu z poéiatoéného vrcholu. Tak sa len pozriem, & je tymto
vrcholom ukonéené cesta dlhsia ako doteraz najdlhSia najdend. Ak dno, zapamitam si ju.
Teraz sa potrebujem z vrcholu vratif. Vyhodim z pola P posledny vrchol a zaznac¢im, Ze som
skratil cestu o 1.

Treba dévaf pozor, aby sme mali rozumne implementovany graf. V tomto priklade je
idedlny zoznam susedov vrcholu, lebo tak hladanim susednych vrcholov pri prehladani celého
grafu minieme len ¢as timerny poc¢tu hran, ktory je v tomto priklade O(N).

Implementovat sa d& napriklad polom dynamickych poli, alebo aj v poli N x N. Alebo
aj v jednom poli, tak ako je vo vzoraku.

Nevhodna je matica susednosti, teda pole N x N, kde je ulozené 1 ak st vrcholy susedné
a 0 inak. Hladanie susedov jedného vrcholu spotrebuje az O(IN) operécii, teda celkovo az
O(N?)!

Najdlhsia cesta sa zac¢ina aj konéi v nejakom vrchole. Ked teda spustim prehladavanie z
kazdého vrcholu, uréite zaénem v nejakom, v ktorom zac¢ina najdlhsia cesta. Pri prehladévani
z tohto vrcholu sa ale dostanem aj tam, kde najdlhsia cesta kon¢i a preto ju najdem.

To celé iba za ¢as O(N?)!

Avsak existuje aj rychlejsie riesenie, s ¢asovou zlozitostou iba O(N). Ako na to?

Zoberieme si fubovolny vrchol v a oznacime si ho ako koren. Zavedieme si funkciu f(v),
ktora bude znamenat dizku cesty od korefia do vrchola v. Dalej budeme pouzivat oznacenie
hore, ak ideme z vrcholu v; do vy, tieto dva vrcholy st susedné a plati f(v1) > f(v2).
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8 Zase tie preteky. . .

Oznacenie dole, ak f(v1) < f(v2). Ak sa hybeme iba smerom hore, navstivime iba svojich
predkov. Naopak, ak sa hybeme iba dole, navstivime iba svojich potomkov.

Zadefinujme si teraz este jeden pojem. Nech wi,ws, ..., w, je najdlhsia cesta taka, Ze
sa zaCina vo vrchole w; a plati f(w;) < f(w;41) pre vSetky i. Inymi slovami je to najdlhsia
cesta, ktora ide z vrcholu w; iba dole. Za vrchol w; zvolme postupne kazdy vrchol a dizku
takejto najdlhsej cesty, ozna¢me d(wy).

Predpokladajme, ze y je vrchol najdlhsej cesty v celom grafe taky, Zze je najblizsie ku
koreniu. Mame 2 moznosti, ako moze vyzerat tato najdlhsia cesta. Bud sa vo vrchole y zaéina,
a teda pokracuje dalej iba smerom dole. Takato cesta ma dizku d(y). Mozete si rozmysliet,
7e tato hodnota bude dizkou najdlhsej cesty iba ak y je koreii. V druhej moznosti sa vrchol y
nachadza niekde vnutri cesty wi,...,u;, v, ujt1, ..., ur. Uvedomme si, ze Gseky uq,...,u; a
Ujs1, - - -, up musia byt najdlhsie mozné, lebo inak by tato cesta nebola najdlhsia. Preto pre
tieto dva vrcholy u; a w41 plati, Ze d(u;) a d(u;41) st najvicsie spomedzi vSetkych potomkov
vrchola y. Akt dlzku méa cesta v tomto druhom pripade? Spolu je to d(u;) + d(u;41) + 1.

Problém je teda vyrieSeny, staci zistif hodnoty d(v;) pre kazdého potomka vrchola v. Ale
to mozeme spravit jednoduchym prehladdvanim do hibky. Ak vrchol v nemé potomka (teda,
je list), potom d(v) = 1. Ak mé potomkov, rekurzivne sa na vsetkych zavoldme. Hodnota
d(v) bude d(vmax) + 1, kde d(vmax) je najviicsia hodnota spomedzi potomkov.

Zaroven v kazdom vrchole kontrolujeme, ¢i je tento vrchol na ceste dlhsej ako bola doteraz
najlepsia najdena. Ak dno, zapamétame si tento vrchol.

A teraz sa pozrite na vzorak.

Listing programu:

const MAX=100;

var index, count, cesty, bol : array [0..MAX+1] of integer;
graf : array [1..2*MAX] of integer;

graf_temp, dlzky, kde : array [0..MAX,1..2] of integer;
i, a, b, N, best : integer;

procedure vymen (var x, y : integer);
var t : integer; begin t:=x; x:=y; y:=t; end;

function search (v : integer) : integer;
var i, maxl, max2, kdel, kde2, temp : integer;
begin
bol[v]:=1; max1l:=0; max2:=0; kdel:=0; kde2:=0;
for i:=index[v] to index[v+1]-1 do begin
if (bol[graf[il]l=1) then continue;
temp:=search(grafl[il)+1; {zapamatam si 2 najvacsie}
if (max2<=temp) then begin max2:=temp; kde2:=graf[i]l; end;
if (max2>=max1) then begin vymen(max2,max1); vymen(kdel,kde2); end;
end;
dlzky [v,1] :=max1; dlzkyl[v,2]:=max2;
kde[v,1] :=kdel; kdel[v,2] :=kde2;
if (dlzky[best,1]+dlzky[best,2]<maxl+max2) then best:=v;
search:=max1; bol[v]:=0;
end;

procedure najdicestu(v,p:integer) ;
begin

cesty[pl:=v;

if ((dlzky[v,1]1>0) and (kdel[v,1]1>0)) then najdicestu(kdel[v,1],p+1);
end;

begin
readln(N) ;

http://www.ksp.sk/ksp



O potapani 9

for i:=1 to N do countl[i] :=0;
for i:=1 to N-1 do
begin
readln(a,b);
inc(count[a]); inc(count[b]);
graf_templi,1]:=a; graf_templi,2]:=b;
end;

index[1]:=0;{cesty z prveho vrchola budu zacinat na 0}
for i:=1 to N do begin

index [i+1] :=index [i] +count [i] ;

count [i] :=0;{pole count zneuzijem na pocet uz zapisanych ciest z vrcholu i}
end;

for i:=1 to N-1 do begin
a:=graf_templ[i,1]; b:=graf_templ[i,2];
graf[index[al+count[al]:=b; inc(count[al);
graflindex[b]+count[bl]:=a; inc(count[bl);
end;

best:=0; dlzky[0,1]:=0;dlzky[0,2]:=0;

search(1);

najdicestu(kde[best,11,1);

for i:=dlzky[best,1] downto 1 do begin write(cestyl[il,’ ); end;

write(best) ;

najdicestu(kde[best,2],1);

for i:=1 to dlzky[best,2] do begin write(’ ’,cesty[i]); end;
end.

opravovala Elpnka

4. O potépani (max. 15 bodov)

Kazdu alianciu si budeme pamiitat ako strom, v ktorom vrcholy predstavuja jednotlivé lo-
dicky ktoré do aliancie patria. Tu lodicka, ktora je koreiom stromu budeme nazyvat séfom
aliancie . Kazdy vrchol si bude pamétat svojho rodic¢a. KedZe koren nemé rodica, tak si bude
pamitat pocet lodi¢iek v aliancii (pocet vrcholov v strome). Aby sa ndm to neplietlo s ¢islom
svojho rodica, tak si bude pamétat ako zdporné ¢islo. Inymi slovami, ak si vrchol paméta
kladné cislo, tak je to ¢islo jeho rodica, ak si paméta zaporné ¢islo, tak je to koren.

Budeme vyuzivat nasledujice 2 funkcie:

e find ndm néjde koreni stromu v ktorom sa nachadza dany vrchol. Toto sa d4 dosiahnut

tak, ze prechadza po rodic¢och az kym nedorazi ku korenu stromu.

e union spoji dva stromy tak, ze pod koren prvého zavesi druhy strom.

Na zaciatku bude kazda lodicka v aliancii iba sama so sebou. Vzdy, ked dve lodicky
uzavru alianciu, najprv pomocou find zistime, ¢i maju ten isty koren. Ak nie, stromy spojime
pomocou union. Ked by sme vSak vesali pod seba stromy ndhodne, mohlo by sa stat, Ze ndm
vznikne strom takej hibky, kolko v iom mame vrcholov, a vtedy by ndm najdenie korena
trvalo linedrne od poc¢tu vrcholov v strome. Aby sme tomu zabranili, budeme napéjat vzdy
spajame dva rovnako velké stromy, zvysi sa o 1. Ak chceme vediet, ¢i st 2 lodky spolu v
aliancii, sta¢i pomocou find zistit, ¢i maju spoloény koren.
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10 O potapani

Stromy budt mat hibku najviac log N, a preto pobezi takéto riesenie v ¢ase O(M log N).
Skusme este zlepsit funkciu find. Ked budeme hladat cestu od vrchola ku korenu, tak na-
stavime vSetkym vrcholom na tejto ceste ako rodica koren dého stromu(toto mozeme spravit
tak, ze najprv najdeme koren a potom prejdeme tiito trasu znova a uz menime vrcholom
rodica na koreii). Preco to robime? Ked sme spustili find, tak sme sa dozvedeli 8éfa aliancie
pre vSetky lodicky, ktoré sme pocas nej spracovali. Aby sme to nemuseli robit nabudtce, tak
kazdému z nich nastavime ako rodi¢a najdeného $éfa, ¢im kazdému z nich znizime hibku na
1. Toto zrychlenie ndm pomdze k zlozitosti O(N log™ N).

2
A ¢o to vlastne log* je? Predstavme si éisla 1, 2, 22, 9202%) — 91, 227) — 92" — 216,

2
2(2(2(2 )>) — 9(2'%) _ 965536

.....

...log" N je definovany ako prvé cislo K také, ze K-te cCislo z

log" N=1ak0< N <2

log" N=2ak3< N <4

log" N =4 ak 17 < N < 65536

Optimalne riesenia dostali 15 bodov, za O(M log N) ste mohli ziskat 14 bodov. Za line-
arne 12, kvadratické maximéalne 10 a kubické 6.

Listing programu:
const MAX = 10000;

var n, m, w, a, b, koren_a, koren_b, i:integer;
size:array[1..MAX] of integer;
parent:array[l..MAX] of integer;

{ vytvori nam strom pre jednu lodku }
procedure makeset (n:integer) ;
begin
parent[n] := n;
size[n] := 1;
end;

procedure merge(a:integer; b:integer);
var c : integer;
begin
{ OPTIMALIZACIA 1: chceme mat v B cislo korena stromu s mensim poctom
potomkov }
if size[a] < size[b] then
begin c := a; a := b; b := c; end;
{ otec vrcholu B bude A, pretoze strom korena B ma menej vrcholov }
parent[b] := a;
{ a zvysime pocet potomkov stromu korena A }
size[a] := sizel[al + sizelb];
end;

function find(n:integer) :integer;
var root, par:integer;
begin
root := n;
{ najdeme koren }
while root <> parent[root] do
root := parent[root];

{ OPTIMALIZACIA 2: nastavime vsetkym predkom wvrcholu N ako otca ROOT }
while n <> parent[n] do begin
par := parent[n];
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parent[n] := root;
n := par;
end;
find := root;
end;
begin
readln(n,m) ;
for i := 1 to n do makeset(i);
for i := 1 to m do begin
readln(w, a, b);
if(w = 0) then begin
{ najdeme korene stromov }
koren_a := find(a);
koren_b := find(b);
{ a zavolame merge, ak su stromy disjunktne }
if koren_a <> koren_b then
merge (koren_a, koren_b);
end
else begin
{ pozrieme sa, ct su lodky v tom istom strome }
if(find(a) = find(b)) then writeln(CANO”)
else writeln ’NIE’) ;
end;
end;
end.
, ; Opravoval Laci & Apir
5. Ooo, aky mocny odvar! (max. 15 bodov)

Rozpravac¢: Kdesi daleko za vratnicou matfyzu, za siedmimi akvarkami sedeli dve bukvice
Apir s Lacim v T2 a hutorili:

Laci: A kolko Ze pri§lo tych rieSeni ¢o mame opravit?

Apir: Mocné mnozstvo, skoro 90!

Laci: Ej bistu, tak to bol daky Tahky priklad, nie?

Apir: Bol. Ale keby poriadne ¢itali zadanie. . .

Laci: A Coze si to nevsimli?

Apir: No predsa Ze ¢arodejnici odmietaji pracovat s desatinnymi ¢islami. Chudatka. . .

Laci: Co si sa zblaznil? Jak to mali odmocnit?

Apir: A vravel im niekto Ze to maji odmocnit? No nevravel.

Laci: Ahaé ¢ize ty vravis Ze to nemali odmocnit. .. a ¢o mali potom robit? Umocnovat?
Ha-Ha-Ha!

Apir: No ved samozrejme. . .

Rozpréavac: Prenesme sa teraz dalej v deji a prejdime k vzoraku:

Na tivod si rozoberme tlohu. Nou je zoradif N prirodzenych éisel od najmensieho po
najvicsie, pricom niektoré si pod tretou resp. druhou odmocninou, v pripade rovnosti roz-
hoduje stupen odmocniny. Problém #1 st odmocniny, problém #2 je triedenie prvkov
(pod pojmom triedenie rozumieme zoradenie prvkov podla volajakej Specifickej vlastnosti).

Problém #1: Takze najprv sa potrebujeme zbavit odmocnin, ¢o mnohi z vas skusali
roznymi (ne)sofistikovanymi spdsobmi a pritom to vobec nie je také zlozité ako sa moze
zdat. KedZe nemdzeme pri vypocte pracovat s desatinnymi ¢islami (teda v podstate ani
odmocrtiovat, kedze vysledkom tejto operacie je vo vSeobecnosti redlne ¢islo) a na vstupe
st prirodzené ¢isla, tak mdzeme aspon umoctiovat kedze umocnenie kladnych ¢isiel nezmeni
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12 Qoo, aky mocny odvar!

ich vzajomné poradie. Vysledkom umocnenia prirodzeného ¢isla na prirodzené cislo je vzdy
¢islo prirodzené, ¢o, ako sa ukaze, je klicom k rieSeniu. Sta¢i ak si napiSeme nerovnicu a
umocnime na 6-tu, a vSetko nam uz bude jasné:

Ak a,b, ¢ st Tubovolné prirodzené ¢isla a plati: 3/a < Vb < ¢ tak aj po umocneni na 6
musi platit {’"/56 < \/(36 < b & a? < b < 8. Naopak ak po umocneni plati %6 < \/?;6 <
tak pred umocnenim platilo ¥a < Vb < e

Tym sme sa zbavili odmocnin, nutno vsak poznamenat, ze 2% je neprijemne rychlo ras-
tica funkcia a preto by sme lahko mohli vycerpaf rozsah datovych typov, na ¢o treba paméitat
(idedlne by bolo spravif si vlastni aritmetiku) ale zapodievat sa tym nebudeme.

Problém #2: Triedenie. UkdZeme si dva roézne rychle algoritmy na triedenie:

Bubblesort: Uvadzame ho tu len pre jeho jednoduchost, pretoZe jeho implementéacia je
dvojriadkové (ked ste lenivi alebo netreba rychle triedenie). Uz ndzov napoveda ako funguje
,bublinkové“ triedenie. Prechadzame pole a kontrolujeme susedné prvky & spliaja kritérium
nerovnosti, ak nie, vymenime ich, z toho je zrejme Ze najvacsi prvok ,,prebubleme* na koniec.
Ak tento postup aplikujeme N krat, je isté, Ze dostaneme utriedenti postupnost. Casova
zlozitost je O(N?), kedze N-krat prejdeme N-prvkové pole. Co sa pamite tyka, vystacime
si s jednym jednorozmernym polom, ¢o znamend, ze pamitova zlozitost je O(N), kde N je
pocet prvkov. A je pole o N prvkoch indexovanych od 0 po N — 1.

for i:=1 to N do
for j:=1 to N-i do if A[j-11>A[j] then vymen(AT[j-1]1,A[j]);

for (int i=0;i<N;i++)
for(int j=1;j<N-i;j++) if(A[-11>A[1) swap(A[j-11,A[1);

Quicksort: Quicksort sa zaklada na principe rozdeluj a panuj (rozdel fazky problém na
viacero malych, ktoré vSak uz vies lahko riesit). Proces triedenia pre pole A[l...r| pozostava
z troch krokov:

e Rozdel: Pole A[l...r| je prerozdelené do dvoch neprazdnych podpoli A[l...q] a Alg+
1...7] tak, ze kazdy prvok z AJl...q] je mensi alebo rovny ako lubovolny prvok A[q+
1...7]. Index q je vypocitany pocas tejto procedury. Rozdelime to tak, Ze si vyberieme
jeden reprezentativny prvok (nazveme ho pivot) a rozdelime pole tak, aby v Tavej Casti
pola boli prvky mensie alebo rovné ako pivot a v pravej ¢asti aby boli prvky vicsie
alebo rovné ako pivot. Ako vybrat pivota? V istej miere je ndm to jedno, ale ideédlne by
sme cheeli, aby pivot bol median (prvok, ¢o je po utriedeni pola v strede). Toto vSak
nie je jednoduché zarucit, preto my budeme vyberat pivota zo stredu postupnosti®.

e Panuj: Dve podpolia A[l...q] a Alg + 1...7] st utriedené rekurzivnymi volaniami
procedury Quicksort. To znamend, Ze vdaka rekurzii sa ndm pociatoéné pole rozdeli
na mnoho jednoprvkovych podpoli, ktoré st sami o sebe usporiadané (toto nazyvame
trividlny pripad). V idedlnom pripade sa procedtira Quicksort vold na obe polovice
pociato¢ného pola, potom na Stvrtiny, Sestnastiny, dvaatridsatiny. .. Spdsob, akym ich
vytvarame nam zarucuje, ze aj pociatocné pole bude utriedené.

e Skombinuj: KedZze podpolia si utriedené na mieste, netreba uz ni¢ robit, celé pole
All...r] je teraz utriedené.

Odportcame si tento algoritmus ruéne demonstrovat na papier, alebo navstivit stranku
na wikipédii http://cs.wikipedia.org/wiki/Quicksort kde sa nachidza ndpomocné ani-
mécia (aj implementacia). Implementéaciu v pascale uvddzame aj vo vzorovom rieSeni.

Analyzujme teraz ¢asovu zlozitost idedlneho pripadu, ked sa pole deli na polovicky (za
pivota vyberame median). Predstavme si, Ze mame tisecku a na nej je rovnomerne nanesenych
N bodov (to je nasa paralela s N prvkovym polom). Néasledne rozdelime tuto tsecku v

8Existuje aj znadhodneld verzia Quiksortu, ktora za pivota vyberie ndhodny prvok
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bode, ktory je v jej polovici na dve poloviéné tsecky. V druhom kroku tieto polovice opiit
rozdelime v strednom bode na Stvrtiny pdvodnej tsecky, v trefom kroku opit rozdelime
stvrtiny na polovice (vzniknu Sestnastiny pévodnej tsecky) a takto pokracujeme, az mame
N nedelitelnych tseciek. Otazka teda znie, ako dlho takto mozeme delit, resp. kolko krat
musime delit N dvojkou, aby sme dostali 17 Tato otdzka je ekvivalentnéd s otédzkou: ,,Dva
na kolka je N”? A na to je zrejmé odpoved: dvojkovy logaritmus z N. Ako dlho trva jedno
rozdelenie na polovice? Kazda ¢ast musime rozdelit na polovice podla jej medidna, ¢ize
musime nalavo poupratovat mensie prvky a napravo vicSie prvky, pocet vSetkych prvkov vo
vSetkych castiach je IV, takze ¢as rozdelenia je O(NN). Ako sme si neforméalne dokazali o nieco
vyssie, tychto rozdeleni je O(log N) a kedze kazdé trva O(IN) a vysledna casova zlozitost je
pocet rozdeleni krat ¢asovad naro¢nost rozdelenia, v idedlnom pripade je to teda O(N log N).

Analyzujme teraz ¢asovi zlozitost v najhorSom pripade, a to ked sa pole rozdeli na jeden
prvok a na vSetky ostatné prvky (vtedy sme vybrali velmi zlého pivota). Podobnou tivahou
s tise¢kou ako v predchadzajicom odstavci vieme ukazat, podet rozdeleni je az O(N). Cas
potrebny na jedno rozdelenie sa nam nezmenil, takZe ¢asova zlozitost v najhorSom pripade
je O(N - N), teda O(N?). Nagtastie takychto pripadov je vskutku mélo.

Casové zlozitost quicksortu v o¢akavanom? pripade je tiez O(NN log N), dokaz uz koli jeho
zlozitosti neuvadzame. Mnohi z vas sa teraz iste pytaja, preco je quicksort povazovany za
jedno z najrychlejsich triedeni, ked niekedy moze ¢as jeho vypoctu byt az kvadraticky, pritom
heapsort alebo mergesort st stale O(N log N). Dévodom st konstanty nezavislé od vstupu,
ktoré nemenia radovi zlozitost, ¢ize ak quicksort je v priemernom pripade k - (Nlog N) a
mergesort je [ - (Nlog N) tak k < [.

Pamitova zlozitost je vzdy rovnaka — linedrne zavisla od N, ¢ize O(N), kde N je pocet
prvkov.

Takze uz vieme vsetko ¢o potrebujeme k vyrieSeniu nasej tilohy. Nezabudnime este, Ze
ak pri porovnavani dvoch odvarov ddjde k zhode ich absolitnej mocnosti, rozsudime ich
podla odmocnenosti, ¢o ndm len mierne skomplikujem porovnavanie, kedze pribudne jedna
podmienka v pripade rovnosti absolitnej mocnosti.

K bodovaniu:

e 15 bodov O(N log N) riesenia

e 12 bodov O(N?) rieSenia

e za pouzitie redlnych ¢isel bola odmena —6 bodov

e po —1 bode sme strhavali za absenciu popisu/odhadu ¢asovej zloZitosti/odhadu pa-
miétovej zlozitosti

e za nefunkcéné riesenie bolo maximalne 6 bodov

e a individualne

Riesenia s inou ako linedrnou pamétovou zlozitostou neprisli, tak sa o nich vo vzorovom
rieSeni ani nezmienujeme.

Vzorové rieSenie, ktoré ma ¢asov zlozitost O(N log N) a pamétova zlozitost O(NV), sme
implementovali v jazyku Pascal, kde si mozete pozriet aj implementaciu quicksortu a vyssie
zmienenu porovnavaciu funkciu.

Listing programu:

const MAX=1000;

type Todvar=record M,O,ABS:int64; end;

var odvary:array [1..MAX] of Todvar;
i,N:integer;

function umocni(zaklad:int64; exponent:integer) :int64; {jednoduche umocnovanie}

90¢akavany pripad znamené, ako dlho to bude trvat na priemernom vstupe.
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14 Qoo, aky mocny odvar!

var i:integer;
vysledok:int64;
begin
vysledok:=zaklad;
for i:=1 to exponent-1 do vysledok:=vysledok*zaklad;
result:=vysledok;
end;

function ostro_vacsie(a,b:Todvar) :boolean; {vrati true ak (a > b)}
begin
if (a.ABS>b.ABS) or ((a.ABS=b.ABS) and (a.0O<b.0)) then result:=true
else result:=false;
end;

procedure qsort(left,right:integer) ;
var i,j,pivot:integer;
temp:Todvar;

begin
i:=left;
j:=right;

{ volba pivota je v podstate lubovolna, idealne by bolo keby bol median,
my st tipneme prvok v strede triedeniej casti pola }
pivot:=(left + right) div 2;
repeat
{ v lavej casti pola najde prvok vacsi/rovny ako pivot }
while ostro_vacsie(odvary[pivot], odvaryl[i]l) do inc(i);
{ v pravej casti pola najde prvok mensi/rovny ako pivot }
while ostro_vacsie(odvary[jl, odvary[pivot]) do dec(j);
{ ak je naozaj vacsi/rovny nalavo od mensieho, vymen ich }
if (i<=j) then
begin
temp:=odvary[i];
odvary[i] :=odvary[j];
odvary[j] :=temp;
inc(i);
dec(j);
end;
until i > j;
{ rekurzivne volanie }
if left < j then gsort(left,j);
if i < right then gsort(i,right);

end;
begin
readln (N) ;
for i:=1 to N do
begin
readln(odvary[i] .M,odvary[i].O);
case (odvaryl[i].O) of
0: odvary[il . ABS:=umocni(odvary[il .M,6);
1: odvaryl[il . ABS:=umocni(odvary[i].M,3);
2: odvary[i]l . ABS:=umocni(odvary[i] .M,2);
end;
end;
gsort(1,N);
for i:=1 to N do writeln(odvary[i].M,’ ’,odvary[i].O);
end.
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; ; Opravoval Maty
6. Ohrozena posadka (max. 15 bodov)

Na zaciatok vzoraku by sme sa vam chceli ospravedInif za nie moc presne formélne popisanie
zadanie. Napriklad tam chybal predpoklad, Ze sa na zacdiatku lod a asteroid nepretinaja. S
tym vSak nebol problém, lebo niektori z vas si to uvedomili a pridali si to do predpokladov
a ini sa tym vobec nezaoberali. Dalsim hlavnym problémom bolo to, Ze sa lod a asteroid
mohli zrazit v minulosti. Teda ak by mala lod opa¢nu rychlost, tak by sa zrazili. Na to uz
mnohi z vas zabudli a stratili za to 3 body. VaSe riesenia mali bud linedrnu (M + N)
alebo kvadraticktt ©(M? + N?) zlozitost. Linearne mohli dostat 15 bodov, kvadratické 12.
Za neoSetrenie niektorych Specidlnych pripadov polohy asteroidu a lode som strhaval 1-2
body.

A teraz k vzorovému rieSeniu. Na zaciatku predpokladdme, Ze sa asteroid a lod nepreti-
naju. Ak si predstavime, ako leti lod, tak si vSimneme, ze vytvori v rovine pas (teda cely pas
by vytvorila, keby sa hybala aj v opa¢nom smere). Tento pas vieme reprezentovat pomocou
jeho hraniénych priamok a tie su jednoznac¢ne uréené bodmi lode, ktoré su v istom zmysle
najviac na krajoch. Najviac na krajoch znamena Ze maju najvicsiu, resp. najmensiu (orien-
tovani) vzdialenost od priamky tvorenej bodom (0, 0) a vektorom v, pricom vpravo je kladna
vzdialenost a vlavo zaporna. Pristupov ako najst tieto 2 body je viacero. Prvym je vyjadrit
vzorec pre vzdialenost bodu od priamky uréenej bodom (0,0) a vektorom v. Sikovnejsie je
vSak celt situaciu otocit tak, aby nas pas bol rovnobezny s z-ovu osou. Otécanie okolo bodu
(0,0) o uhol « proti smeru hodinovych ruéiciek robime na zéklade vzorca

(z,y) — (xcosa+ ysina, —zsina + y cos a).

K réataniu tohto vzorca potrebujeme poznaf sina a cos . Tie zratame pomocou vektora
pohybu lode (z,y) a nasledujucich vztahov:

d=+/x?+ y? sina = y/d cosa = z/d.

Takto si mozeme otocit vsetky body lode a asteroidu.

Cel4 situacia hladania krajnych bodov sa ndm teraz podstatne zjednodusila. Vieme, Ze
vektor pohybu je teraz nasobok (1,0) a teda hrani¢né priamky pasu ndm uréuji uz iba y-ové
suradnice bodov lode, konkrétne bod s maximéalnou a minimalnou y-ovou suradnicou. Aby
asteroidu nehrozila zrazka s lodou, musia byt vSetky jeho body nad alebo pod nasim pasom.
Teda ak ndjdeme minimalnu a maximalnu y-ovi siradnicu asteroidu a lode, musi platit, ze!®
Imin.y > amax.y alebo Imax.y < amin.y. Vtedy sa lod uréite asteroidu vyhne.

V opac¢nom pripade plati, Ze asteroid lezi v péase tvorenom lodou. Posledné vec, ktoru
musime overit je, ¢i sa asteroid nachadza pred alebo za lodou. Ak vylaéime mozZnost, Ze
asteroid a lod uz maja spolo¢ny prienik, potom staci zobrat jeden bod asteroidu, ktory je
v pése a pozriet sa, ¢i je vlavo alebo vpravo od lode. Lod totiz mdze nabturaf len do bodov
v pase a vdaka konvexnosti asteroidu sa nemoze stat, ze jeden bod je vlavo a iny vpravo
od lode (podla definicie konvexnosti by musel obsahovat aj vSetky body medzi nimi a mal
by teda prienik s lodou, ¢o je spor s nasim predpokladom). Jeden bod v péase teda dokaze
rozhodnut.

Ako ho najdeme? Bud je to amin, alebo amax, alebo si ho musime dopoéitat. V tomto
trefom pripade musi platit, ze amaz.y > Imazx.y a amin.y < Imin.y. Kedze je vSak aste-
roid konvexny, usecka tvorend bodmi amax a amin lezi celd v asteroide a mé neprazdny

bod.
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16 Ohrozend posddka

prienik s nasim pasom. Stac¢i teda bodmi amin, amaz prelozit priamku a spocitat prienik
s nejakou priamkou nasho pasu. VSeobecna rovnica priamky je ax + by + ¢ = 0, kde (a, b)
je normalovy vektor priamky a teda (—b,a) je smerovy vektor priamky, ktory dostaneme
ako rozdiel (—b,a) = (amaz.x — amin.x,amaz.y — amin.y). Posledny parameter z rovnice
priamky, ktory potrebujeme dopocitat je ¢ a ten ziskame tak, Ze dosadime za (x,y) jeden z
bodov amin, amaz. Ked uz mame vSeobecni rovnicu priamky, staci nam dosadit napriklad
y = Imin.y a dostaneme bod, ktory lezi na nasej priamke a zaroven v péase (konkrétne na
spodnej hranici).

Ostéva zistif, ¢i je bod asteroidu vpravo alebo vlavo od lode. Dokonca staci zistit, ¢i je
vpravo alebo vlavo od tsecky tvorenej bodmi lmazx, Imin (tato tsecka vytvara rovnaky pas
ako celd lod) — to si mozeme dovolit opitf vdaka konvexnosti lode a predpokladu, Ze nemé s
asteroidom prienik.

Zistit to vieme dvoma sposobmi: Jeden je, ze vypocitame bod na tsecke Imin—Imax
s rovnakou y-ovou sturadnicou, ako mé bod asteroidu a porovname ich x-ové siuradnice.
Druhy je, Ze vypoc¢itame orientovani velkost vektorového stéinu a rozhodneme sa podla
znamienka. Nech v; = Imax — Imin je vektor reprezentujuci lod a aa nech je bod asteroidu.
Nech vy = aa — Imin. Potom ak v; X vy < 0, tak vg, resp. aa je vpravo od vy, ak v X vy > 0,
tak vy, resp. aa je vlavo od wv;. Orientovani velkost vektorového sucinu vypocitame ako
vl X v2 =vl.x-v2.y —vly- v2.x.

Casova aj pamitova zlozitost tohto riesenia je O(N + M).

Listing programu:

#include <cstdio>

#include <cstdlib>

#include <cmath>

using namespace std;

#define MAX 1000

#define REP(i,n) for (int i=0; i<(n); ++1i)

#define VEDLA { printf (“Uff, to bolo tesné\n“); return 0; }

struct Point { double x,y; };
int N, M;

double d, sina, cosa;

Point I1[MAX], a[MAX], v;

Point otoc (Point p) {
Point r;
r.X = p.x*cosa + p.y*sina;
r.y = -p.x*sina + p.y*cosa;
return r;

}

double jevpravo (Point a, Point b, Point c¢) {
Point v1, v2;
vl.x = b.x - a.x; vl.y = b.y - a.y;
v2.X = Cc.X - a.X; V2.y = c.y - a.y;
return vl.xxv2.y - vl.y*v2.x;

}

int main() {
scanf (“%d“, &N); REP(,N) scanf(“%If %If“, &l[i].x, &l[].y);
scanf (“%d“, &M); REP(i,M) scanf(“%If %If*, &alil.x, &alil.y);
scanf (“%If %If“, &v.x, &v.y);
if ((v.x==0) && (v.y==0)) VEDLA;

d = sqrt (v.y*v.y + v.x*v.X);
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sina = v.y/d; cosa = v.x/d;
REP(,N) 1[i] = otoc(1[il);
REP(,M) alil = otoc(alil);
v = otoc(v);

Point lmin=I1[0], lmax=1[0], amin=al[0], amax=al0];

REP(@,N) { if (Imax.y < 1[i].y) Imax=1[i]; if (Imin.y > 1[i].y) lmin=I[i]; }
REP(G,M) { if (amax.y < alil.y) amax=alil; if (amin.y > alil.y) amin=alil; }
if ((amin.y > lmax.y) || (amax.y < lmin.y)) VEDLA;

Point aa;
double a, b, c, x;
if (amax.y <= lmax.y) aa = amax;
else if (amin.y >= lmin.y) aa = amin;
else { //bod asteroidu musime doratat
a = amax.y - amin.y;
b = amin.x - amax.x;
¢ = -—a*amin.x-b*amin.y; //c z vseobecnej rovnice priamky priemeru
aa.x = (-bxlmin.y-c)/a; // bod asteroidu a zaroven v poli lode
aa.y = lmin.x;
}
if (jevpravo (Imin,lmax,aa)<0) printf(“Je to hotova samovrazda\n“); else VEDLA;
return 0;

~ » N opravoval Miso
7. Osemetna postupnost (max. 15 bodov)

Ako prvé si treba uvedomif, Ze postupnost sa zac¢ina nulou a kazdy ¢len sa moze zvysit
maximalne o 1 a miniméalne o —1, takze sucet je niekde medzi —N(N —1)/2 a N(N —1)/2
(vdaka vzorcu na stcet aritmetickej postupnostil!).

Keby sme kazdy dalsi ¢len postupnosti zvySovali o 1, celkovy stcet by bol N(N —1)/2.
Ked méme uz nejaki postupnost a zmenime rozdiel medzi dvomi susednymi, teda medzi i-
tym a ¢+1-vym z 1 na —1, zmeni sa kazdy ¢len po¢nic ¢+ 1-vym a konciac N-tym. PresnejSie:
kazdy bude mensi o 2. TakzZe celkové zmensenie je 2(N —i). KedZze mame dany stucet S, vieme,
ze celkovo mame stucet zmensit o N (N —1)/2—.S oproti ¢isto rasticej postupnosti. Vidno, ze
v8etky zmeny, ktoré sme schopni spravit, si parne. Z toho vyplyva, ze N(N —1)/2 — S musi
byt parne. V opa¢nom pripade tiloha nemé riesenie. Vieme ale spravit lubovolné S spliiajtce
predchéadzajice podmienky? Odpoved je dno, a aby ste mi nemuseli slepo verit, tak si to aj
dokazeme.

Nech K = N(N —1)/2 — S. Vieme, ze K je parne'2. Dalej vieme, Ze K je najviac
N(N —1). To, ¢o vieme, je znizit sucet postupnosti najviac raz o 2, najviac raz o 4, ...,
najviac raz o 2(N — 1). Teda chceme vyskladat K z ¢isiel 2,4,---,2(N — 1) pricom kazdé
pouzijeme najviac raz. Iste ste si v§imli, ze vSetky ¢isla st parne a preto ich mozeme vydelit
dvojkou. Takze teraz sa pytame, ¢i dokdzeme z ¢isiel 1,2,---, N — 1 vyskladat kazdé ¢islo z
0,1,---,N(N —1)/2. Toto vieme a dokdZeme si to indukciou.

1. Ak N = 0 alebo N = 1, tak je to trividlne. Ak N = 2, tak mame na vyber ¢islo 1 a
potrebujeme vyskladat sumy 0 a 1, ¢o prirodzene vieme.

2. Teraz predpokladame, Ze to vieme vyskladat pre N. Podla indukéného predpokladu z
¢isiel 1,2,---, N — 1 vieme vyskladat vsetky ¢isla od 0 po N(N — 1)/2. Plati tvrdenie

' Pre neznalych, stéet &isiel od 1 po N je N(N +1)/2

12 Ako sme si ukdzali vyssie, pre neparne sa to neda
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18 O nekompromisnom Maroskouvi

pre N + 1?7 Pribudlo ndm ¢islo N, ktoré mézeme pouzit, a chceme navyse vyskladat

¢isla N(N —1)/2+1,---,N(N + 1)/2 (mensie vyskladaf vieme). Ked ale zoberieme

rozdiel N(N +1)/2 — N(N —1)/2 —1 = N — 1, tak zistime, ze ked pouzijeme ¢islo

N, tak dostaneme ¢islo z intervalu < 0, N(IN — 1)/2 >, ale to vieme podla indukéného

predpokladu vyskladat z ¢isiel 1,---, N — 1.

Teraz sme si pekne dokézali, Ze to vieme, tak sa vrhnime na samotny algoritmus.

V premennej rozdiel si pamitame, o kolko sa nam lisi sticet momentalnej postupnosti
a S. Je to vzdy pérne éislo, ktoré je na zaciatku rovné N(N — 1)/2 — S, kedZe na zaciatku
uvazujeme postupnost, ktora stale rastie. P6jdeme postupne a niektoré ¢leny budeme menit.
Prvy ¢len zmenime, ak je rozdiel vicsi alebo rovny 2(N — 1). Zaroven rozdiel zmensime o
i-teho a i 4 1-vého ¢lena a premenni rozdiel rozdiel zmensime o 2(N — ).

Cely program bude pozostavat z jediného cyklu, ktory bude od zaciatku prechadzat a
pripadne menit postupnost. Zaroven vsak, kedze vieme rozdiel i-tého a i + 1-vého ¢lena,
vieme ¢leny priebezne ratat a vypisovat ich, teda vysta¢ime s konstantnou pamsitou. Casova
zlozitost je linedrna.

Bodovanie: Za riesenie v ¢ase O(N) a s pamitou O(1) bolo 13 bodov, s linedrnou
pamiifou za 12. Za ¢as O(N?3) 10, za ¢as O(2"V) som déval len 8 bodov. Za spravne odhady
zlozitosti bol bonus 2 body!3.

Listing programu:

#include<cstdio>
using namespace std;

int main() {
int N, S, rozdiel;
scanf(“%d %d“,&N,&S) ;
rozdiel = N*x(N-1)/2 - S;
if (rozdiel<0 || rozdiel>N*(N-1) || rozdiel¥%2==1)
printf(“Riesenie neexistuje\n“) ;
else {
int last=0;
printf(“0 “);
for (int i=1; i<N; i++) {
if(rozdiel>=2*x(N-i1)) { --last; rozdiel -= 2x(N-1); }
else ++last;
printf(“%d “,last) ;

}
printf(“\n“) ;
}
return 0;
}
------------------------------ TuSaZaéinajﬁrieéeniaKSP_T ® s s s s s s s s s s s s s s e s s s s s s e e s e s s
. . . Opravoval Zemco
8. O nekompromisnom Maroskovi (max. 15 bodov)

Vitajte vo vzoraku, ktory dodrzi standardnti vntitornt kompoziciu dramy, pretoze bude velmi
dramaticky.

13takze predsa sa tych 15 bodov ziskat dalo
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Uvod (expozicia): Len jedno vzorové riesenie! Len jedno é&islo 15 za tento priklad vo
vysledkovke! Musite sa viac snazit! Pri zbeZnom prezreti rieSeni sa sice vyskytlo viacero so
vzorovym Casom, tajomstvo vasho uspechu vsak spocivalo v zlom ¢asovom odhade. Ale o
tom potom. Podme si rozobrat, ¢o ste robili a ako sa to 1isi od toho, ¢o ste mali robit.

Zapletka (kolizia): Ako prva kazdého iste napadla nendpaditd priamociara simulécia
postupu. V kazdom momente skontrolujeme vzdialenosti medzi kazdymi dvoma bodmi a vy-
berieme, ktoré zli¢ime. Vzdialenosti poratame v kvadratickom ¢ase od poc¢tu bodov, pricom
zluéujeme (N — 1)-krat. Vysledny cas tak bude O(N?3).

O rad rychlejsie riesenie si uz vyzadovalo urcity programéatorsky kumst. Privedie nés
k nemu otazka ,Ned4 sa troska SikovnejSie vyberat najblizsiu dvojicu v kazdom okamihu?
Ked si vezmeme dve po sebe idtce zlucovania a zamyslime sa, aké vSetky vzdialenosti kontro-
na mieste. To naznacuje velky potencial na zlepSenie. Pouzijeme haldu, do ktorej nahddzeme
na zaciatku vSetky dvojice zariadeni. Netreba zabudnif, ¢o robit, ak sa ndm vzdialenosti
rovnaju a podla toho upravit porovnavanie v halde. Na toto ste ale pamétali vSetci. V halde
mame N2 prvkov, ale viyber a vkladanie nés stoji stale O(log N) ¢asu'. Vyberieme najb-
liz8iu dvojicu a zlic¢ime, ¢im dostaneme novy bod. Teraz do haldy vlozime vsetky dvojice
nového bodu s tymi, ¢o ostali. Niekoho mozno zarazi, Ze v halde ostali aj neplatné dvojice —
také, ktorych aspon jedna zlozka je uz neexistujtci bod. Tie nés ale trapit nebudua. V kazdom
dalsom kroku budeme vyberat dovtedy, kym nevyberieme platnt dvojicu. Cas ndm to nepo-
kazi, pretoZe v halde bude v kazdom momente stale len O(N?) prvkov. Na zaciatku spravime
rddovo N? vlozeni a potom kazdym krokom rddovo N vlozeni, pricom vyberov nebude viac
ako O(N?), kedZe viac prvkov v halde nemoze byt. Takze dostdvame ¢as O(N?log N).

Vyvrcholenie deja (kriza): Vzorové riesenie je az na kltucovy trik veelku jednoduché.
Je zaloZené opit na simulacii. V kazdom momente budeme zluc¢ovat dva body na jeden. Na
zaClatku poratame ku kazdému bodu najblizsi a to si zapamitdme. Nebudeme si pamitat
informaciu o kazdej dvojici, pretoze to nepotrebujeme a uSetrime pamiit. Nasledne v line-
arnom case najdeme dvojicu, ktoru ideme rusit. Teraz vypocitame stradnice nového bodu.
Jeden zo starych nahradime novym, druhy oznacime za neaktivny a v dalSom postupe ho
budeme ignorovat. Udaje v poli o najblizsich bodoch teraz mézu byt neplatné a aby sme ich
dostali opit do konzistentného stavu, musime riesif nasledovné pripady:

1. Doratat najblizsi bod k novému bodu.
2. Skontrolovat, ¢i novy bod nebude nablizsi nejakému bodu.
3. Najst nové najblizsie body k tym, ktoré mali ako najbliz$i bod jeden zo zrusenych.

N4jst najblizsi bod k nejakému vieme v linedrnom ¢ase od poc¢tu aktivnych bodov. S
prvym bodom teda nemame problém. Rovnako aj druhy bod stihame linedrne. Ten treti
bude zaujimavejsi. Jeden by povedal, Ze bodov, ktorych sa to tyka moze byt vela a ak pre
kazdy stratime linedrny ¢as, moze sa nam jedno zluCovanie zhorsit na kvadraticky a cely
algoritmus na kubicky ¢as. Ukédzem vsak, Zze pocet bodov, ktorym bol zruseny bod najblizsi
sa bude dat zhora ohranic¢it nejakou konstantou.

Vyvrcholenie vyvrcholenia deja (kriza krizy): Tvrdenie dokéZeme pre 6 bodov.
Predstavme si Tubovolny bod B a okolo neho 6 bodov A; ... Ag, pre ktoré plati, ze B je
najblizsi bod ku kazdému z nich. Pre jednoduchost situécie mozeme zabudnit na sekundéarne
kritéria pri rovnosti vzdialenosti a predpokladajme, Ze sa rozhodujeme nahodne. Dokazu to
neublizi. Body A; ... Ag budu rozloZené niekde okolo bodu B a ked po nich prejdeme v smere
hodinovych ruci¢iek a pospajame ich, tak dostaneme 6-uholnik, ktory musi byt pravidelny.
To vyplyva z toho, Ze oproti najvicsej strane je v trojuholniku najvicsi uhol. Ked si vezmeme
kazdy zo Siestich trojuholnikov tvoriaci nas Sestuholnik, musi byt vzdialenost medzi bodmi
A; a A; aspon takd ako vzdialenosti A; od B a A; od B. To znamend, Ze uhol pri B musi

HMpretoze O(log N2) = O(2log N) = O(log N).

http://www.ksp.sk/ksp



20 O nekompromisnom Maroskouvi

byt aspon taky ako hociktory z tych zvysnych dvoch a z toho vyplyva, Ze nie je mensi ako 60
stupniov. Kedze ale toto musi platit pre vSetkych 6 trojuholnikov, bude to prave 60. Takze
trojuholniky budi rovnostranné a cely 6-uholnik pravidelny. Dizku jeho strany oznacéime d.

Sktisme teraz niekam umiestnit bod A7, pre ktory by platilo, Ze najblizsi k nemu je B a
zaroven aby B ostalo najblizsim aj pre vSetky A;. A7 nemdze lezat mimo 6-uholnika, pretoze
by zjavne malo blizsie k nejakému bodu A;. Keby sme ale umiestnili A7 do vnitra alebo
na okraj nejakého z trojuholnikov, potom by bod B urcite prestal byt najblizsi k bodom,
ktoré tvorili tento trojuholnik, pretoze by sa nim stal prave A;. Takze A7 nie sme schopni
umiestnit do situacie tak, aby kazdy z bodov A ... A7 mal ako najbliz$i bod B. Bodov, ktoré
maju ako najblizsi bod B tak moze byt najviac 6.

Ay d Ay
A7

Ay As

Obrat deja (peripetia): Bodov, ktorym musime hladat novy najblizsi bod je teda
len konstante vela. Dokopy stravime rieSenim ich vSetkych len linearny cas, takze kazdé
zlucovanie nés stoji linedrny ¢as a cely postup bude bezat v ¢ase O(N?) a s pamiifou O(N).

Zaver (ozajstna katastrofa): Inymi slovami — ako som hodnotil vase snazenie. Ma-
ximum bolo 15 bodov, za rieSenie s haldou som daval najviac 12 a za kubické riesenie 8
bodov. Standardne som strhol polovicu bodov za absenciu kédu a bod za zlé odhady, kto-
rych bolo tentokrat prekvapujico vela. Presnejsie: mnohi s rieSenim za 8 bodov si ho odhadli
ako rieSenie za 15 bodov, ale nevyslo im to a skoncili len so siedmimi bodmi.

Po hre nasleduje vysvetlenie od kritika Misofa: V geometrii plati nepisana zasada:
,» VSetko ide spocitat v ¢ase O(N log N).“ Tak je to aj v tejto tlohe. Existuju datové struktiry,
ktoré vedia v logaritmickom ¢ase robit kazdu z operacii ,,vloz bod“, ,vyber bod“ a ,najdi dva
najblizsie body“. Jeden mozny pristup je zalozeny na tom, Ze ked méme mnozinu bodov,
vieme ju predspracovat tak, Ze ndjdeme vzdialenost § takd, aby existovala podmnozina
bodov, ktora obsahuje priblizne polovicu bodov a plati, Ze kazdé dva body z tejto podmnoziny
maju vzdialenost asponi §. Podobne si vybudujeme jemnejsie delenie zvysnych bodov. S takto
predspracovanymi bodmi sa da efektivne spravit celkom vela operécii vlozenia a vyberu bez
toho, aby sa ndm predratané informaécie prili§ pokazili. Ked sa ndm uz pokazia, tak si opét
vSetko pekne preratame odznova a veselo pokracujeme dalej.

Detaily su prili§ komplikované na to, aby sme ich sem pisali. Kto si chce pozriet,
ako takato hroza vyzerd, doCasne najde na adrese https://foja.dcs.fmph.uniba.sk/
~misof/clanok.pdf 37-stranovy ¢lanok, v ktorom to je vysvetlené poriadne. Odporacame
len prelistovat, radsej sa to nesnazte pochopit.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <cmath>
#define MAXN 1000
#define VELA 999999
#define EPS le-7
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O nekompromisnom Maroskovi

struct TPoint{double x,y;};

TPoint body [MAXNT];
int je[MAXNI],skym[MAXN],N;
double najblizsi[MAXN];

double dist(TPoint a, TPoint b){
return sqrt( (a.x-b.x)*(a.x-b.x)+(a.y-b.y)*(a.y-b.y) );
}

void najdinajblizsi(int k){
najblizsi[k] = VELA;
for (int i=0;i<N;i++)if (jel[il==1 && i!'=k){
if ( fabs(najblizsi[k] - dist(body[k],bodyl[il)) < EPS ){
//ak nerozhodne vzdialenost, musia suradnice
if ( fabs(bodyl[i]l.x - bodyl[skyml[k]].x) < EPS){
if (bodyl[il.y < bodyl[skyml[k]].y){

skym [k]=i;
}
}
else if (bodyli]l.x < body[skyml[k]].x){
skyml[k] = i;
}

}
else if ( najblizsi[k] > dist(body[i]l,body[k])){
najblizsi[k] = dist(body/[il,body[k]);
skym [k]=i;
}
}
return;

}

int main(){
scanf(“%d “,&N) ;
for (int i=0;i<N;i++){
scanf(“%If %If “,&body[i].x,&body[il.y);
jelil=1;

for (int i=0;i<N;i++){//pohladame pre kazdy bod najblizsi
najdinajblizsi(i) ;

for (int j=0;j<N-1;j++){

int ktory = -1, druhy = -1;
double min = VELA;
for (int i=0;i<N;i++)if (jel[il==1){//najdeme najblizsiu dvojicu

if (najblizsi[i] < min){ktory = i; min = najblizsi[i]l; druhy = skym/[i];}
}
//zrusime
double nx = (body[ktory].x+body[druhy].x)/2.0;
double ny = (body[ktory].y+body[druhy].y)/2.0;
jeldruhyl=0;
body [ktory] .x = nx; bodylktoryl.y = ny;
//najdeme najblizsi pre novy bod
najdinajblizsi(ktory) ;
//pobehame, ci novy bod nieje nejakemu bodu najblizsi
for (int i=0;i<N;i++)if (i!=ktory)if(je[il==1){

if (fabs(dist(body [ktory],body[il) - najblizsil[i]l) < EPS){

if ( fabs( bodyl[skyml[ill.x - bodyl[ktory]l.x) < EPS ){
if (bodyl[skyml[ill.y > bodyl[ktory].y){skym/[i]l = ktory;}

}

http://www.ksp.sk/ksp
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22 Trapenie krdla Artusa

else{
if (bodyl[skym/[il].x > bodyl[ktory].x){skym/[i] = ktory;}
}
}
else if (dist(body[ktoryl,body[i]) > najblizsil[i]){
najblizsi[i]l = dist(body[ktory],bodyl[il); skym/l[il=ktory;
}
}
//pobehame, ci niekde neostal stary bod uvedeny ako najblizsi
for (int i=0;i<N;i++)if (i!=ktory && i!=druhy && je[il==1){
if (skym/[il==ktory || skym[i]l==druhy){
//toto moze nastat len konstantny pocet krat
najdinajblizsi(i) ;

}
}
for (int i=0;i<N;i++)if (jelil==1){

printf(“Vysledne zariadenie bude v bode [%.31f,%.31f] \n“,body[i] .x,body[i]l .y);
}

return 0;

3 . o o Opravoval Mic
9. Trapenie krala Artusa (max. 15 bodov)

Ach jaj:-(. Velmi ste ma nepotesili, ba priam naopak. Dostal som iba 7 rieSeni. A z toho
fungovalo iba jedno. Ale aspon bolo vzorové. To dostalo 15 bodov. Ostatné rieSenia dostali
tak 3 body. O ¢o boli slabsie riesenia, o to treba lepsi vzorak:-)

medzi rytiermi bola prave vtedy ked sa nemaja radi. Ale s takymto grafom sa ndm robi
velmi tazko, preto si ho transformujme na taky graf, Ze hrana medzi rytiermi vedie prave
vtedy, ked sa dvaja rytieri maju radi. To znamend, Ze v nasom novom grafe bude viest
hrana medzi vrcholmi a a b prave vtedy, ked v pévodnom grafe vrcholy a a b neboli spojené
hranou (takyto graf sa nazyva komplement grafu). Odteraz automaticky budeme pracovat
s komplementom grafu. Nasou tilohou je najst vrcholy, ktoré sa nedaji umiestnit na ziadnu
kruZnicu nepéarnej dizky, ktora ma aspoii 3 vrcholy. Pozrime sa najskor na prvii podmienku,
teda na kruznice. S tym ndm pomoze nasledovny pojem: dvojsuvisly komponent.

Co to je? D4 sa to jest? Dvojstivisly komponent je takd mnozina vrcholov K, Ze Iubovolné
dva vrcholy z K lezia na kruznici (pricom celd kruznica lezi v K). Da sa to povedat aj tak, ze
medzi kazdymi dvoma vrcholmi existuju dve cesty také, ze okrem pociatoéného a cielového
vrcholu nemaju ziadne vrcholy spolo¢né!®. Zaroveni sa K neda pridanim vhodnych vrcholov
komponente, tak nelezia na spolo¢nej kruznici. Z toho vyplyva, ze vSetky kruznice, ktoré
vieme vytvorit lezia celé v nejakom dvojstuvislom komponente. To znamené, Ze sa nam staci
pozerat zvlast na dvojsuvislé komponenty. Nech K je nejaky dvojsuvisly komponent. Ak
velkost K je mensia ako 3, tak tento komponent mozeme rovno zahodit (kruznicu dizky 3
tam nendjdeme). Teda zmysel sa ma pozerat len na komponenty velkosti 3 a viac.

Zoberme dvojsuvisly komponent K, ktory obsahuje aspon 3 vrcholy. Kedy ho mo6zeme
ur¢ite zahodit? No predsa vtedy, ak v fiom neexistuje cyklus neparnej dizky. Taky komponent

15Spojenim tychto dvoch ciest dostaneme spominant kruznicu.

http://www.ksp.sk/ksp
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potom nazyvame bipartitny 6. KedZe tato situaciu riesit vieme, tak mézeme predpokla-
dat, Ze nas komponent obsahuje kruznicu neparnej dizky. Zoberme preto nejaka Iubovolni
neparnu kruznicu z komponentu K. Rozmyslite si, Ze tato kruznica bude mat dizku aspoi
3. Chcem teraz ukézat, ze Tubovolny vrchol z komponentu lezi na nejakej kruznici neparnej
dlzky. Inymi slovami: chcem ukazaft, ze vieme pre kazdy vrchol najst kruznicu neparnej dizky,
na ktorej lezi. Zoberme teda vrchol z K, ktory nelezi na nasej vybranej kruznici (pre leziace
dokaz prenechdvam na ¢itatela) a ozna¢me ho v. Ak taky vrchol v neexistuje, to znamena,
ze kazdy vrchol z dvojsavislého komponentu lezi na najdenej kruznici a teda nemame c¢o
dokazovat. Z toho, Ze komponent je dvojsuvisly vyplyva, Ze existuji aspon dve cesty také,
ze zafinaju vo vrchole v, kazda konéi v nejakom vrchole (pre kazdi cestu iny koncovy vr-
chol) na nasej kruznici, pri¢om tieto cesty nemaju spolo¢ny vrchol (okrem vrchola v) a tiez
nemaju spolo¢ny vrchol s kruznicou (okrem koncovych vrcholov). Ozna¢me koncové vrcholy
a a b. Spojenim nasich dvoch ciest vieme vytvorit cestu z a do b. VSimnite si, Ze vrcholy a
a b nam rozdelili kruznicu na dve polovice!”. Jedna z nich méa parnu dizku a druha nutne
neparnu. Niektori z Véas uz urcite tusia. Ak je cesta z a do b cez v nepéarnej dizky, tak ju
spojime s parnou ¢astou kruznice. Ak je ta cesta parnej dizky, tak ju spojime s neparnou
¢astou kruznice. V oboch pripadoch sme vytvorili neparnu kruznicu, na ktorej lezi vrchol v.
To znamena, ze ak dvojsuvisly komponent nie je bipartitny, tak kazdy vrchol lezi na nejakej
kruznici neparnej dlzky.

Ako teda bude vyzerat nas algoritmus? Nacita graf a vytvori jeho komplement. Po-
tom ho rozdeli na dvojsuvislé komponenty a potom komponenty, ktoré maju dva a menej
vrcholov a tie, ¢o st bipartitné zahodi. Ostani nejaké komponenty, pricom kazdy vrchol na-
chadzajuci sa v nejakom z pozostalych komponent je dobry, pretoze sa nachadza na kruznici
nepéarnej dizky (a dlhsej nez 2). A zaroveii Ziadny iny. Teda nasiel som ,dobrych“ rytierov,
takze ,z1i“ st nutne ti ostatni (aspon v Artusovych ociach).

A ¢o cCasova zlozitost? Nech N je pocet rytierov a M je pocet konfliktov. Zostrojit
komplement grafu viem v ¢ase O(N?). Teraz dostanem graf s poctom hran rddovo N2 — M.
Zostrojit dvojstvislé komponenty zvladam v éase O(N + N2 — M) = O(N?). Zistit, & je
komponent bipartitny zvladam v linedrnom case od velkosti komponentu a preto celkova
¢asova, zlozitost je O(N?). Kedze si graf pamiitdm ako maticu susednosti, tak pamétova
zloZitost algoritmu je tiez O(N?).

Nasledujiice Casti vzoraku sa venuji uz len nachidzaniu dvojsavislych komponentov a
kontroly bipartitnosti grafu. Kto vie ako na to, tak to moze preskodit.

Ako najst dvojsuivislé komponenty? Budeme prehladivat graf do hibky!'®. Ked
sa pocas prehladavania dostaneme do vrcholu, kde sme uz raz boli, tak sme nasli nejaky
cyklus. Teda vSetky vrcholy, ktoré sa nachadzaji na nadjdenom cykle patria do toho istého
dvojsuvislého komponentu. Ako sa to ale dané vrcholy dozvedia? Najjednoduchsi spésob je
taky, Ze kazdému vrcholu pocas prehladévania pripravime ¢islo, ktoré sa bude rovnat poradiu
v ktorom sme do daného vrcholu vosli (odteraz tento pojem budeme oznacovat ako poradie
vrchola). Vzdy, ked sa pocas prehladavania zavolame na vrchol, v ktorom sme uz boli, tak
vratime jeho poradie. Teda ked ndjdeme cyklus, tak sa ndm vrati nejaké poradie, ktoré
je mensie ako nase poradie. Budeme si paméitat najmensie poradie, ktoré sme takto videli
(teda ako najviac naspit sa vieme dostat). Aby sme aj ostatnym vrcholom na nasom cykle
povedali, Ze st na cykle, tak ked sa budeme vracat naspit tak vratime najmensie poradie,
ktoré sme videli'?. Aby sa to dalo Tahsie predstavit, tak som pre vas nakreslil obrazok. Prvé

16Graf je bipartitny prave vtedy, ak sa jeho vrcholy daju rozdelit do dvoch disjunktych mnozin, pri¢om kazda
hrana spaja vrcholy z réznych mnozin.

1 v Ces , . . . , .
"Ospravedliiujem sa za pouZitie vyrazu polovica, aj ked nie st rovnaké.

18Uvedeny postup pripomenie hladanie silne stvislych komponentov v orientovanom grafe alebo artikulacii v
neorientovanom.

19VolIne prelozené, ako najviac naspit sa vieme vratit.

http://www.ksp.sk/ksp



24 Trapenie krdla Artusa

¢islo vo vrchole znamend poradie, v ktorom sme sa do toho vrcholu dostali a druhé ¢islo je
najmensie ¢islo (pardén, poradie vrchola) ktoré sme videli. Cislo pri vrchole znamen4 ¢islo
vrchola (jeho jednozna¢ny identifikator).

7= 6/1

Ako vyzeralo prehladavanie do hibky? 4 -3 -2 -6 -3 «— 6 >4« 6« 2 — 1 «
2—3—4—-7—-8—4« 8«7« 4 (— znamena vnorenie a < znamena vynorenie).
Vrcholy sme objavili v poradi 4, 3,2,6,1,7,8, a podla toho im prislicha poradie (prvé éislo
v krazku). Teraz sa pozrime na to, ked sme sa dostali druhy krat do vrchola 3. Vtedy sme
tam uz boli, tak vratime naspét najmensie poradie vrchola ktoré sme videli, ¢o bude v tomto
pripade 2. Ked pdjdeme néasledne do vrchola 4, tak vratime ¢islo 1. To znamend, ze vrchol
¢islo 6 videl nasledujice ¢isla: 1,2 a 6 (sam seba samozrejme vidi). KedZe najmensie ¢islo,
ktoré videl vrchol ¢islo 6 bolo 1, tak prirodzene vrati 1. Intuitivne by sa mohlo zdat, Ze
vrcholy, ktoré videli ako najmens$i vrchol ten isty buda patrit do toho istého dvojstvislého
komponentu (v dvojstvislom komponente st kazdé dva vrcholy na nejakej kruznici). Ale uz
na obrazku je znazornené, Ze to tak nie je. Ked si pozriete vrchol 4, tak ten patri do dvoch
dvojsuvislych komponentov. Takze iba takéto obycajné prehladavanie ndm nestaci.

Treba to eSte akosi vylep$it. Podme si v§imat ¢isla, ktoré sme poratali pocas prehlada-
vania. Pozrime sa na to, ¢o sa ndm pocas prehladdvania vratilo. Ak sa nam vratilo to isté
¢islo ako my, tak to znamena, Ze prave sme prehladali jeden cely dvojsivisly komponent (na-
priklad ked sa z trojky do Stvorky vratila jednotka). Ale ako zistime, ktoré vrcholy do toho
dvojsuvislého komponentu patria? Tu ndm da pomocnu ruku jedna peknda datova struktira,
ktora sa vola stack (po slovensky zasobnik). Vzdy, ked vojdeme prvy krat do vrcholu, tak
¢islo vrchola (pozor, nie poradie!) vhodime na vrchol zasobnika. Ak sa nam vrati poradie,
ktoré je rovnaké, ako nase poradie, tak vyberieme prvky zo zasobnika az po ¢islo vrchola v
ktorom sme. Tieto prvky aj s aktudlnym vrcholom patria do jedného dvojstuvislého kompo-
nentu?’. A pokial sa ndm vrati ¢islo viésie ako nase poradie, tak povyhadzujeme prvky zo
zasobnika az po aktuélny vrchol (zamyslite sa a uvedomte si, Ze v skutoc¢nosti sta¢i vyhodit
jeden vrchol).

Akt mé tento zazrak ¢asovi zlozitost? V principe je to iba trosku upravené prehladavanie
do hibky, takze celkova ¢asové zlozitost je O(N + M), ak N je poéet vrcholov a M je podet
hran.

Ako zistit, ¢i je komponent bipartitny? Tato ¢ast je celkom jednoduché. Komponent
je bipartitny prave vtedy, ked neobsahuje kruznicu neparnej dlzky. To znamena, ze vietky
kruznice maju parnu dizku. N4§ algoritmus bude teda vyzeraf ako oby¢ajné prehladavanie
do hibky, ibaZe s tym, Ze budeme vrcholy striedavo farbit dvoma farbami. Raz &ervenou,
raz ¢iernou. Ak prideme do vrcholu v ktorom sme boli, tak skontrolujeme, ¢i ho nechceme
ofarbif na ina farbu, ako m4 a ak hej, tak sme nasli neparny cyklus a teda komponent nemdze
byt bipartitny?!. Ak sa nam toto nestalo, tak je komponent bipartitny, pretoze sme nenagli

20Este precitajte nasledujicu vetu a potom sa poriadne zamyslite, Ze je to tak.

21Nakreslite si to, a poriadne rozmyslite, Ze je to naozaj tak!

http://www.ksp.sk/ksp
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kruZnicu, ktord by nam to kazila. Tento algoritmus ma4 zlozitost jednoduchého prehladévania
do hibky Ked méa komponent N vrcholov a M hran, tak je zlozitost O(N + M).
Tak a teraz si mozete pokojne prestudovat vzorak, aby ste nabudtce také poslali:-)

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <stack>
using namespace std;

int N,M;

vector<int> V;

vector<int> was;

vector<vector<int> > D; //dvojsuvisle komponenty
vector<vector<bool> > G;

vector<int> F,R;

stack<int> S;

int poc=1;

int dvojsuvis(int v,int p){
if(was[v])return VI[v];
was[v]=true;

V [v]l=poc++;
int mn=VI[v];
S.push(v);
for (int i=0;i<N;i++){
if(GLv] [i]&&i!=p&&i!=v){
int k=dvojsuvis(i,v);
if(k>V[v]1)S.popQ);
if(k==V [v]){
vector<int> a;
while(S.top() '=v){
a.push_back(S.top());
S.popQ;

}
a.push_back(v);
D.push_back(a);
}
mn=min (mn,k) ;
}
}

return mn;

int je_bipartitny(int k,int v,int ){
if(F[v]>0){
if(f'=F [v])return false;
return true;
}
F[v]=f;
f=1%2+1;
bool result=true;
for (unsigned int i=0;i<D [k] .size() ;i++){
if(v!'=D[k][i]&&G[v] [D[k][i]1]1)
result&=je_bipartitny (k, D [k] [i],f);
}

return result;
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int main(){
cin >> N > M;
V.resize(N,0);
was.resize (N, false) ;
G .resize(N, vector<bool>(N, true)) ;
for(int i=0;i<M;i++){

int a,b;
cin >> a > b;
a-—;b-—;
G[al [b]=G[b] [a]l=false;
}
int zlych=0;

//rozbi to na komponente
for (int i=0;i<N;i++)
if(!was[i]l)dvojsuvis(i,-1);
//bipartitni
F.resize(N);
R.resize(N,0);
for (unsigned int i=0;i<D.size() ;i++){
if(D[1] .size()<3) continue;
for (unsigned int j=0;j<D/[i].size();j++){
F[DI[il[j11=0;
}
if(1je_bipartitny (i, D [i] [0],1)){
for (unsigned int j=0;j<D/[i].size();j++){
RIDI[i1[j11=1;
}
}
}
for (int i=0;i<N;i++)if (R [i]==0)zlych++;
cout << zlych << endl;
return 0O;

’ et e . , . opravoval Lukas
10. Tanickin tajomny trik (max. 15 bodov)

Podla poétu rieseni usudzujem, Ze ste sa tohto prikladu vSetci zlakli. A pritom sa dal vyriesit
bez rozmyslania pomocou Gaussovej eliminicie v ¢ase O(N3). Ak ste porozmyslali, dala sa
dosiahnut zloZitost O(P?).

Najprv si nie¢o povieme o modularnej aritmetike (vSetky operacie robime modulo prvo-
¢islo P). Operacie plus, minus a krat funguju tplne prirodzene. Ale ¢o s delenim? Musime
sa zmierit s tym, Ze nulou nebudeme vediet delif. Nech teda chceme vyratat a/b. Plati tiez
a=a-1,teda a/b=a-(1/b). Tymto trikom sme dosiahli, Ze ndm stac¢i, ak budeme vediet
vyjadrit 1/b pre hocijaké b a delenie potom prevedieme na nasobenie a - (1/b). Dalej budeme
namiesto 1/b pouzivat oznacenie b~! (inverzny prvok k b). Aké vlastnosti musi mat b=1?
Napriklad b1 -b = 1/b-b = 1. Ukdzeme, Ze pre kazdé b > 0 existuje také b1, ze b=1b = 1.
Vezmime si postupnost 0,b,20b, ..., (P — 1)b. Jej hodnoty st medzi 0 a P — 1 (kedZe ratame
modulo P). Zaroven sa ziadne hodnoty v postupnosti neopakuji, lebo kb = Ib by znamenalo,
ze | = k (dokaz méate na domdacu tlohu — staci vyuzit fakt, ze P je prvocislo). Mame teda
P roznych celych cisel medzi 0 a P — 1, preto sa tam kazdé cislo nachadza prave raz. To
znamena, %e v postupnosti 0,b,20,...,(P — 1)bje 1 a teda existuje b=—' také, ze b=1b = 1.
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Teraz sa budeme chvilu hrat s polynémami. Predstavme si, Ze ¢isla na tabuli st postupne
hodnoty nejakého polynému Q(0),Q(1),...,Q(P — 1). Ked zopakujeme Tanickinu proce-
dtru, teda zapiSeme do kruhu rozdiely susednych hodnét, dostaneme Q(1) — Q(0), Q(2) —
Q(1),...,Q(0) — Q(P —1). Nech Q'(z) = Q(x + 1) — Q(z), potom predchadzajica postup-
nost je rovnaka ako @Q'(0),Q’(1),...,Q'(P — 1). VSimnime si, Ze Q'(x) je tieZ polyném. A
nie hocijaky. M4 stuperni o jedna mensi ako Q(x). Pre¢o? Rozmyslajte na domacu tlohu.

Dalej dokéZeme nasledovné tvrdenie: Nech st dané &isla zg, ..., %, a Yo, - ., Yn, Potom
existuje prave jeden polyném Q(x) stupna najviac n taky, ze Q(z;) = y; pre vsetky i. Uka-
zeme si rovno, ako taky polyném zostrojit. Tento algoritmus sa vola Newtonova interpolécia.
Nech Q;(z) je taky polyndm, ze pre j < i plati Q;(z;) = y,. Takto sa daji postupne vypocitat
polynémy Qo(z), ..., Qn(z):

Qo(z) = yo

(x —zo)(x —x1) ... (x — x3)
(xi+1 — ZII())(JL‘Z'+1 — $1) e (xi—i—l — LEZ)

Qiv1(z) = Qi(7) + (Yix1 — Qi(ziv1)) Rit1(x)

Indukciou dokédzeme, 7Ze kazdy polyném Q;(x) ma pozadované vlastnosti. Pre i = 0 je
tvrdenie zrejmé. Dalej vyuzijeme indukény predpoklad. Vsimnime si, ze polyném R;,1(x)
je nulovy pre vSetky z;, kde j < i + 1. Preto plati Qi+1(z;) = Qi(x;) = y; pre vsetky
j < i+ 1 (vyplyva to z indukéného predpokladu). NavySe plati R;1(z;11) = 1. Preto
Qit1(Tiy1) = Qi(Tiv1) + (Wir1 — Qi(Tiv1)) = Yit1. Teda Qiq1(x;) = y; pre vietky j < i+ 1.
Po n krokoch vyratame polyném @, (z), ktory je hladanym polynémom Q(x).

Prave sme ukdzali, Ze existuje aspon jeden polyném s danou vlastnostou. Ukazeme, Ze je
prave jeden. Sporom. Nech existuje este druhy polyném S(z) taky, ze S(x;) = y; pre vSetky
i. Potom S(z) — Q(z) je tiez polyném a plati S(z;) — Q(z;) = 0 pre vSetky . To znamena,
ze S(z) — Q(z) ma n + 1 koreniov. Ale S(z) — Q(z) je najviac stupiia n, preto musi platit
S(z)—Q(z) =0 ateda S(x) = Q(z). A to je spor s tym, Ze existuje polyném rozny od Q(x)
s danou vlastnostou.

Suma sumarum, existuje prave jeden polyném @Q(z) najviac stupna P — 1 taky, ze na
tabuli su ¢isla Q(0),Q(1),...,Q(P — 1). A podla toho, ¢o sme si povedali vyssie, jednym
prepisanim znizime stupenl polynému na tabuli. Teda ak to spravime (P — 1)-krat, musime
dostat polyném stupria nula, takze na tabuli buda rovnaké ¢isla. Ak operéaciu zopakujeme
este raz, budu vSade nuly a zostand tam, nech robime, ¢o robime.

Uz mame vybudovany teoreticky zéklad, moZeme zacat vymyslat algoritmus. Newtono-
vou interpolaciou zostrojime polyném z hodnot, ¢o st na tabuli. Najdeme tak jediny polyném
stupna najviac P — 1. Kazdé prepisanie tabule znizi stupen polynému. Preto po N prepisa-
niach tabule dostaneme polyném stupna najviac P — 1 — N. Ak sme interpolaciou dostali
polyném vysSieho stupna ako P — 1 — N, tak postupnost nemohla vznikniat N prepisaniami
tabule, takze je zla. V opa¢nom pripade doratame vSetky hodnoty, ktoré Toméas z tabule
zotrel (na vstupe st nahradené otaznikmi). Doratanie jednej hodnoty trva ¢as O(P).

Vyréatat koeficienty polynému v Newtonovej interpolécii vieme v ¢ase O(P?). Vyratat
inverzné prvky vieme v ¢ase O(P log P) alebo dokonca v O(P), ale v programe néjdete iba
algoritmus v ¢ase O(P?). Zaujemcov odkazujem na Mali Fermatovu vetu alebo Rozsireny
Euklidov algoritmus. Pomocou obidvoch vieme vyréatat jeden inverzny prvok v ¢ase O(log P).
Pre algoritmus v O(P) sa hodia vedomosti z vysokoskolskej matematiky — generatory, rad
prvku v grupe, atd. Nakoniec este potrebujeme doratat zmazané hodnoty na tabuli — to vieme
v ¢ase O(P?). Ostatné casti programu trvaji O(P). Pamétova zloZitost je O(P), kedZe si
paméitame len par poli.

Toto vSetko najdete implemetované vo vzoraku. Podme sa vSak eSte trochu zamysliet, ako
sa d4 zlepsit ¢asova zlozitost. Vieme, Ze vysledny polyném bude stuptia nanajvys P —1— N.
Preto potrebujeme najviac P— N hodndét na to, aby sme urdili jeho koeficienty. Teda vypocet

Rij1(z) =
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28 Tanickin tajomny trik

koeficientov zvladneme v ¢ase O((P — N)?). Dalej potrebujeme dorataf ¢isla na tabuli, ktoré
Tomas zmazal. Rovnako vSak musime vyratat ¢isla, ktoré Tomas nezotrel — ak sa totiz ¢islo
na tabuli nebude zhodovat s hodnotou polynému, polyném bude mat urcite vyssi stupen ako
P —1— N. Doréatanie tychto N hodnot bude trvat O((P — N)N) (kedZe polyném ma stuper
P —1— N). Spolu dostavame ¢asovt zlozitost O((P — N)? + (P — N)N) = O((P — N)P).

Listing programu:

#include <string>
#include <cstdio>
#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int p;
//moduldrna aritmetika zaciatok
vector<int> inv;
struct Mod {
int x;
Mod(int xx) : x(xx) {}

};
Mod operator+(Mod a, Mod b) {
return Mod((a.x+b.x)%p);

}

Mod operator-(Mod a, Mod b) {
return Mod((a.x-b.x+p)%p);

}

Mod operatorx*(Mod a, Mod b) {
return Mod((a.x*b.x)%p);

}

Mod operator/(Mod a, Mod b) {
return Mod((a.x*inv[b.x])%p);

}

//modularna aritmetika koniec

Mod hodnota(vector<Mod> f, Mod x) {
//hodnota polynomu f(z)
Mod res = 0;
for (int i = f.size()-1; i >= 0; i--)
res = res * x + f[i];
return res;
}
vector<Mod> operator*(vector<Mod> x, Mod y) {
//vyndsobenie polyndmu konstantou
vector<Mod> res;
for (unsigned i = 0; i < x.size(); i++)
res.push_back(x[i] * y);
return res;
}
vector<Mod> operator+(vector<Mod> x, vector<Mod> y) {
//séttanie dvoch polyndmowv
vector<Mod> res = x;
for (unsigned i = 0; i < y.size(); i++)
if (i < res.size()) res[i] = res[i] + y[il;
else res.push_back(y[il);
return res;
}
ostream& operator<<(ostream& out, vector<Mod> x) {
//vypisanie vektora
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for (unsigned i = 0; i < x.size(); i++) {
out<<x[i] .x;
if G + 1 < x.size()) out<<“ “;
}
return out;
T
vector<Mod> Newton (vector<Mod> x, vector<Mod> y) {
//Newtonova interpoldcia
int n = x.size();
vector<Mod> f(1, Mod(1)), res;
for (int i = 0; 1 < n; i++) {
Mod h = y[i] - hodnota(res, x[il);
for (int j = 0; j < i; j++)
h=h/ (x[il - xGD;
res = res + f * h;
vector<Mod> tmp = f; tmp.insert(tmp.begin(), Mod(0));
f=+tmp + f* (Mod(0) - x[i]);
}

return res;

int main() {
int n;
cin>>p>>n;
inv.assign(p, 0);
for (int i = 1; i < p; i++)
for (int j = 1; j < p; j++) if (i*j%p == 1)

inv[il = j;

vector<string> a(p);
vector<Mod> x, y;
for (int i = 0; i < p; i++) {
cin>>ali];
if (alil '= “?7¢) {
int tmp;
sscanf(alil.c_str(), “%d“, &tmp);
x.push_back(Mod (1)) ;
y.push_back(Mod (tmp)) ;

}

vector<Mod> poly = Newton(x, y);

while (!poly.empty() && poly.back().x == 0)
poly.pop_back();

n = min(n, p);//nemd zmysel brat vicsie n ako p

if ((int)poly.size() > p-n)
cout<<“Ziadne riesenie neexistuje!“<<endl;
else {
vector<Mod> res(p, Mod(0));
for (int i = 0; i < p; i++)
res[i] = hodnota(poly, Mod(i));
cout<<res<<endl;
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Vysledkova listina po 1. kole kategérie KSP-Z

Meno a priezvisko Skola Trieda| 1 2 3 4 5 b

1| Kekely Michal Gym. Varsavska Zilina - Vl¢ince 1 15 11 15 12 7 | 60
2| Kovac¢ Jakub Gym. sv. Cyrila a Metoda Nitra 1 14 13 8 12 12 | 59
3| Meravy Jan SPS Dubnica nad Vahom 4 12 13 12 10 9 | 56
4| Baco Ladislav Gym. Postova Kosice 3 15 13 12 15 | 55
5| Kikta Michal Gym. Tatarku Poprad 1 15 12 12 15 | 54
5| Kuzma Tomas Gym. Alejova Kosice 3 14 14 12 14 | 54
7| Strbka David Gym. Grosslingova BA 4 14 11 3 10 15 | 53
8 | Kubina Filip Gym. Dolny Kubin 4 15 13 12 12 | 52
8 | Kvasnicka Igor Gym. Jura Hronca BA 4 13 12 12 15 | 52
10| Polak Lukas Gym. Jura Hronca BA 2 14 13 11 13 51
11| Demovi¢ Lubos Gym. Grosslingova BA 3 14 11 9 8 8| 50
12| Gajdos Tomas Gym. Alejova Kosice 2 14 13 11 10 1 | 49
12| Hozza Jan Gym. Jura Hronca BA 1 15 14 9 5 6 | 49
14 | Novella Tomas Gym. Alejova Kosice 2 14 13 11 8 1 | 47
15| Rohar Pavol Gym. Alejova Kogice 2 14 13 9 8 2| 46
15| Sabo Michal Gym. Jura Hronca BA 4 14 12 12 8 | 46
17| Kosdy Martin Gym. Jura Hronca BA 3 15 13 12 4 | 44
17| Miklovi¢ Tomas Gym. Nové Zamky 2 14 13 10 7 | 44
19| Dolék Peter Gym. Pezinok 1 14 13 11 4 | 42
19| Habovstiak Martin Gym. Tvrdosin 2 15 13 9 5 | 42
19| Proksa Ondrej Gym. Parovska Nitra 3 15 11 9 5 2| 42
22| Kalugerov Samuel Gym. Jura Hronca BA ? 15 12 14 41
22| Szabd Erich Gym. Senica nad Myjavou 3 14 12 5 6 4 | 41
22| Uherc¢ik Maros Gym. P. de Coubertina Piestany 3 15 11 8 7| 41
25| Goga Rudolf Gym. Jura Hronca BA ? 15 12 13 40
25| Chlebikova Andrea Dorothy Stringer High School Brighton 0 15 13 12 | 40
25| Kusnier Juraj Gym. Banovce nad Bebravou 4 15 7 10 8 | 40
28 | Jursa Jakub Gym. Alejova Kosice 3 14 13 12 39
28 | Miklas Jan Gym. P. de Coubertina Piestany 3 14 11 12 2 | 39
28 | Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 1 15 13 9 2139
31| Csiba Peter Gymnazium 4 11 13 12 2| 38
31| Jancigova Jarmila Gym. Jura Hronca BA 4 14 11 6 7| 38
31| Vano Maros SPS Martin 4 14 11 3 1 9| 38
34| Matusov Izidor Gym. A.Slddkovi¢a B. Bystrica 4 14 13 1 9| 37
34| Rohal Matus Gym. Slovenska Bardejov 4 12 7 11 7| 37
34| Vavrik Boris Gym. Jura Hronca BA 1 17 12 5 3| 37
37| Cerman Ondrej Gym. Partizanske 0 15 10 11 | 36
37| Hasik Juraj Gym. Grosslingova BA ? 15 11 4 6 | 36
37| Paulech Matej Gym. P. de Coubertina Piestany 3 14 13 4 5| 36
40 | Toth David Gym. Daxnera V.n. Toplou 3 1513 2 1 3| 34
41| Durech Dusan Gym. 17. novembra Topol¢any ? 14 7 10 2| 33
42| Téth Bedta Gym. madarské Sahy 3 14 12 6 32
43 | Machac Juraj Gym. Jura Hronca BA 1 14 10 7 31
43 | Piovarci Michal Gym. Hronskd BA 3 14 12 1 4] 31
45| Caniga Lukas Gym. 17. novembra Topol¢any 2 13 11 6 | 30
45| Péalenik Martin Gymnéazium Levice ? 14 12 4 | 30
47 | Majdis Mojmir Gym. Dolny Kubin 2 14 10 1 4] 29
47 | Sayedova Monika Gym. Grosslingovad BA 4 14 13 2|29
47| Stopka Martin Gym. S. Moyzesa RuZomberok 4 15 10 1 3|29
50| Dittrich Andrej Gym. Jura Hronca BA 4 15 13 28

http://www.ksp.sk/ksp




Vysledkovd listina 31
Meno a priezvisko Skola, Trieda| 1 2 3 4 5 ¥
50 | Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 2 13 11 4 | 28
50 | Masar Juraj Gymnazium 1 14 13 1| 28
50| Polacko Martin Gym. Alejova Kosice 3 15 13 28
50| Popovi¢ Viktor Gymnazium J.A. Raymana 2 15 13 28
55| Bosko Lukas Gym. Jura Hronca BA 3 14 13 27
55| Hagara Michal Gym. Jura Hronca BA 2 15 12 0| 27
55| Kohut Matej Gym. Jura Hronca BA 3 14 13 27
55| Maty6 Hajnalka Gym. madarské Sahy 3 14 13 27
55| Ort Miroslav Gym. Pankachova Bratislava 3 8 11 5 3|27
55| Pasztor Balint Gym. madarské Sahy 3 14 12 1 27
55| Phuong Mariana Gym. Jura Hronca BA 1 14 12 1 27
55| Rigdova Emilia Gym. Popradské nabr. Poprad 2 14 13 27
55| Suchetkova Maria Gym. madarské Sahy 3 14 13 27
55| Szabolcs Szabéd Gym. madarské Sahy 3 14 7 6 27
55| Suty Karol Gym. Jura Hronca BA 4 15 12 27
55| Toman Viktor Gym. Golianova Nitra 1 14 12 1| 27
55| Ziman Michal Gym. Hali¢ska Lucenec 2 14 13 27
68 | Drabikova Juliana Gym. Cadca ? 13 13 26
68 | Haffner Oto Gym. Hlohovec 4 14 12 26
68 | Mudrik Richard Gym. Cadca 4 14 12 26
68| Stajer Andrej Gym. Dolny Kubin 2 14 11 1 26
68 | Vasko Martin Gym. Alejova Kosice 3 14 12 26
73| Arpas Jozef Gym. Piaristicka Nitra 3 8 7 7 3] 25
73 | Koval Anton Gym. L. Stockela Bardejov 2 10 12 3| 25
73 | Kudlac¢ Jakub Gym. Bilikova BA 3 15 10 25
73 | Kuncova Alexandra | Gym. Alejova KoSice 3 12 13 25
73 | Mikulec Marek SPSE Nové Zamky 2 11 10 1 3|25
73| Spano Marek Gym. Jura Hronca BA 1 14 10 1125
73| Stubmia Igor Gym. Golianova Nitra 1 14 11 25
80| Cudrak Milo$ Gym. Cadca 4 14 10 24
80 | Fedorocko Marek Gym. Alejova Kosice 3 14 10 24
80 | Hulak Filip Gym. Golianova Nitra 2 13 11 24
80 | Korbas Rafael Gym. Hronskd BA 1 11 12 1] 24
80 | Michalek Martin Gym. P. de Coubertina Piestany 3 11 10 3|24
85| Konecny Jakub Gym. Grosslingovd BA 2 9 13 1| 23
85 | Skorec Lubomir Gymnéazium Povazska Bystrica 4 11 12 23
85| Zboja Tomas Gym. Hronska BA 3 11 12 0| 23
88| Baxova Katarina Gym. Ludovita Stira Trencin 3 8 13 1 22
89| Baca Rastislav Gym. Alejova Kosice 3 14 7 21
89 | Dobias Martin Gym. Hlohovec 4 11 10 21
89 | Galbavy Ondrej Gym. Golianova Nitra 2 14 7 21
89 | Ivancai Rastislav Gym. Hlohovec 4 11 10 21
89 | Ivanecky Jakub Gym. Alejova Kosice 3 14 7 21
89 | Krisko Boris Gym. Alejova Kosice 3 11 10 21
89 | Lisc¢insky Miroslav Gym. Alejova Kosice 3 14 7 21
96 | Chrast Lukas Gym. Golianova Nitra 3 11 8 1| 20
96 | Kucera Erik Gym. Hlohovec 4 9 11 0 20
96 | Sajko Miroslav Gym. Alejova Kogice ? 10 10 20
96 | Schumann Viktor Gym. Alejova Kosice 3 14 6 20
100 | Kuchynar Martin Gym. Jura Hronca BA 2 6 13 19
101 | Elias Tibor Stredné odborné uciliste strojarske Komarno ? 1 7 18
101 | Jarabek Tomas Gym. Jura Hronca BA 4 12 6 18
101 | Sevela Richard Gym. Jura Hronca BA 2 8 10 18
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Vysledkovd listina

Meno a priezvisko Skola, Trieda| 1 2 3 4 5 ¥
101 | Sramek Martin Gym. Alejova Kosice 3 11 7 18
101 | Zak Samuel Gym. Rajec 2 11 7 0 18
106 | Berente Frantisek SPS Revica 3 12 1 4| 17
106 | Fogas Pavol Gym. Alejova Kosice 3 10 7 17
106 | Chmelar Lukas Gym. Alejova Kosice ? 10 7 17
106 | Smahovsky Marek Gym. Jura Hronca BA 2 10 7 17
110 | Zatkova Michaela Gym. Parovska Nitra 1 11 51| 16
111 | Valachovic¢ Peter Gym. Hronskd BA 4 13 13
112 | Holas Juraj Gym. Jura Hronca BA 1 12 12
112 | Luscon Michal Gym. Hlohovec 4 12 12
114 | Gab¢ik Juraj Gym. Rajec 4 11 11
114 | Harminc Pavol Gym. Alejova Kosice 3 11 11
116 | Siebenstich Erich Gym. Jura Hronca BA ? 6 6
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Visledkova listina po 1. kole kategdérie KSP-O

Meno a priezvisko Skola Trieda| 4 5 6 7 8 by

1| Ondraska Peter SPS Dubnica nad Vahom 4 15 15 15 15 15 | 75
2 | Hapak Samuel Gym. Grosslingova BA 4 15 15 12 15 10 | 67
2| Kekely Lukas Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 4 12 15 13 15 12 | 67
4| Kostolanyi Peter Gym. Jura Hronca BA 4 15 15 13 15 8 | 66
5| Brada Miroslav Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 4 15 7 12 14 12 | 60
5| Fulla Peter SPS Spisska Nova, Ves 3 14 15 5 14 12 | 60
5| Hozza Michal Gym. Jura Hronca BA 3 12 15 12 13 8 | 60
8| Varga Andras Gym. H. Selyeho Komaéarno 4 10 15 12 14 8 | 59
9| Hudec Tobias Gym. Partizanske 2 12 15 12 10 7 | 56
10| Belan Tomas Skola pre mim. nadané deti BA 2 12 11 15 15 53
11| Kosinarova Alena Gym. Grosslingova BA 4 15 15 12 10 52
12| Turekova Katarina Gym. Tajovského B. Bystrica 4 4 12 12 15 5 | 48
13| Kusnier Juraj Gym. Banovce nad Bebravou 4 10 8 12 10 7 | 47
14 | Feddkova Dominika | Gym. Stara Luboviia 4 12 9 8 10 7 | 46
15| Hojcka Michal Gym. Partizanske 3 8 15 14 8 | 45
15| Matula Peter Gym. Skolska Turé. Teplice 4 9 7 8 14 7| 45
17| Nagy Kristian Gym. Jura Hronca BA 4 15 6 15 8 | 44
18 | Boza Vladimir Gym. Tatarku Poprad 4 14 15 14 43
19 | Kukan Matus Gym. Grosslingova BA 4 1 15 12 13 41
19| Petrucha Michal Gym. Metodova BA 3 12 15 14 41
21| Csiba Peter Gymnazium 4 12 2 11 15 40
21| Kocisky Tomas Gym. Grosslingova BA 4 15 9 10 6 | 40
23| Starovska Maria Gym. Grésslingovda BA 4 1 15 12 8 | 36
24 | Kudla¢ Mats Gym. Bilikova BA 4 12 12 3 8| 35
25| Fekia¢ Jozef Gym. Grosslingova BA 3 2 15 15 32
25| Meravy Jan SPS Dubnica nad Vahom 4 10 9 5 8| 32
25| Proksa Ondrej Gym. Parovska Nitra 3 5 2 8 10 7| 32
28 | Simanova Lucia Gym. Grosslingova BA 4 2 6 15 7| 30
28 | Vojtko Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 10 6 14 30
30| Hozza Jan Gym. Jura Hronca BA 1 5 6 10 8 | 29
31| Bara Martin SPSE Nové Zamky 4 6 9 13 28
32| Baco Ladislav Gym. Postova Kosice 3 12 15 27
32| Kikta Michal Gym. Tatarku Poprad 1 12 15 27
32| Kvasnicka Igor Gym. Jura Hronca BA 4 12 15 27
35| Kuzma Tomas Gym. Alejova Kosice 3 12 14 26
36 | Koncok Jakub Gym. Hali¢skd Lucenec 4 10 15 25
36 | Strbka David Gym. Grosslingova BA 4 10 15 25
38| Kovac Jakub Gym. sv. Cyrila a Metoda Nitra 1 12 12 24
38 | Kubina Filip Gym. Dolny Kubin 4 12 12 24
38| Vano Maros SPS Martin 4 1 9 4 3 7|24
41 | Korcsok Peter Gym. Mladeznicka Sahy 4 12 10 22
41| Mino Igor Gym. Sobrance 4 5 10 7| 22
43 | Durech Dusan Gym. 17. novembra Topol¢any ? 10 2 8 | 20
43| Sabo Michal Gym. Jura Hronca BA 4 12 8 20
43 | Truben Martin Gym. Jura Hronca BA 4 4 8 8 20
46 | Kekely Michal Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 1 12 7 19
46 | Matejovicova Lenka | Gym. Grosslingova BA 4 4 10 5 19
46 | Matusov Izidor Gym. A.Sladkovi¢a B. Bystrica 4 1 9 9 19
49 | Rohal Matus Gym. Slovenska Bardejov 4 11 7 18
50 | Miklovi¢ Tomas Gym. Nové Zamky 2 10 7 17
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Meno a priezvisko Skola, Trieda| 4 5 6 7 8 b))
51 | Demovi¢ Lubos Gym. Grosslingova BA 3 8 8 16
51| Kosdy Martin Gym. Jura Hronca BA 3 12 4 16
51| Saleh Adam Gym. Jura Hronca BA 4 12 4 16
54| Dolak Peter Gym. Pezinok 1 11 4 15
54 | Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 2 11 4 15
54 | Uherc¢ik Maros Gym. P. de Coubertina Piestany 3 8 7 15
57 | Habovstiak Martin Gym. Tvrdosin 2 9 5 14
57| Kalugerov Samuel Gym. Jura Hronca BA ? 14 14
57| Miklas Jan Gym. P. de Coubertina Piestany 3 12 2 14
57| Suty Karol Gym. Jura Hronca BA 4 14 14
61| Goga Rudolf Gym. Jura Hronca BA ? 13 13
61| Jancigova Jarmila Gym. Jura Hronca BA 4 6 7 13
61| Polak Lukas Gym. Jura Hronca BA 2 13 13
64 | Herencsar Albert Gym. mad. Galanta 3 12 12
64 | Chlebikova Andrea Dorothy Stringer High School Brighton 0 12 12
64 | Jursa Jakub Gym. Alejova Kosice 3 12 12
67| Cerman Ondrej Gym. Partizanske 0 11 11
67| Gajdos Tomas Gym. Alejova Kosice 2 10 1 11
67| Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 1 9 2 11
70| Arpas Jozef Gym. Piaristicka Nitra 3 7 3 10
70 | Novella Tomas Gym. Alejova Kogice 2 8 1 1 10
70 | Rohar Pavol Gym. Alejova Kosice 2 8 2 10
70| Szabé Erich Gym. Senica nad Myjavou 3 6 4 10
74 | Paulech Matej Gym. P. de Coubertina Piestany 3 4 5 9
74| Phuong Mariana Gym. Jura Hronca BA 1 1 8 9
76 | Ort Miroslav Gym. Pankichova Bratislava 3 5 3 8
76 | Trancik Ivan Gym. Jura Hronca BA 4 8 8
76 | Vavrik Boris Gym. Jura Hronca BA 1 5 3 8
79 | Machac¢ Juraj Gym. Jura Hronca BA 1 7 7
80| Caniga Lukas Gym. 17. novembra Topol¢any 2 6 6
80 | Hasik Juraj Gym. Grosslingova BA ? 6 6
80| Jarabek Tomas Gym. Jura Hronca BA 4 6 6
80| Stachova Paula Gym. Bilikova BA 4 6 6
80 | Szabolcs Szabd Gym. madarské Sahy 3 6 6
80| Téth Bedta Gym. madarské Sahy 3 6 6
86 | Majdis Mojmir Gym. Dolny Kubin 2 1 4 5
86 | Piovarc¢i Michal Gym. Hronskd BA 3 1 4 5
86 | Zatkova Michaela Gym. Parovska Nitra 1 5 5
89 | Berente Frantisek SPS Reviica 3 4 4
89 | Mikulec Marek SPSE Nové Zamky 2 1 3 4
89| Palenik Martin Gymnéazium Levice ? 4 4
89 | Stopka Martin Gym. S. Moyzesa Ruzomberok 4 1 3 4
89 | Téth David Gym. Daxnera V.n. Toplou 3 1 3 4
94 | Koval Anton Gym. L. Stockela Bardejov 2 3 3
94 | Michalek Martin Gym. P. de Coubertina Piestany 3 3 3
96 | Sayedova Monika Gym. Grosslingova BA 4 2 2
97| Chrast Lukas Gym. Golianova Nitra 3 1 1
97 | Konec¢ny Jakub Gym. Grosslingova BA 2 1 1
97| Korbas Rafael Gym. Hronskd BA 1 1 1
97 | Masar Juraj Gymnazium 1 1 1
97 | Péasztor Balint Gym. madarské Sahy 3 1 1
97| Spano Marek Gym. Jura Hronca BA 1 1 1
97| Stajer Andrej Gym. Dolny Kubin 2 1 1

http://www.ksp.sk/ksp




Vysledkovd listina 35
Meno a priezvisko Skola, Trieda| 4 5 6 7 b))

97| Toman Viktor Gym. Golianova Nitra 1 1 1
105 | Hagara Michal Gym. Jura Hronca BA 2 0 0
105 | Zboja Tomas Gym. Hronskd BA 3 0 0
105 | Zak Samuel Gym. Rajec 2 0 0

Vysledkova listina po 1. kole kategérie KSP-T

Meno a priezvisko Skola Trieda| 8 9 10 by

1| Ondraska Peter SPS Dubnica nad Vahom 4 15 15 13 | 43
2 | Hapéak Samuel Gym. Grosslingova BA 4 10 13 | 23
3| Fulla Peter SPS Spisska Nova, Ves 3 12 3 15
4| Brada Miroslav Gym. Varsavska Zilina - VI¢ince 4 12 12
4| Kekely Lukas Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 4 12 12
6 | Kudla¢c Matuas Gym. Bilikova BA 4 8 3 11
7| Boza Vladimir Gym. Tatarku Poprad 4 10 | 10
7| Proksa Ondrej Gym. Parovska Nitra 3 7 3 10
7| Vano Maros SPS Martin 4 7 3 0] 10
10 | Durech Dusan Gym. 17. novembra Topol¢any ? 8 8
10 | Hojcka Michal Gym. Partizdnske 3 8 8
10 | Hozza Jan Gym. Jura Hronca BA 1 8 8
10| Hozza Michal Gym. Jura Hronca BA 3 8 8
10 | Kostolanyi Peter Gym. Jura Hronca BA 4 8 8
10| Meravy Jan SPS Dubnica nad Vihom 4 8 8
10 | Nagy Kristian Gym. Jura Hronca BA 4 8 8
10| Starovska Maria Gym. Grosslingova BA 4 8 8
10| Varga Andrés Gym. H. Selyeho Komarno 4 8 8
19| Feddkova Dominika | Gym. Stard Luboviia 4 7 7
19 | Hudec Tobias Gym. Partizanske 2 7 7
19| Kusnier Juraj Gym. Banovce nad Bebravou 4 7 7
19 | Matula Peter Gym. Skolska Turé. Teplice 4 7 7
19 | Mino Igor Gym. Sobrance 4 7 7
19| Simanové Lucia Gym. Grosslingova BA 4 7 7
25| Kocisky Tomas Gym. Grosslingova BA 4 6 6
26 | Turekova Katarina Gym. Tajovského B. Bystrica 4 5 5
27| Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 2 3 3
27| Kosdy Martin Gym. Jura Hronca BA 3 3 3
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