Korespondenény seminar z programovania
XXVI. ro¢nik, 2008/09

Katedra zakladov a vyucdovania informatiky FMFI UK,
Mlynska Dolina, 842 48 Bratislava

KSP financne podporuju: MICROSTEP-MIS spol. s r.o0.
Whitestein Technologies spol. s r.o.

Vzorové riesenia 1. kola zimnej ¢asti

Milé nase rieSitelky, mili nasi riesitelia,
prave sa Vam dostavaji do ruk vzorové riesenia prvého kola nasho skvelého seminara na
neuveritelnych 6smych listoch. To vSak ale nevadi, vSak kazdy vecer je ¢oraz dlhsi a dlhsi. . .
Uzite si teda nase vzoraky podla Vasho najlepsieho vedomia a svedomia a nezabudnite poslat
rieSenia dalSej série.
Komu sa neleni, tomu treba roboty nalozit.
KSPéci

» e . opravovala Dominika
1. Zaklady poZierania (max. 10 bodov)

Tento priklad bol vcelku jednoduchy, a preto mal aj vela rieSitelov. 97% z vas malo spravnu,
konstantnt ¢asovi aj pamétovu zlozitost O(1). Nie vSetci si vSak dali ti ndmahu a napi-
sali aj poriadny doékaz. Pre niektorych zdéraznujem, ze tvrdenie ,pokusom som zistil...“
nie je doveryhodné rieSenie. Za chybajici dokaz som strhavala 1-4 body. Za chybajicu
zlozitost —1 bod.

Pustime sa ale do vzorového riesenia. Zostanime pritom pri nazornosti s ¢okolddou: celt
salu vidime ako ¢okolddu s rozmermi m - n, pricom ju chceme rozlamat na jednotlivé kusky.
Na zacdiatku mame jeden velky kus ¢okolady. Co sa stane po jednom lome (reze)? Z povodne;
1 casti cokolady ziskame 2 casti. Potom, ak mame k casti cokolady, zoberieme jednu z nich
a po reze budeme maft k + 1 casti. KedZe potrebujeme n - m kusov ¢okolady a za¢iname s 1
kusom, budeme potrebovat n - m — 1 rezov.

Listing programu:

var n, m : longint;

begin
readln (n, m);
writeln (n*m - 1);
end.

. e e .. opravovali Katka a Samo
2. Zurivé Godzillie najazdy (max. 10 bodov)

Podme sa porozpravat o nasich obltubenych ni¢ivych Godzilach. Aby sme uplatnili spravny,
vedecky pristup, musime si definovaft, ¢o takd Godzilla je. Samozrejme je to obrovské a nicivé
zvieratko, ktoré ma N atributov. Kazdy atribiit méa len dve mozné hodnoty: moézeme si ich
oznacit ako 0 a 1. Tiez vieme, Ze pre kazdd mozni kombinaciu atributov existuje Godzilla.
A preto mozeme uvazovat o kazdej Godzille ako o N-atribiitovej postupnosti 0 a 1.
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2 Zuriwe Godzillie ndjazdy

Uz sice vieme, ¢o je Godzilla, ale nas zaujimat, v akom poradi ich moézeme vidiet v
japonskych filmoch. Dve po sebe idice Godzilly sa lisia iba v hodnote jedného atributu.
Konkrétne na jednej pozicii N-atribiitovej postupnosti ma jedna z nich hodnotu 1 a druhé
0. Ale na vsetkych ostatnych poziciach sa im hodnoty atribitov rovnaja. Takze zadanie by
sme mohli preformulovat nasledovne: hladdme také N-atriblitové postupnosti 0 a 1, ktoré sa
lisia prave na jednej pozicii.

Uz zostava pred nami iba otdzka ako ich ¢o najefektivnejSie najst. Pozrime sa, ¢i by
sme vedeli zostrojif z (n — 1) atribitovej postupnosti n-atribatovi. Predstavme si, Ze mame
(n—1)-atribatovt postupnost 0 a 1, ktorej ¢leny sa lisia prave na jednej pozicii. Vypisme tito
postupnost dvakrat za seba, ale druhykrat ju napisme odzadu. Postupnost potom vyzeré, ako
keby sme ju zobrazili v zrkadle, pozri obrazok. A teraz pridajme pred vSetky ¢leny povodnej
postupnosti 0 a pred vSetky ¢leny opacnej postupnosti 1. VSimnime si, Ze sme dostali hladant
N-atribtutovi postupnost. Na prechode medzi povodnou a opa¢nou postupnostou sa Godzilly
lisia len v prvom atribtte, lebo posledny prvok normaélnej postupnosti bol totozny s prvym
prvkom opacnej. VSade inde sa zrejme po sebe idice prvky lisia prave v jednom atribute,
kedze to vyplyva z predpokladu. Takto tvorend postupnost sa nazyva zrkadlovy bindrny kod
alebo tiez Grayov kod.

00 (000
01 ]oo1
0 f[00 11 o011
1 {01 10 (010
1 {11 10 [110
o |10 11 J111
01 |101
00 {100

Vyhovujicu postupnost sme uz objavili, zostava uz len otazka jej optimalnej konstrukcie.
Prvy sposob, ktory nam napadne, je napisat rekurzivne rieSenie, ktoré presne kopiruje al-
goritmus, ktorym sme postupnost definovali. Jednu moznti implementéciu v Pascale mozete
vidiet

Listing programu:

const
maxN = 16; {mazimalny pocet atributov}
maxG = 66000; {maximalny pocet godzill}
var
N : integer; {pocet atributov}
godzill : integer; {pocet godzill}

postupnost : array [1..maxG, 1..maxN] of integer; {postupnost godzill}

procedure kopiruj_godzillu(odkial, kam, dlzka : integer);
var
i : integer;
begin
for i := 1 to dlzka do
postupnost [kam, i] := postupnost[odkial, i];
end;

function generuj(k : integer) : integer;

var
i, j : integer;
pocet : integer;

begin
{Pre k = 0 vygeneruje funkcia postupnost s jedinou bezatributovou godzillou}
if k = 0 then

http://www.ksp.sk/ksp2.0



Zurivé Godzillie ndjazdy 3

generuj := 1
else
begin

{vygenerujeme riesenie pre k - 1 a pocet jeho prvkov si zapamatame}
pocet := generuj(k - 1);

{
Viozime do pola zrkadlovo symetricku kopiu postupnosti. K prvej polovici
pridame na koniec hodnotu atributu 0, k druhej polovici postupnosti
pridame na koniec hodnotu atributu 1.
}
i 1= pocet;
j = pocet + 1;
while i > 0 do
begin
kopiruj_godzillu(i, j, k - 1);
postupnost[i, k] := 0;

postupnost[j, k] := 1;
i:=1-1;
=i+ 1

end;

{vratime pocet vygenerovanych godzill}
generuj := pocet * 2;
end;
end;

procedure vypis(godzill, atributov : integer);
var
i, j : integer;
begin
for i := 1 to godzill do
begin
{vypisuje jednotlive cifry reprezentacie godzilly - vypisujeme ich
zostupne, rozmyslite si preco}
for j := atributov downto 1 do
write (postupnost[i, j1);

{prejde na novy riadok}
writeln() ;
end;
end;

begin
readln(N) ; {nacitanie vstupu}
godzill := generuj(N); {vygenerovanie postupnosti}
vypis(godzill, N); {vypisanie vysledku}

end.

Toto riesenie ma ¢asovi aj pamétovi zlozitost O(N - 2VV). Casovd zlozitost sa uZ zrejme
zlep$it neda, kedZe program nemoze mat mensSiu casovi zlozitost, ako je casova zlozitost
vypisania vystupu. To, ¢o by sme chceli zlepsit, je pamétova zlozitost.

Na zlepSenie pamitove]j zlozitosti sa da pouzit rekurzivny pristup, ale to to rieSenie

je principom velmi podobné predchadzajicemu rieSeniu a preto uvedieme rieSenie z iného
sudka.
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4 Zuriwe Godzillie ndjazdy

Na ceste za zlepSenim pamétovej zlozitosti sa budeme musiet oboznamit s dvoma bito-
vymi operaciami: xor a bitovy posun. Xor dvoch ¢isel vypocitame tak, Ze ¢isla prevedieme do
dvojkovej sustavy, napiSeme zodpovedajice cifry pod seba a vo vysledku napiSeme na dant
poziciu nulu prave vtedy, ked boli cifry rovnaké a jednotku prave vtedy, ked boli cifry rozny.
Bitovy posun zas funguje, ako uz nazov napoveda, tak, ze posunieme dvojkovy zapis Cisla
o niekolko cifier vlavo, alebo vpravo. Bitovy posun vlavo je ekvivalentny vyndsobeniu éisla
mocninou dvojky, bitovy posun vpravo zodpoveda vydeleniu ¢isla mocninou dvojky. Poku-
sime sa dokézat, ze dvojkovy zapis Cisla, ktoré dostaneme xorom 7 s 4 binidrne posunutym o
jedna vpravo, je presne i-ty prvok Grayovej postupnosti.

Tvrdenie: Dvojkovy zapis N-bitového ¢isla, ktoré dostaneme xorom ¢ s ¢ bindrne posu-
nutym o jedna vpravo, je presne i-ty prvok Grayovej postupnosti.

Dékaz: Dokazeme to indukciou cez éislo N. Zrejme pre 1-bitové ¢isla tvrdenie platil.
Predpokladajme, zZe tvrdenie plati pre (N —1)-bitové ¢isla. Z toho ukazeme, Ze tvrdenie plati
aj pre N-bitové Cisla.

Napisme si binarne vietky ¢isla od 0 po 2V — 1. Prva z polovica z tjchto ¢isiel zaéina
nulou, druhé zacina jednotkou a az na najvyssi bit st vSetky ¢isla zhodné. Pre prvii polovicu
¢isiel tvrdenie zjavne plati (lebo plati indukény predpoklad?) a teda ak prvi polovicu N-
bitovej Grayovej postupnosti ziskame spravym shiftnutim a zoxorovanim. Ako je to s druhou
polovicou?

Druht polovicu Grayovej postupnosti sme ziskali (spdsobom z prvej casti vzoraku) tak,
ze sme napisali prvi polovicu opacne (zrkadlova postupnost) a potom sme na zaciatok pridali
jednotku. Pozrime sa najskor na zrkadlovi postupnost (este pred pridani toho jednotkového
bitu na zaciatok!). Ako sa lisi od povodnej? Lisi sa iba v prvom bite a to tak, ze prvy bit je
opacny (rozmyslite si prec¢o). To znamend, Ze i-ty prvok v prvej polovici Grayovej postupnosti
sa lisi od i-teho prvku v druhej polovici Grayovej postupnosti iba prvymi dvoma bitmi. Ten
v prvej polovici ma prvy bit nula, druhy Iubovolny a ten druhy mé oba dané bity opacné.
Teraz si ukazeme, ze tato vlastnost plati aj pre nasu postupnost.

Nech A je i-te ¢islo z prvej polovice nasich ¢isiel (st to bindrne vypisané ¢isla od 0 po
2V —1, nie Grayove ¢isla), a nech B je i-te ¢islo z druhej polovice. A a B sa lisia len v jednom
(najvyssom) bite. Teda A vieme zapisat ako Oajasas...an—1 a B ako lajas...an—1 kde
ai,as,...,an_1 su nejaké bity. Ako to vyzerd po shiftnuti a xorovani?

A xor (A shr 1) = 0ajas...an—1 xor 00a; ...an—2 = 0a1by...by_2
B xor (B shr 1) = lajas ...any—1 xor 0lay ...any_2 = lajby...by_o

kde a} je negacia bitu a; (je tam negacia, lebo 1 xor x je vzdy negacia x) a b; = a;
XOr a;4+1 SU ostatné bity (pre nas st ich hodnoty nepodstatné, lebo v oboch vysledkoch st
rovnaké). VSimnite si, Ze tu sa ndm vysledok lisi iba v prvych dvoch bitoch a to dokonca
tiplne rovnako ako v Grayovej postupnosti (prvé dva bity st v B opac¢né). Co sme tym
dosiahli? Tymto sme ukdazali, Ze ak tvrdenie plati pre N — 1, tak plati pre N. Ale kedZe
tvrdenie plati pre N = 1, tak musi platif pre lubovolné N.3

Nami najdené rieSenie bude teda spocivat z jedného cyklu v ktorom postupne vypiseme
prvych 2% Grayovych ¢isel. Pamiifova zlozitost bude O(N), ¢asova bude O(N2Y). Jednodu-
cht implementéciu v C++ mozete vidiet tu:

lyyskusajte si vietky (slovom dve) moznosti.
2Teda 7e tvrdenie plati pre N — 1

3Kto neveri, nech sa tu na mieste zastavi a poriadne si to rozmysli.
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Zdravotné problémy )

Listing programu:

#include <iostream>
using namespace std;

void vypis_binarne(int godzilla, int atributov)

{
for (int i = atributov - 1; i >= 0; i--)
cout << ((godzilla >> i) & 1);
cout << endl;
}
int main()
{
int N;
cin >> N;
int godzill = 1 << N;
for (int i = 0; i < godzill; i++)
vypis_binarne(i =~ (i >> 1), N);
return 0;
}

Poznamka: Preco je pamifova zlozitost O(N)? Ved pouzivame iba zopér celo¢iselnych
premennych. V tom je ten figel. Ak mame 32 bitovl premennii, méZeme si v nej zapamiitat
az 32 bitov? ak mame 32 bitovy integer (pre pascalistov: integer v pascale ma 16 bitov).
Keby sme vsSak chceli generovat viacbitovy Grayov kdd, tak by sme museli pouzif pole, alebo
aspon také celociselné premenné, ktoré maji asponn N bitov a teda to znamend, Ze maju
asponi N/8 bajtov (lebo 1 bajt je 8 bitov).

; ; opravoval Andrés
3. Zdravotné problémy (max. 10 bodov)

Vzorové riesenie je inSpirované rieSenim Jana Hozzu.

Predstavte si, Ze medzi mrakodrapmi nie st ziadne medzery a teda Godzilla méze zobrat
velky kybel vody a vyliat ho na mrakodrap, kde stoji. Tato voda sa za¢ne roztekat (rychlostou
jeden mrakodrap za ¢asovi jednotku) a bude sa roztekaf len na nizSie mrakodrapy®. Ak si
zoberieme c¢as, kedy sa dostane voda na cielovy mrakodrap, tak prave tolko to bude trvat
Godzille na cielové policko. Tato vodu si trosku upravime, aby nechodila na mokré policka
a aby pre kazdy mrakodrap napisala na neho, kolko jej to trvalo, kym sa dostala na dany
mrakodrap. VSimnite si, ze na kazdé policko sa dostane voda po nejakej najkratsej ceste.
Teraz tito vodu treba naprogramovat.

Ako? Zoberme si nejaky mrakodrap, napriklad ten na pozicii® [z, y]. Nech na neho pride
voda v ¢ase i. Nech [/, 9] je susedny nizsi mrakodrap, na ktorom v ¢ase i eSte nebola voda.
Potom na mrakodrap [z, y’] pride voda v ¢ase i+ 1 (Napriklad sa prileje z policka [z, y]). Ak
teda pozrieme vSetkych susedov [z,y], tak vieme zistit, na ktoré policka sa z neho dostane
voda v Case 7 + 1.

4Toto plati ak je premennd bez znamienka, vo vzordku je zo znamienkom, a teda si moéZeme zapamitat iba 31
bitov.

5Voda vidsinou teéie smerom dole

S0dteraz budem zamienat poziciu mrakodrapu a mrakodrap, aby sa lepsie vyjadrovalo
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6 Zdravotné problémy

Budeme brat mrakodrapy postupne podla toho, kedy sa dostane na ne voda. Teda najskor
tie, na ktoré sa dostane voda v ¢ase 1, potom v ¢ase 2, ... Vzdy, ked zoberieme mrakodrapy,
na ktoré sa dostane voda v c¢ase i, tak z nich vieme vypodcitat mrakodrapy, na ktoré sa
dostane voda v ¢ase i + 1. Ked narazime na cielovy vrchol (v ¢ase K), tak vieme, Ze cielovy
vrchol je vzdialeny K skokov. Ostava ndm toto iba implementovat.

Pouzijeme datova Struktiru s nazvom front, ktory sa ¢asto nespravne nazyva frontou,
ako keby bol Zenského rodu. Front funguje ako rada v jedalni. M4 dve operacie. Jedna je
vloz, a téd sposobi, ze front si zapamiitd dany prvok. Alebo mozeme odtial vybrat prvok
(front vyhodi zo seba prvok, ktory tam prisiel najskor). Implementujeme to v oby¢ajnom
poli. Budeme si pamétat dve ¢isla, jedno bude oznacovat, kde v poli zaéina front, a druhé
kde konci. Ak pride novy prvok, tak zvysime koniec o jedna a ulozime prvok na miesto v
poli, kam ukazuje koniec. Ak chceme vybrat z frontu, tak zoberieme prvok na ktory ukazuje
zaciatok a zaciatok si zvySime o jedna (a teda odteraz zacdiatok ukazuje na dalsi prvok). Ak
sa stane, Ze zaciatok frontu, alebo koniec frontu pride na koniec pola (dosiahnu najvacsi
mozny index), tak sa nastavia na zaciatok pola (najnizsi index pola). Ak zvolime nase pole
dostatocne velké, tak sa ndm nestane, Ze zaciatok a koniec sa stretni.

Ako vyzera celé rieSenie? Zoberieme pociatoény mrakodrap a vlozime ho do frontu, za-
znacime si, Ze uz je vo fronte a Ze jeho vzdialenost je nula. Potom vzdy zoberieme prvy
mrakodrap z frontu (nech méa vzdialenost ), zoberieme jeho nizsich susedov, a ak nie st a
neboli vo fronte, tak ich vlozime do frontu, zaznacime Ze st vo tam a nastavime ich vzdiale-
nost na i+ 1 (je to urcite vzdialenost najkratsej cesty od zaciatku k nim). Ak raz vyberieme
z frontu koncovy mrakodrap, sme Stastni, lebo pre neho mame poznaceni minimélnu vzdia-
lenost. Tomuto algoritmu sa hovori prehladavanie do Sirky. Na zdovodnenie nzvu si je
dobré predstavit, ako vlastne tento algoritmus funguje: najprv prehladé vsetky mrakodrapy,
ktoré su vzdialené 1, potom prehlada vsetky, ktoré st vzdialené 2, ..., a takto postupne
rozsiruje plochu prehladanych mrakodrapov.

Casova aj pamifova zlozitost algoritmu je O(NM) (pre kazdy mrakodrap spravime
konstantny pocet operacii).

Listing programu:

program uloha3;
const maxN=100;
maxM=100;
smery:array[l..4,1..2] of integer=((+1,0),(-1,0),(0,+1),(0,-1));
type item=record
p,q:integer;
end;
var
n,m,sx,sy,CX,Cy,X,y : integer;
i,j,nx,ny:integer; {pomocne premenne}
fb,fe:integer; {zaciatok a koniec fronty}
front : array[0..maxN+*MaxM] of item;
bol : array[l..maxM,1..MaxN] of integer;
vyska : array[l..maxM,1..maxN] of integer;

procedure put(p,q:integer) ;
begin

front [fel .p:=p;

front [fel.q:=q;

fe:=(fe+l)mod (maxM=*max[N) ;
end;

procedure get(var p,q:integer);

begin
p:=front [fb] .p;
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Olivy vs. Godzilla 7

q:=front [fb].q;
fb:=(fb+1) mod (maxM#*maxN);
end;

begin
readln(n,m) ;
readln(sy,sx) ;
readln(cy,cx) ;

for i := 1 to n do
begin
for j := 1 to m do begin
read (vyskalj,il);
bol[j,i]l:=-1;
end;
readln;
end;
fb := 0; {nastavime zaciatok a koniec fronty na 0}
fe := 0;
put(sx,sy);
bol[sx,sy] :=0;
repeat
get (x,y);
if (x=cx) and (y=cy) then {ak z frontu vyberiem ciel, mozem skoncit}
break;

for i:=1 to 4 do begin {prejdeme vsetyk smery, ktorymi sa da potencialne ist}
nx:=x+smery [i] [1];
ny:=y+smery [i] [2] ;
if (nx>0) and (nx<=m) and (ny>0) and (ny<=n) then
if (vyskalx,yl>vyskalnx,ny]) and (bollnx,nyl=-1)then begin
bol[nx,ny] :=bol[x,y]l+1;
put(x,y);
end;
end;
inc(fb) ;
until (fb = fe); {ak mam prazdny front, mozem skoncit}
if bollcx,cy] > -1 then
writeln(bol[cx,cy]) else
writeln (’Neexistuje cesta’) ;
readln;
end.

opravoval Majak

4. Ollvy vs. Godzilla (max. 15 bodov)

Tento priklad mal jednu prijemnu vlastnost. Stacilo sa trochu pohrat s olivami, ani postup
ste pisat nemuseli, a uz ste mali istych par bodov. V ¢om bol najvic¢si problém (pre niekoho
mozno najvicsia vyhoda) tohto prikladu? Vsetkych moZnosti rozmiestnenia oliv je 216-16
Ak by sme ich chceli vSetky vyskusat hrubou silou, tak aj keby sme zratanie vynosu jednej
moznosti vedeli spravit v jednej instrukcii procesora a spustili nd$ program na vsetkych
pocitacoch sveta, tak by to trvalo ovela ovela viac ako je odhadovany vek vesmiru.” A to
sme do kalkulacii vobec nezaratali rozne moznosti zasliapavania zahradky. . .

Tadialto teda cesta nevedie. Problém je, Ze ak chceme najst uréite najlepsie rieSenie, tak
ona zatial nevedie nikadial. Keby sa niekomu z véas podarilo najst nieco efektivnejsie, tak uz
davno neriesi KSP, ale si uziva nekonec¢nu slavu v Karibiku.

7916:16 — 115792089237316195423570985008687907853269984665640564039457584007913129639936
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8 Olivy vs. Godzilla

Druhé mozZnost je, Ze sa uspokojime aj s rieSenim, o ktorom sice nebudeme vediet, Ze je
najlepsie, ale je dostato¢ne dobré. Ale ako také rieSenie najst?

Jedna z alternativ je pouzif rozne heuristiky. Heuristika, to je vlastne len honosny nazov
pre intuiciu. Ked si na papieri za¢neme kreslif rozne olivové policka a bude sa ndm zdat, ze
vysoky pocet zaslapnuti mame vzdy pri nejakom vzore®, tak si naprogramujeme taky prog-
ram, ktory bude generovat olivové zahrady obsahujice ten vzor. Toto je priklad heuristiky —
ni¢ nam nezarucuje ze najdeme najlep$ie rieSenie, ale ,vyzera to tak“, Ze bude patrit medzi
tie lepsie.

Jednou z moznosti je odskusat ndhodnych milién moZnosti a vybrat z nich ti najlepsiu.
Toto jednoduché riesenie sa déa este viac zlepsit, a to metédou zvanou horolezcov algoritmus®.
Predstavme si, ze sme horolezec, ktory sa rozhodol vyliezt na Gerlachovsky Stit. Mame ale
ta smolu, ze sa akurat spustila hmla, a mi nevidime ani na koniec vlastného nosa. Preto
postupujeme nasledovym spésobom. Spravime krok na sever, a zistime, ¢i sme §li do kopca.
Potom sa vratime krok spéf, a zopakujeme to na vSetky ostatné svetové strany. Nas ciel
bude pravdepodobne!® tym smerom, pri ktorom sme zaznamenali najvicsie stipanie.!! Preto
spravime krok tam, a postup opakujeme: ideme vzdy v smere najvicsieho stiipania, kym sa
z nasej pozicie da vyjst vyssie. Ak nie, sme na vrchole. Problém je, Ze kvoli hmle nevidime,
¢i sme nahodou nezabladli na Velkt Svistovku, ktora je nizsia ako Gerlach.'? Co s tym?
Zostupime niekam nahodne dolu, a cely tento vystup niekolkokrat zopakujeme z réznych
Startovacich miest. Dufame, Ze niektorym pokusom sa dostaneme na tiplné maximum (hoci
si nikdy nebudeme tplne isti). VSimnite si, Ze pri tomto postupe hra velkt dlohu vyssie
spominand intuicia.

Na nés problém sa da tiez pozerat ako na hladanie Gerlachu: Kazdé riesenie — olivovil
zdhradu — si mozeme predstavit ako nejaké miesto a jeho hodnotou — pocet zadupanych oliv
— si mozeme predstavit ako jeho nadmorskt vysku. Takto vlastne hladdme najvysSie miesto
alebo vrchol. Ak do zahrady priddme alebo uberieme par oliv, akoby sme sa pohli v nejakom
smere. Vyberieme si t moznost, ktora je najlepsia. Takto stipame, kym uZ olivovi zdhradu
nevieme nijak zlepsit. Ak je to najlepsSia zédhrada, ak(i sme kedy nasli, zapamétame si ju a
za¢neme z iného ndhodného miesta (s novou, ndhodnou zdhradou).

NajlepSie rieSenia boli tie, ktoré dokézali minimalnym pocétom oliv vyrabat maximalny
pocet novych oliv, ktoré hned zaslapli. Ako najvyhodnejsie sa ukdzalo zoskupovat tri olivy
vedla seba do tvaru pismena L. Problém bol vysporiadat sa so situaciou pri okraji zahrady.
To najlepsie zvladol Martin Balaz, pozrime si jeho riesenie:

8angl. pattern

9jazykové okienko pokraluje, tentokrat si zapaméitajte slovo hillclimbing
%hoci nie nutne

Hiepsie ako ist dolu kopcom. . .

12mame lokalne maximum, ale nevieme, & je aj globalne

http://www.ksp.sk/ksp2.0



O japonskom dadaizme 9

Na na zaver velmi dolezit4 rada — vzdy si poriadne precitajte celé zadanie, aby ste vedeli,
akym sposobom mate odovzdat rieSenie. V opa¢nom pripade mozete lahko prist o body, ¢o
sa zial toto kolo niektorym z vas podarilo.

. . opravoval Adam
5. O japonskom dadaizme (max. 15 bodov)

.....

uspokojila s jednoduchym sposobom ako vypocitat vysledok v linedrnom ¢ase. Optimalne rie-
Senie je prirodzene prefikanejsie a bol som velmi rad, Ze sa nasli riesitelia, ktori ho vymysleli.
Podme teda na to, ¢o nas vSetkych zaujima, na samotny vzorék.

Postup bude nasledovny: Odvodime nejakii jednoduchi rekurenciu pre pocet slov dizky
N, dojdeme k podozreniu, ze by mohlo ist o chronicky zndmu postupnost, odboc¢ime, doké-
zeme pre tito postupnost nejaké veci, nasu rekurenciu nastelujeme tak, aby sme vyuzili to,
¢o sme prave dokazali pre zndmu postupnost, ukdzeme si fintu ako tito postupnost rychlo
spocditat a bude po priklade a vSetci budeme zase o kus mudrejsi. Tak ¢o, ideme na to? :-)

Pre poriadok, najprv si ozna¢me veci s ktorymi budeme chvilu pracovat. Mechagodzillu
budeme skratene oznacovat znakom A, Godzillu ako B a bodku ako C. Oznacenie P; bude
zodpovedat poétu retazcov dlzky i, ktoré v sebe neobsahujt Ziadny podretazec AB (podla,
podmienok tlohy).

Tvrdim, ze ak pozndme hodnotu P;_; a P;_», tak dokdzeme spocitat aj hodnotu P;.
Jednoducho spo¢itame, kolko retazcov ziskame, ak zrefazime kazdy vyhovujici refazec dlzky
i—1 so znakom z mnoziny {A, B, C} a samozrejme od¢itame tie retazce, ktoré predtym koncili
pismenom A, a my sme ich prave zretazili s B (t.j. také zrefazenia, ktoré by boli neplatné).
Recou rovnice, P; = 3P,_; — P;_» (zamyslite sa, pre¢o sme od¢itali prave P;_o refazcov).
Zjavne Py = 1, P = 3 a P, = 8. Potialto sa vas v rieSeni dostalo vcelku dost a v tejto faze
uz nie je tazké vymyslief algoritmus ktory s ¢asovou zlozitostou O(N) spocita vysledok.

Ti z vés, ktori si vygenerovali par hodnot,

1,3,8,21,55,144, ...

mohli pojat (opravnené) podozrenie, Ze nasa rekurencia je iba kamuflovana sestra Fibonac-
ciho postupnosti (postupnost, ktora zacina Fy = 0, F; = 1 a kazdé dalsie ¢islo je vzdy suc¢tom
dvoch predoslych, teda F,, = F,_1 + F,,_2 (pre n > 2). Prvych zopér ¢lenov Fibonacciho
postupnosti je

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89,144, . ..

http://www.ksp.sk/ksp2.0



10 O japonskom dadaizme

Je teda vazne podozrenie, ze P,, = F5, 2. DokazZe sa to jednoducho: Pozrime sa napriklad na
také Fy;. Také Fo; = Fo 1 + Foj—o = (Fai—o + Foi—3) + (Fai—3 + Foi—a) = Foj—o + 2(Fhi—o —
Fyi—4) + Fai_y = 3F5(;_1) — Fy(i—2). To s ale vyborné spravy, nasa rekurencia pre cislo N
zodpoveda (2N + 2)-tému Fibonacciho &fslu.'?

Tu mnohi z vas skondili a uspokojili sa s poc¢itanim Fibonacciho c¢isel v linedrnom case.
Ti z véas, ktori riesili KSP minuly rok, alebo aspoii trochu hladali na internete mohli dospiet
k poznaniu, Ze to ide aj v logaritmickom case. Povieme si o dvoch znamych spdsoboch ako
toto dosiahnut.

Prvy vychadza z postupu poéitajiceho zaokrithlenim'. Plati totiz, ze F,, = [¢"/v/5 +
1/2]. Jediné, ¢o teda potrebujeme spravit je, ze nejak Sikovne umocnime ¢ = 1.61803399 na
N (Coskoro si povieme ako).

Druhy sposob je trochu fintovy. Ti z vas ¢o vedia ¢o je matica a ako sa nasobi nech
tento odsek pokojne preskocia. Pre tych ostatnych vysvetlenie - matica je také matematické
,zvieratko®, ktoré ma vo vSeobecnosti m riadkov, n stipcov a v kazdom poli¢ku mé nejaky
rozumny matematicky objekt (napriklad prirodzené ¢islo je dost rozumné). S takymito ma-
ticami vieme robit vSelijaké veci a napriklad ich aj nasobit. To sa robi tak, ze sa vezmu dve
matice A a B, a na index 7, j v matici C' sa da (v nasom pripade) ¢islo ktoré vznikne tak,
Ze vezmeme prvy prvok z i-teho riadku matice A, vynasobime ho s prvym prvkom j-teho
stlpca v B a vysledok s¢itame s &islom ktoré ziskame ako staéin druhého prvku i-teho riadku
v A s druhym prvkom v j-tom stlpci v B a to zas s¢itame s... atd kym sa nedéjdeme na
koniec riadku v matici A, resp. na koniec stipca v matici B. Vysledkom je matica C, ktora,
mé tolko riadkov, kolko mala matica A a stipcov tolko, kolko mala matica B. Na koniec si len
vSimnite, Ze ak sa pocet stlpcov matice A nesedi s po¢tom riadkov matice B, nasobenie nie
je definované, lebo nam dojdu prvky skorej, ako ich stihneme vSetky navzajom ponéasobit.

O nieco viac formélnejsie, ak matica A ma m riadkov a n stipcov, oznacime si jej prvky
Ajj pre i = 1...m,j = 1...n. Podobne, ak matica B ma rozmery n krat p, potom jej
prvky oznacime B;j, i = 1...n,j = 1...p. Potom vysledna matica C' = AB m4 rozmery
m krat p a prvok C;; = 2221 A;iByj. Toto ndsobenie ma par vlastnosti, aké by ¢lovek od
nasobenia oc¢akaval. Napriklad, (AB)C' = A(BC). Ale napriklad AB = BA bohuzial nie
vzdy plati. Casto, aka to ndhoda, Ze zrovna v tomto priklade, sa vAm méze pod ruky dostat
rekurencia, typu: na vypocitanie sucasnej hodnoty potrebujem vediet len par predoslych
hodnét, vynasobif ich par konstantami a séitat. Napriklad, na vyratanie n-teho Fibonacciho
¢isla potrebujeme len s¢itat predoslé dve. No a presne na toto viem pekne vyuzit matice.
Povedzme, Ze chceme vyratat n-ty ¢len rekurencie b,,, ktora zalezi iba na k predoslych ¢lenoch

nejako takto: b, = Zle aipb,_; kde aq,...,a; s len nejaké konstanty. Takto sme eSte
postupnost jednoznac¢ne neurcili a pre odpichnutie sa si este musime uré¢it ivodné hodnoty.
Teda, musime si pevne ur¢it by, ..., bs. A teraz uz moézme pokne pocitat. Z prvych k£ hodnot

viem vypocitat hodnotu k£ + 1, potom hodnotu k + 2, k + 3 a tak dalej. A ked nas to omrzi,
tak si vSimneme, Ze v podstate len umocrniujeme dédke matice. A to presne takého: nech
matice B mé k riadkov a jeden stipec. A By = by, Ba1 = ba, ..., By = bi. Inymi slovami,
matica B obsahuje pociato¢né hodnoty rekurencie. A teraz do matice A rozmerov k krat k
zakddujeme informacie o samotnej rekurencii takto. V prvych k — 1 riadkoch méame skoro
samé nuly okrem pozicie 4; ;11 kde médme 1. A v poslednom riadku mame Ay; = aj_;+1. Co
sa teraz stane ak vynasobime AB? Cuduj sa svete, ale dostane maticu znovu o k riadkoch a
jednom stipci, ktora teraz obsahuje prvky b, ..., br+1. Ak tito maticu znova prednasobime
Ackom, dostane zase prvky b, .. ., byio a tak dalej. Pozorni Gitatelia si uz uréite v8imli, ze ak
chceme vypoéitat hodnotu b,, 1%, staéi ndAm umocnit maticu A na n-td, prenasobit Béckom
a zobrat prvok v poslednom riadku. A najlepSie na tomto, a v podstate ¢aro celého triku

13Dokonéenie dokazu by bolo indukciou: Py = F,, P = F, a ak predpokladdme, e P;_; = Fyi—1y a Pio =
Fyi—2y, tak Py = Pi_1 + Pj—o2 = Foy_1) + Foi_2) = Fai.

Mhttp://en.wikipedia.org/wiki/Fibonacci number#Computation_by_rounding
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je v tom, ako je vysvetlené neskor, ze lubovolni dand $tvorcovi maticu vieme umocnit na
N-ti v ¢ase O(log N). Napriklad, v nasom konkrétnom pripade s Fibonacciho ¢islami, mame
A=((0,1),(1,1)) a tvodnd hodnota B je ((0),(1)).'®
Ostal som vam dlzny este jednu vec — ako sa umocnuje v logaritmickom cCase. Nuze,
majme objekt A a chceme zistit hodnotu AY. Postupujme tymto spésobom:
a) ak N = 2k, tak vypocitame A* a vysledok umocnime na druh.
b) ak N = 2k+1, tak vypocitame AV ~! podla postupu v a) a vysledok vynasobime A.
Tento postup ocividne redukuje nas§ problém vzdy na problém polovi¢nej velkosti. Na-
priklad pre N = 9, by sme postupovali takto:

A9 — (A4)2 A4 — (A2)2 AZ — (A)Q

No a teraz je uz len na nas, ¢i pouzijeme tento postup na ¢, alebo na maticu — v
oboch pripadoch sa dopracujeme k algoritmu s ¢asovou zlozitostou O(log V) a pamiitovou
zlozitostou O(1), ¢o je vzorové rieSenie. Vyhodou maticového riesenia je, Ze nepouZivame
realne ¢isla a nehrozia zaokrihlovacie chyby; ¢islo ¢ je iracionalne a niekde ho musime
useknut.

Teraz podme k tomu, ako som vaSe (miestami vtipné) rieSenia hodnotil. Vzhladom k
tomu, Ze uloha sa dala riesit aj ,,Odokinovou“ metédou (tzv. pozriem-vidim), hodnotil som
ju trocha prisnejsie. Samotné rieSenia boli hodnotené 0—14 bodmi a bodik som pridaval, ak
bol k rieseniu pridany bezchybny popis v ktorom sa objavil aspon naznak doékazu pouziva-
nych tvrdeni (obzvlast ak ste vysledok poéitali pomocou Fibonacciho ¢isel). Za rieSenie v
logaritmickom c¢ase sa udelovalo 14 bodov, v linedrnom 10 a v horSom 8 bodov. V pripade
linedrnych a lepsich rieSeni som za logaritmickt pamétovi zlozitost strhaval bod, za linedrnu
dva, za horgiu az tri body. Nefunkéné riesenia mohli dostat nanajvys 6 bodov. Pokial vasmu
rieSeniu uplne chybal popis alebo kéd, minus Styri body boli vasim trestom. A aby toho
nebolo dost, za chybajice alebo nespravne zlozitosti ste mohli stratit po bode.

Listing programu:

#include <iostream>
using namespace std;
struct Matica{ long f1,f2,s1,s2;};

Matica vynasob(Matica A,Matica B){
Matica C;
C.fl = A.f1xB.fl + A.f2xB.sl;
C.f2 = C.s1l = A.f1*xB.f2 + A.f2%B.s2;
C.s2 = C.f1 - C.f2;
return C;

}

double Fibonacci(int N){
Matica X = {1,1,1,03};
Matica A = {1,1,1,0};

if(N==0) return 0; else N--;

while (N>0) {
if(N%2==1) A = vynasob(A,X);
X = vynasob(X,X);

15 Pre fajnsmekrov. D4 sa ukazat, Ze ak matica A splia istt celkom prijemnu obsktrnu vlastnost, tak A sa da
napisat ako A = UDU ! kde D m4 vietky mimo (hlavno-)diagonalové prvky nulové. A potom A™ = UD"U ' kde
D™ sa do dostat z D len umocnenim kaZdého diagonéaloveho prvku na m-ti. A presne takto sa da dokazat vyssie
spominana rovnost s ¢.
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12 Osaka pod Godzillou

N /= 2;
}
return A.f2;
}

int main(){

int N,vysledok;

cin >> N;

cout << Fibonacci(2x(N+1));
return 0;

}

Opravoval Zemco

6. Osaka pod Godzillou (max. 20 bodov)

Tento priklad bol pekny na rozmyslanie, pricom na dobré rieSenie nebolo treba poznat nijaky
tazky algoritmus. Prisli ale rieSenia vSelijaké a niektoré boli vskutku napadité a originalne.
Kam vy na to chodite?

Vyskytlo sa riesenie, ktorého ¢as behu zavisel od vysok mrakodrapov. Toto moze viest k
strasnej neefektivite, kedze vysky mrakodrapov neboli Specifikované a teoreticky mohli byt
velmi vysoké. Vo vSeobecnosti sa podobnym veciam snazte vyhnut.

Jedna z moznosti, ako riesif tlohu, je skisat budovy spracovavat postupne a pre kazda
vypocitat, kolko najviac skokov mozeme spravit, ak chceme skoncif na nej. Ak tento postup
realizujeme od prvej budovy smerom doprava, tak tito hodnotu mézeme zistit s pomocou
predtym vypocitanych hodnét — takéto myslienky nazyvame dynamické programovanie. Pre
prva budovu je to Tahké — je to vzdy 0. Pre kazda dalsiu budovu to nie je ni¢ iné ako
maximum spomedzi vSetkych budov, z ktorych mozeme na prave uvazovani budovu skocit.
Samozrejme, este plus jedna za skok na dand budovu. Prejst vSetky uZ spracované budovy
a urcif toto maximum zvlddneme jednym for cyklom smerom spif k pociatoénej. Z nejake;
budovy mézeme na aktudlne uvazovanu skocit vtedy, ak je aspon takéa vysoka a ziadna vyssia
skoku nebrani a tieto podmienky pri cykle overime lahko. Takéto riesenie bude pracovat v
¢ase O(N?), pretoze pre N budov sa budeme vzdy vracat na zaciatok pri hladani maxima.

Este sa d4 poznamenat, Ze toto rieSenie sa dé realizovat aj od konca smerom na zaciatok:
pre dant spracovavanu budovu si zistime, kolko najviac skokov a oznaceni mozeme spravit,
ak by sme zacinali na tejto budove. Vyuzijic tieto hodnoty vypocitané pre budovy smerom
ku koncu Tahko najdeme maximum spomedzi budov, na ktoré mozeme skocit.

Vzorové riesenie trochu pripomenie kvadratické, avsak vyuzijeme este nejaké pozorovania
navyse.

Uvazujme Iubovolni budovu b niekde v strede postupnosti zo vstupu. Mozno sa to na
prvy pohlad nezdé, ale ak mame zaujem dosiahnuf najdlhsiu postupnost skokov, tak budova,
z ktorej sko¢ime na budovu b, je jednoznacne urcend: Ak by sme mohli sko¢if na budovu b
z budov a; aj ay (nech ay je skor), potom lepsia moznost je skocit z a; na as a potom z as
na budovu b. Premyslite si, preco si obidva skoky uskutocnitelné. Vo vSeobecnosti, ak sa da
sko¢it na b z budov ay,as,...,ay, tak sa da postupne skdkat z a; na as, z as na as, atd., az
z ai_1 na ay a z a, na b. Takze predchodca budovy b pri hladani najkratSej postupnosti je
jednoznaé¢ne uréeny: Je to prva aspon tak vysoka budova smerom k zaciatku postupnostil.

Podme teraz skusit vymysliet rychly algoritmus. Predstavme si, Ze spracovavame budovy
od zaciatku. Pre nejakt spracoviavani budovu chceme uréit jej predchodcu (vdaka ¢omu bu-
deme schopni lahko a rychlo uré¢it maximum skokov, ktoré mozeme spravit, ak chceme skon¢it

16 Ak taka neexistuje, potom b musi byt vyssia ako pociatoéna budova, a preto ona, ani ziadna za fiou nemodze
byt sucastou najdlhsej postupnosti.
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na tejto budove). V kazdom momente budeme mat zoznam kandidatov na predchodcov (zo-
znam budov, ktoré mozu byt predchédzajice k spracovavanej). NavysSe, budeme mat tento
zoznam utriedeny podla vySok od najvic¢sej po najmensiu. Pouvazujte, preco bude tym pa-
dom zaroven utriedeny aj od najskorsej po najneskorsiu. Na zaciatku bude v tomto zozname
len prva budova. Ako mame postupovat, ked sme niekde v strede postupnosti a chceme spra-
covat dalsiu budovu b? Nasou tlohou je uréif maximum skokov, ktoré dokézeme urobit, ak
chceme skoncit na tejto budove a rovnako si potrebujeme aktualizovat zoznam. Podme najst
predchodcu. Za¢neme od najnizsich kandidatov. Je najnizsia budova vyssia alebo rovnaké
ako b?

e Ak ano, potom sme hotovi: na§li sme prave jednoznacne urcéenu predchadzajicu bu-
dovul”. Zaradime budovu b na koniec zoznamu a nastavime jej hladani hodnotu na
hodnotu jej predchodcu +1. Takto sme dostali aktualizovany zoznam, pretoze budova
b moze byt predchodcom nejakej dalsej budove. V mojej implementacii sa vyhybam
dvom budovdm v zozname s rovnakou vyskou, preto v pripade rovnosti vySok po-
vodného predchodcu vyhodime. Ked sa nad tym zamyslime, tak uz pre nds nie je
zaujimavy, pretoze kazda postupnost z neho k budovam dalej bude pokracovat cez
budovu b.

e Ak nie, potom je jasné, Ze najnizsi kandidat predchodca nebude. Ba ¢o viac, jasné je
aj to, ze z toho najnizsieho kandidéata uz ziadna dlhsia postupnost ako jeho maximum
pokracovat nebude: skok cez budovu b totiz nie je mozny. Preto tento najnizsi kandidat
prestava byt kandiddtom a mozeme ho zo zoznamu vyhodit. Postupovat budeme dalej
tak ho zo zoznamu vyhodime. Takto budeme kandidatov vyhadzovat, az kym sa nam
nepodari najst kandidata, ktory je vyssi alebo rovnako vysoky ako nasa budova b. Ako
sme si ukédzali, toto je jednoznac¢ne uréeny predchodca. Vsetci dalsi kandidati ostavaja
byt kandid4tmi, pretoze vzdy moze v nasledujicom kroku prist budova, ktorej jedno-
znacne urceny predchodca bude prave niekto z nich. A rovnako sa stava kandidatom
na pokracovanie aj budova b, ktori zaradime na koniec zoznamu kandidatov, pretoze
je v nom urcite najnizsia.

Ako uvedeny zoznam naprogramovat? D& sa to aj v obycajnom poli, kde si budeme
uchovévat ukazovatel na posledny prvok. To ndm bohato postacuje, pretoze vzdy pracujeme
len s nim. Alebo ho maZeme zo zoznamu, alebo na koniec zoznamu pridavame budovu. Isto
najneskor vlozeny prvok, alebo vlozif prvok na vrch. Zasobnik pripomina zaneprazdneného
uradnika, ktory ma na stole hromadu papierov, na vrch ktorej hadze nové papiere a ked si
nahodou najde Cas, tak berie papiere z vrchu a riesi ich.

Takto poc¢itané maxima jednotlivych budov st uréite dizky korektngch postupnosti sko-
kov, pretoze algoritmus zarudi, ze kazdy skok bude uskutoc¢nitelny. Rovnako to budi najdlh-
Sie postupnosti, pretoze sme si dokézali, Ze optimélne vyberd predchodcov. Nezaskodi oSetrit
pripad, ked nacitame budovu, ktord je vysSia ako pociato¢nd, aby sa ndm maximé ratali
spravne.

Ostava zodpovedat otdzku zloZitosti nasho rieSenia. Mozno to nie je zjavné, ale je line-
arna. Zoznam kandidatov méze byt az taky velky, ako je poc¢et budov. A v jednom kroku ho
mozno cely mdzeme prejst (ak ndm pride vysoka budova). Nie je to potom kvadratické? Nuz,
nie je, a to preto, ze ked raz zoznam prechéddzame, tak odtial budovy aj vyhadzujeme. A
budova, ktort vyhodime, sa uz nevrati, lebo nemé nozicky. D4 sa dokonca povedat, ze kazda
budovu do zoznamu najviac raz vlozime a najviac raz vyberieme. Takze, z iného pohladu:
kazd4a budova nas stoji konstantny pocet krokov. A preto bude celkovy pocet krokov linearny

1"Pamitajte, Ze je to prva aspoi tak vysoka budova ako b, a t sme nasli, kedze mame zoznam utriedeny podla
vysky a zaroven podla toho, ako st od nas daleko
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14 Osaka pod Godzillou

a Casova zlozitost programu bude O(N). Ak totiz nejaky krok trva dlho, potom to znamena,
ze vela inych krokov trvalo velmi kratko. Pamétova zlozitost bude tiez O(N).

Podobne, ako pri pomalSom rieSeni, je mozné realizovat tento postup aj z konca. Pre-
chiddzame budovy odzadu a zoznam udrzujeme obratene. Hodnota, ktorta pre kazdi budovu
zistujeme, nie je najvicési pocet skokov, ktoré mozeme spravit z poc¢iatoénej budovy na tito
budovu, ale je to pocet skokov, ktoré mozeme spravit, keby sme zac¢inali na tejto budove a
skékali smerom do konca.

Zaverom este veticka o hodnoteni: plny pocet bol 20 bodov a tentokrat sa udeloval celkom
Casto. Za rieSenie v ¢ase O(N log N) som daval 16 bodov a za kvadratické rieSenie 12 bodov.
Pomalsie riesenia sa dockali najviac 8 bodov. Ku klasickému hodnoteniu patri aj stthanie
bodov za nedostatoéné (chybajice) odhady alebo popisy. Viésinou to bolo v poriadku, ale
opit sa nasli taki, ktorych program som pochopil, az ked som si simuloval jeho ¢innost na
nejakom vstupe a to nie je ziaduci stav. Rovnako poprosim, aby ste nad rieSeniami nejedli a
neposielali nam ich zamastené :-).

Listing programu:

program osaka;

const MAXN = 1000000;

var budova, maxima, zasobnik : array[l..MAXN] of longint;
maximum, pointer, i, N : longint;

begin
readln (N);
for i:=1 to N do maximali] := -1;
{ pointer je ukazovatel na posledne vlozeny prvok v zasobniku }
pointer := 1;

read (budovall]);
{ wlozime’ prvu budovu na zasobnik }
zasobnik[1] := 1;
maximal[l] := 0;
for i := 2 to N do begin
read (budovalil) ;
{ hladame budovu v zasobniku, ktora je aspon taka vysoka ako nacitana.
ostatne vyhadzujeme }
while (pointer > 0) and (budovalil > budoval[zasobnik[pointer]]) do
dec(pointer) ;
{ minuli sa budovy v zasobniku?
toto nastava, ak sme nacitali vyssiu budovu ako prvu }
if (pointer = 0) then break
else begin
{ mastavime maximum ako hodnotu predchodcu +1 }
maximali] := maximal[zasobnik[pointer]]+1;
{ musime osetrit, aby neboli v zasobniku dve rovnake budovy }
if (budovalil] = budoval[zasobnik[pointer]])then dec(pointer);
{ a vlozime do zasobnika spracovanu budovu }
inc (pointer);
zasobnik [pointer] := i;
end;
end;
{najdeme maximum?
maximum := maximall];
for i := 2 to N do if maximum < maximali] then maximum := maximal[i];
writeln (maximum) ;
end.
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eq1e o opravoval Lukas
7. O Godzillinom smahu (max. 20 bodov)

NajpomalSie riesenie, ktoré sa vyskytlo, bolo v ¢ase O(K?), za ktoré ste mohli ziskat 8
bodov. Ide v podstate o sktisanie vietkych moZnosti — vietkych tisekov je priblizne O(K?) a
pre kazdy z nich si zratame Skodu, akt vieme sposobit. Tomuto rieSeniu sa vSak nebudeme
do detailov venovaft, kedze ho skoro vSetci vymysleli.

Vzorové rieSenie pracuje v linedrnom case a paméti. Oznacme N pocet bielych tankov a
M pocet ¢iernych tankov. Vytvorime si nova postupnost x1,...,Zx. Ak na i-tom mieste je
biely tank, v novej postupnosti na i-tom mieste bude ¢islo 1/N, teda z; = 1/N. Ak je tam
naopak Cierny tank, v novej postupnosti budeme mat x; = —1/M. Predstavme si, ze chceme
vyratat vysku skody pre nejaky tsek, v ktorom je A bielych a B ¢iernych tankov. Vyska skody
je podla definicie A/N — B/M. Vieme to vSak spravit aj pomocou novej postupnosti x. Kedze
v danom tuseku sa nachadza A bielych tankov, v novej postupnosti sa v zodpovedajicom
useku bude nachadzat A-krat ¢islo 1/N. Podobne sa v novej postupnosti bude nachadzat
B-krat ¢islo —1/M. Spolu bude teda sucet v novej postupnosti pre dany tsek A/N — B/M.

Pomocou novej postupnosti teda vieme lahko zistit §kodu pre nejaky tisek — staci sc¢itat
¢isla na danom tuseku. Nasim cielom je najst tsek s najvic¢sou Skodou, teda v novej postup-
nosti usek s najvicsim suctom. Pre jednoduchost dékazu si zavedme novi postupnost:

i
Y; = E Z;
j=1

y; je sucet prvych ¢ prvkov postupnosti z. Takymto ¢islam sa mudro hovori prefixové
sumy. Vdaka nim vieme velmi lahko spocitat siucet nejakého tiseku: stcet tiseku od a po b je
Z;’:a Ti = Z?Zl Ti— Zf;ll Ti = Yp — Ya_1 - Predstavme si, ze pre dany pravy koniec chceme
najst lavy koniec tak, aby bol stcet tiseku ¢o najvicsi. Takze mé platit, Ze y, — y,_1 ma byt
¢o najvicsie. Hodnota g, je fixné, lebo pravym koncom teraz nevieme hybat. Preto aby bol
tento stcet maximéalny, musi byt hodnota y,_1 minimélna.

Opiit si zrekapitulujme, k ¢omu sme sa dostali. Pre kazdé b chceme najst a také, Ze a je
nalavo od b (a < b) a hodnota y,_1 je najmensia mozna. Oznacme f(b) takéto a. Zamyslime
sa, ako spolu suvisia minimalne hodnoty pre b a b + 1. b + 1 ma v podstate rovnakych
kandidatov na minimum ako b, ibaze ma o jedného viac: a + 1. Teda pre b+ 1 je f(b+ 1)
bud f(b) (minimalna hodnota pre b), alebo a + 1.

Vsetky hodnoty f(b) vieme lahko vyratat v linedrnom ¢ase. Za¢neme s hodnotou f(0) = 0
a postupne doratame hodnoty pre dalsie ¢isla. Ked uz pozname hodnoty f(b) pre vSetky
b, Tahko sa dopracujeme k vysledku celého algoritmu. Vysledkom bude najvicsia hodnota
Yo = Yr)—1-

Este si dovolim par slov k implementécii. Poc¢as behu programu si nemusime pamétat celé
postupnosti z1, ..., Tx; Yo, - - ., Tk ahodnoty f(0),..., f(K) . Staci si pamitat pre aktualne
b hodnoty s, ysrm) a f(b). S konStantnou paméitou si vSak nevystacime, lebo pri prvom
prechode vstupu musime spocitat pocet bielych a ¢iernych tankov.

Listing programu:

#include <iostream>
using namespace std;

int main()
{
int k, n =0, m = 0;
cin > k;
int p(k]l;
for (int i = 0; 1 < k; i++)
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16 Osaksky Gusto

{
cin > plil;
if (pli] == 1
n++;
else
m++;
}

double naj = 0, akt = 0;
int najind = 0;
int zac = 0, kon = 0;

double vys = 0;
for (int i = 0; 1 < k; i++)
{
if (p[i] == 1)
akt += 1.0 / n;
else

akt -== 1.0 / m;
if (akt < naj)

{
naj = akt;
najind =i + 1;
}
if (akt - naj > vys)
{
zac = najind;
kon = i;
vys = akt - naj;
}
}
cout << “Godzilla znici usek od “ << zac + 1 << “ do “ << kon + 1 << “.“ << endl;

opravovala Monika

8. Osaksky Gusto (max. 25 bodov)

V tejto tlohe nés zaujima sila jednotlivych Godzill v ¢ase. Sila kazdej Godzilly je charak-
terizovana dvojicou (d, f), ktora ndm udava zmenu sily za jednu sekundu a pociatoénu silu
Godpzilly (pozor, v zadani st tieto hodnoty vymenené). Sila Godzilly v case t sa teda da
vyjadrit ako linedrna funkcia g(t) = d -t + f. Preto tto funkciu budeme v neskorsom texte
volat silovd funkcia, hodnotu d budeme v nasledujicom rieSeni nazyvat aj smernica a hod-
noty f posun silovej funkcie g. VSimnite si, Ze nasledujice tvrdenia platia aj pokial niektoré
vasich kédov neuvazovala tto moznost.

Najjednoduchsia otazka, ktoru si asi kazdy pri rieseni tejto tlohy polozil je nasledovna:
sMajme dve Godzilly (dy, f1) a (dz, f2). V akom case je sila tychto Godzill rovnaka?“ Od-
poved asi kazdy lahko spocita. Kedze sily v nejakom case t sa maju rovnat, tak potom sa
aj prislusné silové funkcie Godzill musia rovnat (dit + f; = daot + f3). Pokial d; # ds tak
rieSenie je jasné: t = (f1 — fa2)/(d2 — d1). Pokial ale di = da, tak podla zadania f; # f2 a
teda neexistuje cas, kedy by tieto Godzilly boli rovnako silné. Godzilla s va¢sim posunom
bude vzdy silnejsia a druhd Godzilla bude vzdy Godzi(te)liatko. Preto Godzilly, ktoré maja
rovnaké smernice vieme néjst, uvazovat len t s najviacésim posunom a zvysné rovno oznacit
za Godzi(te)liatka.
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Podme teraz na rieSenie ulohy. Predpokladajme, Ze vSetky silové funkcie maju rdzne
smernice. Budeme si ich postupne podla rastticej smernice kreslit. Vzdy si zakreslime len
usek silovej funkcie, kde je zo vSetkych uz nakreslenych maximéalna. Bude ndm vznikaf taka
lomend ciara, ktord je konvexnd (pozrite si obrazky) a nekonecna (posledna silova funkcia
ked sa stane maximalnou, uz nou aj zostane). Na zaciatku mame prva silova funkciu, té je
zatial maximélna na celom intervale (0,00) a teda je to polpriamka.

Predpokladajme, ze uz mame nakreslené tseky, kde st silové funkcie so smernicou a po-
sunom (dy, f1), (d2, f2), ..., (dk—1, fr—1) maximélne (na obrazku 1 je tato situdcia zachytena
pre 6 funkcii: a, b, ¢, d, e, f). Ideme pridat silova funkciu pre (dg, fi). Silova funkcia pre
(dg, fr) mé vicsiu smernicu ako uz nakreslené funkcie a preto ich niekde pretne. Pozerajme
postupne sprava dolava uz nakreslené tseky silovych funkcii. Ak silova funkcia pre (dy, fx)
pretne funkciu pre (di_1, fr—1), tak sme skonéili: Silova funkcia pre (dx_1, fxr—1) je maxi-

%, od tohto ¢asu sa stane maximalnou nové silova funkcia pre (dy, fx)
(obrazok 2 znazoriiuje tato situdciu pri pridavani funkcie g;).

Ak vsak silova funkcia pre (dg, fr) nepretne tsek funkciu pre (di_1, fr—1) kde je ma-
ximélna, tak to znamend, Ze funkcia pre (dg, fi) bude na celom tseku nad funkciou pre
(di—1, f—1) (lebo dx_1 < di). To ale znamena, ze silova funkcia pre (di_1, fr—1) nebude
nikdy maximéalna a teda ju moéZeme zmazat z obrazku (pre Godzillu to znamena, ze je Go-
dzi(te)liatko). Teraz budeme v podobnej situdcii ako sme boli na zaciatku. Pokial silova
funkcia pretne tsek pre funkciu (di_so, fr—2), tak sme skon¢ili. Ak nie, tak potom znovu:
silova funkcia pre (dg, fx) je nad silovou funkciou pre (di_s, fx—2) na celom tseku, kde by
tato funkcia mala byt maximalna. Preto mozeme tsek pre (dg—_2, fx—2) zmazat a prehlasit,
ze Godzilla (d_2, fr—2) je Godzi(te)liatko. Takto pokrac¢ujeme dalej, az zmazeme vSetky na-
kreslené useky, alebo najdeme nejaky priese¢nik medzi nakreslenymi tisekmi a novou silovou
funkciou (dg, fx) a skonéime spracovavanie (na obrazku 3 mozete vidief ako vysledok tohto
postupu vyzera po pridani funkcie gs).

Na zéaver, ked st uz vSetky silové funkcie spracované, si prejdeme nakreslené tseky a
uré¢ime ¢asy, kde sa maximalita silovych funkcii meni (v konvexnej lomenej ¢iare tomu zod-
poveda zlom). Este treba sndd ukazaf Specidlny pripad, ktory pocas spracovavania moze
nastat: Na obrazku 4 je priklad, ked pridavana silova funkcia g3 sa pretne s funkciou e v jej
krajnom bode. V tomto pripade nebolo presne povedané, ako ma odpoved vyzerat a preto
obe moznosti su v poriadku: bud je odpoved interval, ktory zacina aj koné¢i v tom istom
bode, alebo je prislusna Godzilla godzi(te)liatko.

Pre tplnost je este na obrazku 5 zndzorneny pripad ak by mali dve silové funkcie (f a
g4) rovnaki smernicu. Z obrazku je jasné, ze funkciu s men$im posunom netreba uvazovat a
prislusnd Godzilla je vzdy godzi(te)liatko.

Implementéacia tohto rieSenia je lahsia ako sa moze zdat. Najskor si Godzilly utriedime
podla nasledovného usporiadania: (dy, f1) < (da, f2) prave vtedy ak d; < dy alebo d; =
do a stcasne fi < fo. Spractvavanie silovych funkcii potom budeme riesit cez pole, ktoré
simuluje zdsobnik. V fiom si sta¢i pamitat postupne spractuvavané silové funkcie (v nasom
pripade index do utriedeného pola so smernicou a posunom pre Godzilly). Vzdy ked za¢neme
spracuvavat nasledovni, tak porovnavame ¢asy prieniku dvoch poslednych silovych funkcii na
zasobniku a ¢as prieniku poslednej silovej funkcie na zasobniku a spractivanej silovej funkcie.
Podla porovnania tychto ¢asov vieme rozhodnuf, Ze ¢i silova funkcia navrchu zasobniku je
niekedy maximalna (nechat ju v zdsobniku) alebo nie je (zmazat ju zo zasobniku). Na zéver
spoc¢itame krajné body intervalov ako Casy prieseénikov susednych silovych funkcii, ktoré
zostali v zésobniku.

Toto riesenie potrebuje ¢as O(N log N) na triedenie dvojic smernice a posunu a potom
¢as O(N) na pracu so zasobnikom. Toto by malo byt jasné z faktu, ze kazda silovd funkcia
je raz spracuvavand, nanajvys raz pridana do zdsobnika a nanajvys raz zmazana. Paméitova
zlozZitost je linearna od pocétu Godzill.

malna do ¢asu
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Ak ste sa docitali az sem a bonus k rieSeniu sa vam uZ nechce ¢itat, tak nasledujice
odstavce preskocte a chodte na posledny, kde je bodovanie. No a pre ostatnych si povieme
este nieco ku konveznému obalu'®. To, Ze nas algoritmus po¢ita dolnt hranicu polrovin uréenti
priamkami reprezentujicimi sily Godzill by uz z obrazkov a prechadzajiceho opisu malo byt
jasné. Hornu hranicu vieme pocitat rovnakym sposobom, akurat ze najskor musime funkcie
preklopit podla xz-ovej osi. Teraz si ale asi polozite otazku, Ze to je sice pekné ale ¢o to mé s
kone¢nym obalom. No a na odpoved si najskor spomenieme zopar peknych vlastnosti, ktoré
sa zvykni nazyvat ako dlata bodov a priamok.

Budeme mat dve roviny. Primarnu rovinu a k nej dualnu rovinu. Priamka y = ax + b
budeme reprezentovat bodom (a, —b) v dudlnej rovine a bod (p;, p,) budeme reprezentovat
priamkou y = p,x — p, v dudlnej rovine. Vsimnite si, Ze toto plati aj opacne a teda vieme
body a priamky zobrazovat z dudlnej roviny do primarnej. K priamke [ v primérnej rovine
budeme oznacovat ako [- bod, ktory k nej prislicha v dudlnej rovine. Rovnako k bodu p v
primérnej rovine budeme oznacovat ako p- priamku, ktora k nemu prislicha v duélnej rovine.
Potom platia nasledujice vlastnosti'®:

o (p)=pa(l)=I

e v primdarnej rovine bod p lezi nad /na/pod priamkou [ prave vtedy ak v dudlnej rovine
priamka p- prechadza pod/cez/nad bodom I-

e priamky [/; a [» sa pretinaju v bode p prave vtedy ked v duélnej rovine priamka p-
prechadza cez body ;- a lo-

e tri body su kolinedrne (lezia na tej istej priamke) vtedy a len vtedy ked ich duélne
priamky sa (v duélnej rovine) pretinaji v tom istom bode

No a na zaver vyslovim najdolezitejsie tvrdenie?°. Nech mame dané priamky uréené smer-
nicou a posunom (dy, f1), (d2, f2), ... (dn, fn). Potom dolnd hranica polrovin uréena tymito
priamkami (zlava doprava) je rovnaka ako horny konvexny obal uréeny dualnymi bodmi
(d1,—f1),(d2,—f2),...(dn,—fn) (proti smeru hodinovych ruci¢iek). Toto je teda priamy
navod na to, ze ako pouzit naSe rieSenie na vypocet konvexného obalu. Staci vziaf dané
body. Rozdelif si ich na horni a dolnt ¢ast (podla priamky uréenej bodmi s maximélnou
a manualnou z-ovou stradnicou), z kazdej ¢asti vyrobif dudlne priamky, vypoécitat ich hra-
nicu a potom vysledok previest spat. Na Gplny zaver eSte poznamenam, Ze tato dualita plati
medzi bodmi a priamkami, ktoré nie st rovnobezné s y-ovou osou (pre rovnobezne priamky
neexistuje smernicovy tvar).

Bodovala som nasledovne. Za spravne riesenie v ¢asovej zlozitosti O(N log N) ste mohli
ziskat 23 az 25 bodov. Kvadratickd ¢asova zlozitost vasho programu bola hodnotend so
14-timi az 17-timi bodmi. Riesenie, ktoré zvysovalo ¢as po jednej sekunde a kontrolovalo, ¢i
nejakd Godzilla sa nestane silnejSou mohlo ziskat nie¢o medzi 3-mi a 8-mimi bodmi. Body ste
mohli stratif za drobné bugy, myslienkové chyby, chybajice alebo slabé popisy a chybajice
odhady. V pripade opisovania sa celkovy pocet ziskanych bodov delil medzi opisovacov a
zaokruhloval dole.

8Kkto ho nepozna, tak nech si pozrite wikipediu: http://en.wikipedia.org/wiki/Convex hull
Y9Dokézat si ich viete rozpisanim danych vlastnosti a s trochou pocitania.

20Dokaz ponechame na usilovného Gitatela.;-)
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Obréazok 2

Obrazok 3

Obréazok 4
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Obrazok 5
Listing programu:

#include<stdio.h>
#include<stdlib.h>

#define MAX 10000 // maximalny pocet Godzill
#define INF 100000 // velke cislo
int N;

struct GODZILLA {

double d;

double f;

int id; // poradie Godzilly pri
nacitant

} GIMAX];

int SIMAX];

int X[MAX];

int last=0;

double from[MAX];
double to[MAX];

int cmp(const void *ppl, const void *pp2) {
const struct GODZILLA #*pl = (const struct GODZILLA #)ppl;
const struct GODZILLA #*p2 = (const struct GODZILLA *)pp2;
if (pl->d < p2->d || (pl->d == p2->d && pl->f < p2->f)) return -1;
if (pl1->d > p2->d || (pl->d == p2->d && pl->f > p2->f)) return 1;
return 0O;

}

double get_time(int a, int b) { // zisti cas kedy sila Godzilly G[a] a G[b]
je rovnaka

return ((G[al.f-G[bl.f)/(G[bl.d-Gl[al.d));
}

int main(void) {
int i,n;
double t1,t2;
scanf(“%d“,&N) ;
for (i=0;i<N;++i) {
scanf(“%If %If*,&Gli] .f,&G[i].d);
Gl[il.id = i;
}
gsort (G, N, sizeof(struct GODZILLA),cmp);

n=0; // ostranenie godzill s rovnakym d
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for (i=0;i<N-1;++i)
if (GI[i].d '= GI[i+1].d)
Gln++] = GIlil;
G[n++] = G[N-1];

for (i=0;i<n;++i) // spracovavanie Godzill
do {
if (last > 1) {

tl = get_time(S[last-2],S[last-1]);
t2 = get_time(S[last-1],1);
}
else if (last == 1) {
tl = 0;
t2 = get_time(S[0],1);
}
else {
tl = 0;
t2 = 0;
}
if (t1 <= t2) {
Sllast] = i;
++last;
}

else --last;
} while(tl > t2);

for (i=0;i<N;++i) { // vytvaranie vystupnych poli
froml[i] = -1;
to[i] = -1;
X[i] = -1;
}
for (i=0;i<last;++i) { // vypocitanie casov, kedy su sily rovnake

if (i==0) froml[i] = 0;

else froml[i] = get_time(S[i-1],S[i]);
if (i==last-1) to[i]=INF;

else tol[i]l = get_time(S[il,S[i+11);

X[GIISI[il].id] = i; // vypocitanie si kde v poliach from/to
najdeme zaznam pre i-tu Godzillu
}
for (i=0;i<N;++i) { // vypis
if (XT[il >= 0) {
printf (“%If - “,from[X[i]1]);
if (to[X[i]11==INF) printf(“*\n*);
else printf(“%IAn“,to[X[i11);
}
else
printf(“Toto je len godzi(te)lliatko.\n*“) ;
}
return 0;
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. , . , e opravoval Mic
9. Tradicna Godzilloballova liga (max. 25 bodov)

Tento priklad nebol zlozity, ale napriek tomu prislo velmi mélo rieSeni a k tomu iba zopar
bolo spravnych. Podme si povedat, ako vyzera také spravne rieSenie.

Najskor si zavedieme oznacenia. Nech ¢; je dlzka chytania i-tej velryby a p; je dlzka
prazenia i-tej velryby. Nech

1.s;,=0ak ¢; =p;
2. si:—lakci<pi
3.5, =1ak¢; > p;

Predstavme si, Ze sme si vSetky velryby usporiadali do nejakého (nie nutne do optimal-
neho) poradia. Nech k je taky index, Ze sp > 0 a sx41 < 0. To znamena, Ze k-ta velryba sa
dlhsie (alebo rovnako) chytd, ako prazi (a teda plati, Ze ¢, = pi + di pre d > 0) a k + 1-va
velryba sa dlhsie (alebo rovnako) prazi ako chytéd (a teda pry1 = cpr1 + drs1 a dryr1 > 0).

Nech R je ¢as, ktory treba pockat, kym sa upeéie k — 1 -véa velryba (ako dlho sa bude
,Cakat” na prazenie). Co by sa stalo, ak by sme vymenili velryby k a k+1? Ak chceme prazit
velryby v poradi k, k+ 1, tak ich praZenie skon¢i o max(maz(ck, R) + pr, ¢k + Cks1) + Prr1 =
maz(max(pr + dg, R) + pr,px + dk + crs1) + k1 + drr1 = mazx(max(py + di, R), dx +
Ck+1) + Pk + Ck+1 + drr1. Ak by sme velryby prazili v poradi k + 1, k, tak prazenie skon¢i
o max(max(cy1, R) + Drt1, Cht1 + c) + pr) = max(max(cps1, R) + cp1 + dis1, o1 +
pr + di) + pr. = maz(max(cgy1, R) + dgy1, 0k + di) + ck+1 + pi. Chytanie velryb skonéi v
rovnakom c¢ase (rozmyslite si preco) a preto nés iba zaujima ako dlho bude trvat, kym sa
uprazi poslednd z tych dvoch velryb. Skér je lepsie, lebo to moze viest k celkovému lepsiemu
casu. Aby sme zistili, ¢o je lepSie, tak spravime rozdiel:

mazx(max(py + di, R), di, + cpy1) + diy1 — maz(max(cry1, R) + dpy1, pr + di)

Podme si rozobrat jednotlivé pripady:

e Nech c¢i41 > R a teda chceme vediet aké je velké maz(max(py + di, R),di + cxy1) +
di+1 — maz(cg+1 + digy1, P + di). Zoberme si posledny ¢len. Ak je rovny cgi1 + diy1,
tak cely vyraz je nezaporny, lebo prvy clen je aspon cxi1. Ak je posledny ¢len rovny
pr + di, tak je vyraz opit nezdporny, lebo prvy ¢len vyrazu je aspon py + d.

e Nach c¢i11 < R. Chceme vediet, aké je velké max(max(px +dk, R), di + cx11) + dgr1 —
mazx(R + digy1,pr + di). Rovnakymi vahami ako v predchddzajicom pripade dosta-
neme, Ze cely vyraz je nezaporny.

ak ich vymenime, tak dostaneme lepsie poradie (alebo rovnako dobré). Preto ak zoradime
velryby podla s; tak dostaneme lepsie poradie ako predtym.

Zoberme si teraz dve velryby (k, k 4+ 1), pri¢om s = sp41. Nech s = 0 alebo s, = —1.
Potom je vyhodnejSie usporiadat velryby podla ¢asu chytania v neklesajicom poradi. Ak
s = 1 tak treba velryby usporiadat podla ¢asu prazenia v nerasticom poradi. Dokazy

tychto tvrdeni necham na usilovného ¢itatela (dokaz je podobny, ako ten vyssie).

Teraz uz mame uréené jednoznacné poradie, ako treba velryby usporiadat (najskor sa
porovnava podla s; a potom podla dlzok chytania a pecenia). Ze neexistuje lepsie poradie sa
dé ukazat jednoducho, sporom. Nech ¢as, kedy skoncéime, ak si usporiadame velryby je A.
Nech existuje lepsie poradie s ¢asom B < A. Ak je usporiadané, tak musi byt rovnako dobré
ako to nage, ¢o je spor. Ak nie je usporiadané, tak usporiadanim ziskame poradie s ¢asom
C < B. Ale dve usporiadané poradia maji rovnaky ¢as a teda C' = A. Ale dostavame tam
spor s tym, ze B < A.

Zopakujme si celé rieSenie. Najskor si usporiadame velryby tak, ze najskor pojdu tie,
ktoré sa rychlejsie chytaju, ako prazia (a v rdmci nich idu skor tie, ktoré sa rychlejsie chytaji),
potom idu tie s totoZnym ¢asom chytania a prazenia (opit usporiadané podla ¢asu chytania)
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a nakoniec idu tie, ktoré sa dlhSie prazia ako chytaji usporiadané zostupne podla casu
prazenia. Potom uZ jednoduchou simuldciou vypocitame, kolko to bude celé trvat.

Za spravne rieSenie aj s dokazom dom déaval 25 bodov, za nespravne riesenie som daval
najviac dva body. Tiez by som chcel upozornif na to, Ze opisovanie nemame prilis v laske a
za opisovanie som patri¢ne strhaval body.

Celkova ¢asova zlozitost riesenia je O(N log N) (kvéli triedeniu) a pamétova naro¢nost

je O(N).

Listing programu:

#include <vector>
#include <algorithm>
#include <iostream>
using namespace std;

int signum(int a){
if(a<0)return -1;
if(a>0)return 1;
return 0O;

}

struct cmp{
bool operator() (const pair<int,int> &a, const pair<int,int> &b)const{
int sa=signum (a.first-a.second) ,sb=signum (b.first-b.second) ;
if(sa!=sb)return sa<sb;
if(sa==-1)return a.first<b.first;
if(sa==1)return a.second>b.second;
return false;

}
};
int main(){
int N;
cin>>N;

vector<pair<int,int> > R(N);
for (unsigned int i=0;i<R.size();i++){
cin>>R[i] .first>>R [i] .second;
T
sort(R.begin() ,R.end () ,cmpQ);
int priprava=0,pecenie=0;
for (unsigned int i=0;i<R.size();i++){
priprava+=R/[i] .first;
pecenie=max (pecenie, priprava)+R [i] .second;

}
cout<<pecenie<<endl;
}
e . ... opravoval Dano
10. Tradi¢na Godzilloballova liga (max. 25 bodov)

K tomuto prikladu prisli len Styri rieSenia, z ktorych jedine funkéné poslal Peto Fulla. Pozrime
sa ako také rieSenie mohlo vyzeraf.

Najprv si priklad trochu zjednodusme. Vsimnite si, ze polomer sfér vplyvu je prirodzené
¢islo nie vicsie ako R, a tych je len konecne vela. TakZe jedno mozné rieSenie je postupne
vyskusat vSetky polomery, zratat plochu a zobrat maximum. Takze, uvazujme jednoduchsi
problém, pri ktorom mame pevne dany polomer r sfér vplyvu. KedZe, podla zadania, sa
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prekryvy pri pocitani celkovej plochy nebert do tvahy, nam staci len zistit kolko najviac
Godzill vieme postavit pri tomto polomere, vynasobit 772 a mame odpoved.

Predstavme si nasledujuci graf. Do dvoch stipcov si pekne pod seba nakreslime vrcholy,
kde kazdy jeden vrchol v pravom stipci prislticha prave jednému rozslapovacovi a kazdy jeden
vrchol v Tavom stlpci prisltcha prave jednému drticovi. A ak st dve Godzilly rozneho druhu
nebezpecne blizko pri sebe, nakreslime hranu medzi prislusnymi vrcholmi. V§imnite si, zZe
hrany vedu iba medzi dvoma stipcami a ziadna hrana neza¢ina a nekonéi v tom istom stipci.
Takémuto grafu, ktory sa da rozdelif na také dve casti, ze vSetky hrany vedu iba medzi
tymito dvoma ¢asfami, sa midro hovori bipartitny a jednotlivé Gasti sa nazyvaju particie.

Takze, prelozenim do reéi grafov, mame bipartitny graf a v fiom chceme nédjst mnozinu
vrcholov takt, Ze ziadna hrana nevedie medzi dvoma vrcholmi v tejto mnozine. Odborne,
takejto mnozine sa hovori nezdvisla mnoZina. A spomedzi vSetkych nezavislych mnozin,
chceme néajst t najviacsiu. Zoberme si teraz fubovolni nezavisli mnozinu S a vSimnite si,
ze nikdy sa nemdze staf, ze by oba konca jednej hrany patrili do S, lebo potom by mnozina
nebola nezavisla. Inymi slovami, aspon jeden koniec kazdej hrany nelezi v .S. Opacne, ak
mame mnozinu vrcholov T' taku, Ze aspon jeden koniec kazdej hrany patri do T tak potom
vrcholy ktoré nepatria do T' musia tvorif nezavisli mnozinu, lebo inak by existovala hrana,
ktora by nemala ani jeden koniec v T'. Prave sme si ukazali, ze doplnok nezavislej mnoziny v
grafe je mnozina vrcholov, ktorej sa fundovane hovori vrcholové pokrytie. Ak si toto vSetko
zhrnieme, jediné ¢o potrebujeme najst je miniméalne vrcholové pokrytie v bipartitnom grafe,
kedZze, ako sme prave ukazali, jeho doplnok je najvicsia nezdvisla mnozina.

A na ¢o je nam vlastne vSetko toto dobré? No v podstate nani¢, keby neprisiel ujo
Kénig a nepovedal ndm svoju muidru vetu, Ze velkost minimélneho vrcholového pokrytia v
bipartitnom grafe sa rovna velkosti maximéalneho péarenia. Ti, ¢o vedia ¢o je a ako sa hladé
maximalne parenie v grafe mozu nasledujicu sekciu s pokojom presko¢it. A ti, ktori poznaja
aj Kénigovu vetu, mozu kludne skocit este dale;j.

Parenie?! Pdrenie v (bipartitnom) grafe je takd mnozina hran, Ze Ziadne dve hrany v tejto
mnozine nemaju spolo¢ny vrchol. Inymi slovami, snazime sa poparit vrcholy tak, aby ziaden
vrchol nebol spéareny s viac ako jednym vrcholom. Samozrejme, moze sa lahko staf, napriklad
ak particie nie s rovnako velké, Ze nie vSetky vrcholy st sparené. A maximéalne parenie je
parenie s najvacsim poc¢tom hran. Tieto definicie si vSeobecné a platia vo vS§eobecnych grafov,
my ale dalej budeme uvazovat len grafy bipartitné??.

Uvazujme, ze mame nejaké, nie nutne optimélne parenie v bipartitnom grafe a ofarbime
si hrany v pareni na modro a zvysné na cerveno. Zlepsujuca cesta je taka cesta v grafe, ktora
za¢ina v nesparenom vrchole v lavej particii a postupne pokracuje striedavo po ¢ervenych a
modrych hranich az kym neskon¢i v nejakom nesparenom vrchole v pravej particii. VSimnite
si, ze kedZe zlepSujuca cesta zacina vlavo a kon¢i vpravo, pocet prechodov doprava a nasledne
¢ervenych hran musi byt o jedna viac ako pocet modrych hran leziacich na tejto zlepSujtce;j
ceste. Taktiez, prefarbenim modrych hran na cervené a Cervenych na modré na zlepsujice;j
ceste dostaneme znovu péarenie. A teda, ak vieme v pareni ndjst zlepSujticu cestu, vieme, iba
prefrabenim hrén na nej, najst parenie o jedna vicsie. Takze, ak parenie obsahuje zlep$ujicu
cestu, nemoze byt maximéalne. Ale ¢o o opaku tohto tvrdenia? Je pravda, ze ak parenie nie
je maximalne tak potom nutne obsahuje zlepSujicu cestu?

Odpoved je ano. Oznacme nase parenie M a uvazujme, Ze existuje aj viicSie parenie N.
Teda |N| > |M]|. A nech P je mnozina tych hran, ktoré patria do M alebo N, ale nie do oboch.
Mudrymi slovami na oblbovanie kamaratov, nech P je symetrickd diferencia N a M. Kedze
aj M aj N st parenia, kazdy vrchol susedi s najviac jednou hranou z M a jednou z N a teda,
s najviac dvoma hranami z P. Ako vyzera taky graf, kde stupen kazdého vrchola je najviac

21 , . , , . . . . . . , .
Bontém mi nedovoli nespomentt, ze niektori ludia mu hovoria aj parovanie.

22 Ambiciéznym riesitelom je odportcané vyguglit si daco o vieobecnom péreni.
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27 Nutne, a tu sa treba trochu zamysliet, takyto graf sa skladé z izolavanych vrcholov, cyklov
a jednoduchych ciest bez cyklov. Na kazdom cykle a kazdej ceste, sa musia striedat hrany
z M a hrany z N, lebo inak by niektory vrchol susedil s dvomi hranami patriacim do toho
istého péarenia. Takze, vietky cykly v P musia byt parnej dizky a obsahovaf rovnaky pocet
hrén z oboch péareni. Odmyslime si teda cykly a vSimnime si, ze kedZze my stale uvazujeme,
ze N je vicsie ako M, musi existovat aspon jedna cesta C, ktord mé o jednu hranu z N
viac ako z M. A kedZe my vieme, ze hrany z N a M sa striedajd, prva aj poslednd hrana
na C musi byt z N. A tu uz je lahké vidiet, ze C' je zlepSujica cesta pre M, lebo jeden jej
koniec musi lezat vlavo, druhy vpravo, oba st nesparené, lebo inak by konce neboli koncami,
a taktiez striedaju sa na nej hrany z M a nie z M.

Toto pozorovanie néas vedie, k sStandardnému algoritmu na hladanie maximalneho péarenia
v grafoch a to, za¢nime s prazdnym parenim a postupne hladajme zlepSujicu cestu prehla-
déavanim do sirky alebo hibky, prehodme hrany na tejto ceste a ak uz ziadnu zlepsujicu cestu
nevieme najst, vieme, ze sme nasli parenie maximélne a moézme skoncif. Neskor v tomto pri-
klade budeme potrebovat najst zlepsujicu cestu len na jedno prehladavanie, takze namiesto
lenivého postupu spustif prehladévanie do hibky z kazdého jedného nespéareného vrchola v
lavej particii, spustime prehladdvanie akoby naraz zo vSetkych nesparenych vrcholov.

Kénigova veta Chceme ukazaf, Zze velkosf maximéalneho parenia M sa rovna velkosti naj-
mensSieho vrcholového pokrytia. Najprv si vSimnite, ze vrcholové pokrytie musi pokryvat
vSetky hrany v M. A teda, kedze M je pérenie, velkost Tubovolného pokrytia musi byt aspon
|M| TakZe ndm staci ukazaf, ze vieme zostrojit pokrytie o velkosti |M|. Od teraz, ceste v
bipartitnom grafe budeme hovorit striedava, ak zac¢ina v nejakom nesparenom vrchole v Tavej
particii a vSetky hrany z lava do prava nie s v M a vSetky hrany z pravej particie do lavej st
v M. Inymi slovami, striedava cesta je ,zlepSujica cesta®, ktord nemusi konc¢if v sparenom
vrchole.

Pre kazda hranu v M, zoberme vrchol v pravej particii, ak nejaka striedava cesta konci
v tom vrchole, a vrchol v Tavej particii v ostatnych pripadoch. Ozna¢me mnozinu tychto
vrcholov S. Zjavne, |S| = |M|. Teraz si ukazeme, ze S je vrcholové pokrytie. Zoberme
Tubovolnt hranu H v nasom grafe. Ak H patri do M, tak z konstrukcie S plynie, Ze (préave)
jeden jej koniec je v S. Ak H nie je v M, tak oznacme jej Tavy vrchol a a pravy vrchol b.
Teraz, M musi nutne obsahovat hranu (c,d), kde ¢ je v Tavej a d v pravej particii, takd, ze
a = c alebo b = d, lebo inak a — b by bola zlepsujtca cesta a M by nebolo maximalne. Mo6ze
ndm nastat par situacii, ak b = d, potom a — d = b je striedava cesta, kedze H ¢ M = a
je nespareny vrchol, a teda b = d € S. Na druht stranu, ak a = ¢ a ¢ patri do S, potom,
zjavne, a patri do S. A teda, posledny pripad, ktory musime rozobraf je a = ¢ a ¢ nie je v
S. Potom d, opa¢ny koniec pariacej hrany, musi patrit do S a teda, musi existovat striedava
cesta C' konciaca v d. Ak a nelezi na C, potom C' — a — b je striedava cesta konciaca v b.
Ak a lezi na C, tak potom cesta, ktora zacina ako C', ale v a sa odpoji a pokracuje do b je
striedava cesta konciaca v b. B musi byt sparené, lebo inak striedavéa cesta, ktori sme prave
zostrojili, by bola v skuto¢nosti zlepsujica, ale my vieme, Ze to sa nemoze stat kedze M je
maximalne parenie. Takze b je spareny vrchol taky, Ze nejaka striedava cesta v nom kondi.
A teda, z definicie S, b patri do S.

A na zaver k rieSeniu Majic po ruke vSetku tazki masinériu z poslednych par odstavcov,
rieSenie je uz celkom jednoduché. Pre kazdy mozny polomer r sféry vplyvu si zostrojime
prislichajuci bipartitny graf. V grafe najdeme maximalne parenie P a z Konigovej vety
vieme, ze velkost maximéalnej nezavislej mnoziny a teda maximélny pocet Godzill, ktoré
moézme postavit, je M + N — |P|. Tento pocet vynasobime 772 a madme maximalnu plochu
pri danom polomere. Nakoniec, uz len sta¢i zobrat maximum z ploch a sme hotovi.
Uzito¢na finta ¢islo jedna je si v§imnuf, ze postupnym zviicéSovanim polomeru sfér, hrany

.....

zaciatku, ale moézme pokracovat uz vo vypocitanom pareni. Uzito¢na finta ¢islo dva je si
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vSimnut, Ze polomery, pri ktorych priddvame hrany do grafu a teda sa ndm aj moze zme-
nit parenie, si polomery také, pri ktorych sa nejaké dve Godzilly roznych typov dostant
nebezpecne blizko. A tychto je najviac len N M. TakZze nam v skutoc¢nosti stac¢i skusat len
N M rbéznych polomerov zodpovedajiucim Godzilldm nebezpecne blizko. Dokonca, vSimnite
si, ze toto rieSenie by fungovalo aj ak by velkost polomerov mohlo byt Tubovolné nezaporné
realne cislo. Prave ze, v tomto pripade je diskrétne riesenie o Cosi zlozitejsie, lebo musime
spravne oSetrit pripady ako polomer= 9.0,9.4,10.0. UZito¢na finta ¢islo tri je si vSimnut, Ze
po pridani jednej hrany do grafu sa moze maximalne parenie zvicsit najviac o jedna.

Zhrntic nase rieSenie, na poratanie a utriedenie vzdialenosti medzi Godzillami potrebu-
jeme O(NM log NM) ¢asu. Nésledne, postupne po jednej v neklesajicom poradi priddme
do grafu vSetky hrany kratsie ako R/2. Tychto je najviac NM a po pridani kazdej hrany
spustime jedno prehladavanie z nesparenych vrcholov. V najhorsom pripade prehladame cely
graf, ktory moze mat az N M hrén. Takze jedno prehladanie je v O(N+M+NM). A teda cel-
kové ¢asovd zlozitost je O((NM)?) a kedZze si musime pamiitat cely graf, pamiifova zloZitost
je O(NM).

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <cmath>
#include <cstring>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <utility>
#include <queue>

using namespace std;
int n, m;
int na_druhu(int x){return x*x;}

struct Hrana{
int dlzka, vlavo, vpravo;

};

bool porovnaj(const Hrana &a, const Hrana &b){
return a.dlzka < b.dlzka;
}

vector<vector<int> > graf;
vector<int> sparovany_vlavo, sparovany_vpravo;
vector<int> predosly;

bool zlepsujuca_cesta(){
for(int i=0; i<m; i++) predosly[i] = -1;
vector<int> bol_vlavo(n,false) ;
queue<int> fronta;
for(int i=0; i<n; i++)
if (sparovany_vlavol[i]l == -1){
bol_vlavol[i] = true;
fronta.push(i);

}
int nasiel = -1;
while (!fronta.empty() && nasiel == -1){

int vrchol = fronta.front(); fronta.pop();
for(int i=0; i<(int)graf[vrchol].size(); i++){
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int kam = graf[vrchol] [i];
if(predosly [kam] !=-1) continue;
predosly [kam] = vrchol;

if (sparovany_vpravo[kam]==-1){
nasiel = kam;
break;

}

if(!'bol_vlavo[sparovany_vpravo[kam]]){
bol_vlavo[sparovany_vpravo[kam]] = true;
fronta.push (sparovany_vpravo[kam]) ;
¥
}
}

if(nasiel == -1) return false;

int vrchol = nasiel;

while(vrchol '= -1){
int kam = predosly[vrchol];
sparovany_vpravo [vrchol]l] = kam;
int dalsi = sparovany_vlavo[kam];
sparovany_vlavo[kam] = vrchol;
vrchol = dalsi;

}

return true;

int main(){
int r;
scanf(“%d“, &n);
vector<int> drtic_x(n) ,drtic_y(n);
for(int i=0; i<n; i++)
scanf(“%d %d“, &drtic_x[il, &drtic_y[il);
scanf(“%d“, &m);
vector<int> rozslapovac_x(n), rozslapovac_y(n);
for(int i=0; i<m; i++)
scanf(“%d %d“, &rozslapovac_x[i], &rozslapovac_yl[il);
scanf(“%d“, &r);

graf.resize(n) ;
sparovany_vlavo.resize(n, -1);
sparovany_vpravo.resize(m, -1);
predosly.resize(m) ;

vector<Hrana> hrany;
for(int i=0; i<n; i++)
for(int j=0; j<m; j++){
int dlzka = na_druhu(drtic_x[i] - rozslapovac_x[j])+na_druhu(drtic_y[i] -
rozslapovac_y[j1) ;
if (dlzka <=1 * r * 4){
Hrana hrana;
hrana.dlzka = (int) (sqrt(dlzka)/2.0);
hrana.vlavo = i;
hrana.vpravo = j;
hrany.push_back(hrana) ;
}
}

sort (hrany.begin(), hrany.end(), porovnaj);

http://www.ksp.sk/ksp2.0

27



28 Tradicnd Godzilloballova liga

int index = 0, parovanie = 0, najvacsia_plocha = 0;
while(index < (int)hrany.size()){
int povodna_dlzka = hrany[index] .dlzka;

int plocha = (n + m - parovanie) * na_druhu(povodna_dlzka) ;

najvacsia_plocha = max(najvacsia_plocha, plocha);

while(index < (int)hrany.size() && hrany[index].dlzka == povodna_dlzka){
graf[hrany [index] .vlavo] .push_back (hrany [index] . vpravo) ;
index++;
if(zlepsujuca_cesta()) parovanie++;
}
}

najvacsia_plocha = max(najvacsia_plocha, (n + m - parovanie) * na_druhu(r));
printf(“%.91An“,3.1415926535897 * najvacsia_plocha);
return 0;
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Vysledkova listina po 1. kole kategérie KSP-Z

Meno a priezvisko Skola Trieda| 1 2 3 4 5 by

1| Hozza Jan Gym. Jura Hronca BA 2 10 10 10 11 15 | 56
2 | Balog Matej Gym. Grosslingova BA 2 10 8 10 11 11 | 50
3| Kekely Michal Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 2 10 9 3 12 11 | 45
4| Balaz Martin Gym. Alejova Kosice 4 9 9 15 11 | 44
5| Hruska Eugen Gym. Hlohovec 3 6 8 5 12 11 | 42
6 | Bosdk Radomir Gym. Grosslingova BA 4 10 10 10 11 | 41
7| Korba$ Rafael Gym. Hronskd BA 2 10 6 14 9 | 39
7| Sladek Filip Gym. Namestovo 3 10 8 10 11 | 39
7| Vavrik Boris Gym. Jura Hronca BA 2 10 8 11 10 | 39
10 | Kuzma Tomas Gym. Alejova Kosice 4 5 4 10 8 11 | 38
11 | Kieferovid Maria Gym. sv. Frantiska Zilina 4 10 5 11 11 | 37
12| Kuchynar Martin Gym. Jura Hronca BA 3 10 8 8 10 | 36
13 | Bubnar Michal Gym. sv. Frantigka z Assisi V.n. Toplou 4 10 4 8 3 10| 35
13| Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 2 10 8 4 6 7| 35
15| Kunec Sebastian Gym. Konstantinova Presov 4 10 3 10 10 | 33
15| Varga Matyas Gym. H. Selyeho Koméarno 2 10 8 4 11 | 33
15| Smihla Jan ZS Saratovska 0 8 8 6 0 11 | 33
18 | Jurovych Jakub Gym. Okruzna Zvolen 2 9 5 6 11 31
19| Dresslerova Anna Gym. Jura Hronca BA 2 7 9 12 28
20 | Phuong Mariana Gym. Jura Hronca BA 2 10 9 8 27
21| Machac Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 9 6 10 25
22| Cuc Bruno Gym. Grosslingova BA 3 10 0 7 0 7| 24
22| Majdis Mojmir Gym. Dolny Kubin 3 10 9 5 24
22| Spano Marek Gym. Jura Hronca BA 2 10 14 | 24
25| Tana Téthova Gym. Jura Hronca BA 3 9 5 8 | 22
26 | Jankovi¢ Radovan Gymnazium Levice 2 9 8 4 0 21
27| Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 3 10 10 | 20
27| Kucera Martin Gym. Golianova Nitra 2 10 6 4 20
27 | Macko Lukas Gym. S. Moyzesa B. Bystrica 3 9 7 4 20
30| Stanciakovd Katarina | Gym. Jura Hronca BA 3 9 7 3|19
31| Anderle Michal Gym. Hali¢ska Lucenec ? 6 3 9 | 18
31| Simko Stanislav Gym. Jura Hronca BA 3 5 5 4 4 | 18
33| Oreni¢ Jozef Gym. Slovenska Bardejov 3 7T 3 2 5| 17
34| Bogi Tamas SPS Komérno 2 8 8 16
34| Maris Andrej Gym. Piaristickd Nitra 1 8 3 1 2 2] 16
34| Pinter Martin Gym. Jura Hronca BA 2 10 6 16
34| Plank Martin Gym. A. Merici Trnava 4 9 7 16
34| Palenik Martin Gymnéazium Levice 4 10 6 16
39| Machac¢ Matej Gym. P. de Coubertina Piestany 3 6 0 8 | 14
39| Szabd Peter SPSE Nové Zamky 4 7 7| 14
39| Tulala Peter Gym. A. Merici Trnava 3 9 5 14
42 | Plavak Dusan Gym. Trstena 2 9 2 11
43| Chomjak Maros Gym. Alejova Kosice 3 10 10
43 | Novella Tomas Gym. Alejova Kosice 3 10 10
43 | Piovarc¢i Michal Gym. Hronskd BA 4 6 4 10
43| Stajer Andrej Gym. Dolny Kubin 3 10 10
47 | Dzurilla Bohus Gym. Alejova Kosice 3 9 9
47| Iring Andrej Gym. Jura Hronca BA 2 9 9
47| Kentos Michal Gym. sv. Frantigka z Assisi V.n. Toplou 4 9 9
47| Koval Anton Gym. L. Stockela Bardejov 3 9 9
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30 Vysledkovd listina

Meno a priezvisko Skola, Trieda| 1 2 3 4 5 b))
47 | Pivovarcéi Michal Gym. Hronskd BA 4 9 9
47| Toth Robert Gym. Alejova Kosice 3 9 9
47 | Uchnar Matus Gym. Alejova Kosice 3 9 9
47| Zatrochova Zuzana Gym. Alejova Kosice 3 9 9
55| Holas Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 8 8
55| Nagy Stefan SPS Komérno 3 5 3 8
57 | Mudrik Richard Gym. J. M. Hurbana Cadca 4 7 7
58 | Porubsky Martin Gym. sv. Cyrila a Metoda Nitra 3 6 6
59 | Cudrak Milos Gym. J. M. Hurbana Cadca 4 5 5
59 | Kmec Peter Gym. Konstantinova Presov 2 5 5
61| Anderko Maros Gym. Konstantinova Presov 3 1 3 4
61| Astary Matej Gym. Konstantinova Presov 3 1 3 4
61| Fotta Michal Gymnazium Povazska Bystrica 3 1 3 4
61| Nguyen Tien Phong Gym. Konstantinova Presov 3 1 3 4
61| Trebichavsky Richard | Gym. Jura Hronca BA 1 4 4
66 | — Anonym Gym. Jura Hronca BA ? 0
66 | Bogarova Zuzana Gym. Ludovita Stara Trenéin 2 :) 0
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Vysledkovd listina
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Visledkova listina po 1. kole kategdérie KSP-O

Meno a priezvisko Skola Trieda| 4 5 6 7 8 b))

1| Sréamek Martin Gym. Alejova Kosice 4 12 11 20 20 25 | 88
2| Balaz Martin Gym. Alejova Kosice 4 15 11 18 20 23 | 87
3| Kuzma Tomas Gym. Alejova Kosice 4 8 11 20 20 24 | 83
4| Herencsar Albert Gym. mad. Galanta 4 12 11 20 20 17 | 80
5| Hudec Tobias Gym. Partizdnske 3 13 11 20 10 25 | 79
6 | Kovac Jakub Gym. sv. Cyrila a Metoda Nitra 4 12 11 20 19 15 | 77
7 | Petrucha Michal Gym. Metodova BA 4 11 20 20 25 | 76
8| Fulla Peter SPS strojnicka Spisska Nova Ves 4 12 15 20 25 | 72
9| Csiba Peter Skola pre mim. nadané deti BA 4 11 16 18 16 | 61
10 | Belan Tomas Skola pre mim. nadané deti BA 3 12 10 12 8 16 | 58
11 | Proksa Ondrej Gym. Parovska Nitra 4 10 11 11 8 17 | 57
12| Spéanik Marian Gym. sv. Frantigka Zilina 4 11 11 6 16 | 44
13| Rohar Pavol Gym. M. R. Stefanika, Kosice 3 4 14 9 8 5| 40
14| Spano Marek Gym. Jura Hronca BA 2 14 20 34
15| Hojcka Michal Gym. Partizanske 4 11 7 8 7| 33
15| Hruska Eugen Gym. Hlohovec 3 12 11 6 4| 33
15| Sladek Filip Gym. Namestovo 3 11 13 9| 33
18 | Ziman Michal Gym. Hali¢skd Lucenec 3 11 20 31
19| Hozza Jan Gym. Jura Hronca BA 2 11 15 26
20| Hagara Michal Gym. Jura Hronca BA 3 12 13 25
20 | Jursa Jakub Gym. Alejova KoSice 4 14 11 25
22| Machac Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 10 8 6| 24
22 | Miklovi¢ Tomas Gym. Nové Zamky 3 5 5 14 | 24
24| Kekely Michal Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 2 12 11 23
24 | Korbas Rafael Gym. Hronskd BA 2 14 9 23
26 | Balog Matej Gym. Grosslingova BA 2 11 11 22
26 | Jankovi¢ Radovan Gymnéazium Levice 2 0 7T 7 8| 22
26 | Kieferova Maria Gym. sv. Frantigka Zilina 4 11 11 22
29| Bubnar Michal Gym. sv. Frantiska z Assisi V.n. Toplou 4 3 10 8 21
29 | Iring Andrej Gym. Jura Hronca BA 2 7 14 | 21
29 | Kikta Michal Gym. Tatarku Poprad 4 14 7 21
29 | Kunec Sebastian Gym. Konstantinova Presov 4 10 10 0 1 0| 21
29| Vavrik Boris Gym. Jura Hronca BA 2 11 10 21
34| Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 3 10 7 3| 20
35| Stanciakovd Katarina | Gym. Jura Hronca BA 3 3 8 4] 15
36 | Machac¢ Matej Gym. P. de Coubertina Piestany 3 8 6 14
37| Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 2 6 7 13
38 | Dresslerova Anna Gym. Jura Hronca BA 2 12 12
38 | Phuong Mariana Gym. Jura Hronca BA 2 12 12
38| Piovarc¢i Michal Gym. Hronskd BA 4 8 4] 12
38| Tana Téthova Gym. Jura Hronca BA 3 8 4 | 12
42 | Bosdk Radomir Gym. Grésslingovd BA 4 11 11
42 | Jurovych Jakub Gym. Okruznda Zvolen 2 11 11
42 | Varga Matyas Gym. H. Selyeho Komaéarno 2 11 11
42| Smihla Jan ZS Saratovska 0 0 11 11
46 | Kuchynar Martin Gym. Jura Hronca BA 3 10 10
47| Anderle Michal Gym. Hali¢skd Lucenec ? 9 9
47| Simko Stanislav Gym. Jura Hronca BA 3 4 5 9
49| Cuc Bruno Gym. Grosslingova BA 3 0o 7 7
49| Szabd Peter SPSE Nové Zamky 4 7 7
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Vysledkovd listina

Meno a priezvisko Skola. Trieda| 4 5 6 7 b))
51| Tulala Peter Gym. A. Merici Trnava 3 6 6
52| Orenic¢ Jozef Gym. Slovenskéd Bardejov 3 5 5
53| Anderko Maros Gym. Konstantinova Presov 3 3 1 4
53| Astary Matej Gym. Konstantinova Presov 3 3 1 4
53| Fotta Michal Gymnazium Povazska Bystrica 3 3 1 4
53 | Maris Andrej Gym. Piaristicka Nitra 1 2 2 4
53| Nguyen Tien Phong Gym. Konstantinova Presov 3 3 1 4
58 | Plavak Dusan Gym. Trstena 2 2 2

Vysledkova listina po 1. kole kategérie KSP-T

Meno a priezvisko Skola, Trieda| 8 9 10 P

1| Fulla Peter SPS strojnicka Spisska Nova Ves 4 25 25 20 | 70
2 | Hudec Tobias Gym. Partizanske 3 25 25 2| 52
3| Petrucha Michal Gym. Metodova BA 4 25 25
3| Sramek Martin Gym. Alejova Kosice 4 25 25
5| Kuzma Tomés Gym. Alejova Kosice 4 24 24
6 | Balaz Martin Gym. Alejova Kosice 4 23 23
7| Herencsar Albert Gym. mad. Galanta 4 17 17
7| Kovac¢ Jakub Gym. sv. Cyrila a Metoda Nitra 4 15 2 17
7| Proksa Ondrej Gym. Parovska Nitra 4 17 17
10| Belan Tomas Skola pre mim. nadané deti BA 3 16 16
10| Csiba Peter Skola pre mim. nadané deti BA 4 16 16
10| Spanik Marian Gym. sv. Frantiska Zilina 4 16 16
13| Iring Andrej Gym. Jura Hronca BA 2 14 14
13| Miklovi¢ Tomas Gym. Nové Zamky 3 14 14
15| Jankovi¢ Radovan Gymnéazium Levice 2 8 2 2|12
16 | Sladek Filip Gym. Namestovo 3 9 9
17| Hruska Eugen Gym. Hlohovec 3 4 2 2 8
18 | Hojcka Michal Gym. Partizanske 4 7 7
19| Machac¢ Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 6 6
19| Tana Toéthova Gym. Jura Hronca BA 3 4 2 6
21| Rohar Pavol Gym. M. R. Stefanika, Kosice 3 5 5
22| Piovarc¢i Michal Gym. Hronskd BA 4 4 4
22| Stanciakovd Katarina | Gym. Jura Hronca BA 3 4 4
24 | Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 3 3 3
25| Anderko Maros Gym. Konstantinova Presov 3 0 O 0
25| Astary Matej Gym. Konstantinova Presov 3 0 0
25| Fotta Michal Gymnazium Povazska Bystrica 3 0 0 0
25| Kmec Peter Gym. Konstantinova Presov 2 0 0
25 | Kunec Sebastian Gym. Konstantinova Presov 4 0 0 0
25| Nguyen Tien Phong Gym. Konstantinova Presov 3 0 0 0
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