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Vzorové riesenia 2. kola zimnej ¢asti

Milé nase riesitelky, mili nasi rieSitelia, milé nase rieSitelaté,

zase raz sa dala mohutnad masinéria zvana ,,banda lenivych vedicich“ do pohybu a pri-
niesla vam tplne nové vzoraky. St to dobré vzoraky... plné emdcii, nadeji, spravnych riesent,
tragédii i splnenych zelani. Verime, ze Vas poteSia aspon tak, ako nas ich tspesna kolaudacia.

Necitajte ttuto vetu!!
KSPaci

. Opravoval MMx
1. Zn. Kravina (max. 10 bodov)

Predstavme si zoznam néradia ako telefénny zoznam. Prelistovat cely zoznam kvoli kazdému
menu, ktoré chceme najst, si trifne len ozajstny optimista. O nieco lepsi napad je utriedit si
zoznam mien, ktoré hladame, podla abecedy. Potom nam staci prelistovat cely zoznam len
raz, pretoze vieme, v akom poradi v nom mame hladané mené ocakavat. Ale stale musime
v najhorSom pripade precitat kazdé jedno meno zo zoznamu. PresnejSie povedané, zlozitost
tohoto algoritmu je O(N + K log K). Ak je N > K (¢o zadanie naznacilo), potom zlozitost
tohto algoritmu O(N) je horsia ako zlozitost vzorového. Ak by K bolo rddovo rovnako velké
ako N, potom budu obidva algoritmy porovnatelne rychle..

Optimalne rieSenie funguje podobne, ako snad kazdy, kto taky telefénny zoznam dostane
do ruk: Otvori ho na nejakom mieste, tym sa zoznam rozdeli na dve c¢asti. Potom sa pozrie
¢i hladané meno je v abecede skor alebo neskor a podla toho sa zaobera uz len prvou alebo
druhou ¢astou. Teraz potrebuje riesit rovnaky problém, len na mensej ¢asti zoznamu, teda
ni¢ mu nebréni postup opakovat az kym sa nedopracuje k miestu, kde by hladané meno
patrilo.

Tento algoritmus binarneho vyhladévania je zndmy tym, Ze ak si dopredu nepremyslite
detaily ako ,,v ktorej Casti pola eSte hfTadam“ alebo ,kedy sa mam zastavit®, potom stravite
dlhé zimné vecery nahananim kadejakych plus minus jednotiek. Na pomoc prichadza inva-
riant: to je tvrdenie, ktoré v istom bode programu vzdy plati. Napriklad vo vzoraku plati vo
vnutri while-cyklu, Ze a ukazuje na prvy prvok kde eSte moze byt vysledok a b ukazuje hned
za posledny takyto prvok. Preto napriklad ked zistim, Ze kravina? poziadavka je skor ako
testovany prvok, mozem s istotou priradit b := x, lebo viem Ze x je prvy prvok, v ktorom uz
vysledok nebude. Ked mi premenné a a b ukazuju uz len na jeden prvok, nie je dovod dalej
pokracovat, pretoze jeden prvok Tahko otestujem, ¢i to je vysledok.

Casova zlozitost jedného takéhoto hladania zavisi od toho, kolkokrat sa pole dlzky N
dé rozdelit napoly, aby nam ostal aspon jeden prvok. To ndm priblizne vyjadruje funkcia
log, N, teda ¢asova zlozitost je O(K log N). Ak do pamiitovej zlozitosti zapocitame aj zoznam
naradia, bude to O(N), ina¢ bude konstantna.

1Kto sa pozrel aj sem je ale tplna lama. A kto sa sem pozrel aj minuly rok, je este viésia lama.

2A toto nie je kravina!
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2 Zakernd hra

Listing programu:

var i,n,kva :longint;
naradie :array[0..100] of string;
policka :array[0..100] of longint;
poziadavka :string;
a,b,x :longint;
begin
readln(n) ;
for i:=0 to n-1 do
begin
readln (naradiel[il);
readln(polickali]);
end;
readln (k) ;
for i:=0 to k-1 do
begin
readln (poziadavka) ;
a:=0; b:=n;
while b-a>1 do
begin

x:=(a+b) div 2;
if naradie[x]<=poziadavka then a:=x

else b:=x;
end;
if (poziadavka<>naradie[al) or (polickal[al=-47) then
begin
writeln (’Nedokazeme krave vyhoviet.’) ;
halt;
end;
end;
writeln (’Dokazeme krave vyhoviet.’) ;
end.
A 3 Opravoval Maty
2. Zakerna hra (max. 10 bodov)

Prvé rieSenie, ktoré ¢loveka napadne, je vyskusat vSetky mozné zaciatky a konce a spocitat
stcet karti¢iek, ¢im dostavame zloZitost O(N?3). Za ttto zlozitost ste mohli ziskat 5 bodov.
Jednoduchou tivahou to mézeme zlepsif na N? tym, ze si uvedomime, Ze zo siétu postupnosti
od i po j vieme zratat stcet od ¢ po j + 1 iba pric¢itanim karticky na mieste j + 1 namiesto
znova séitavania karti¢iek od i po j + 1. Za takéto rieSenia sa dalo ziskat 7 bodov. A teraz
podme ku vzorovému linedrnemu rieeniu. Najprv ku kazdej karti¢ke pri¢itame 1 za dlzku
postupnosti. Teraz uz hladame len podpostupnosti s najviac¢sim suctom.

Predstavme si situdciu, ze zacneme hrat od i-tej karticky a nech té je kladné. V hre sa
nam oplati ostat iba kym sticet nasich karticiek nie je zaporny. Nech po pric¢itani j-tej karticky
prvykrat dostaneme zaporny sicet, teda aj samotna j-ta karticka je zaporna. Je zjavné ze ak
zacneme v rozmedzi od i+1 az po j-tu karticku, nedostaneme lepsi stiéet, ako ked za¢neme od
i-tej karticky. A teda najblizsi vhodny zaciatok na hladanie optimalnej postupnosti je (j+1)-
va karticka. A rovnako pokracovat v hre od i-tej karticky so zdpornym stuctom sa neoplati
oproti moznosti zac¢at znovu od j + 1-tej karty s nulovym stc¢tom. Takze nas algoritmus
funguje nasledovne. Za¢nime hrat od prvej karticky. Berieme karticky, kym nemame zaporny
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Zimomravy obdlZnik 3

pocet bodov.?> V momente, ked mame zaporny pocet bodov, si vytvorime novy zaciatok a
znova ideme hladat najlepsi koniec k tomuto zaciatku. Takto linedrne prejdeme kartickami
a urcite niekedy najdeme optimalny zaciatok a k nemu optimalny koniec, takze staci stale
porovnavat doterajsi sicet s maximom.

Listing programu:

var sucet,aktzac,bestzac,bestkon,max,n,i: integer;
a : array [1..200] of integer;
begin
Readln(n);
for i:=1 to n do begin
readln(alil);
inc(alil);
end;
aktzac:=1;{odkial hladam najlepsiu postupnost}
bestzac:=1;

bestkon:=1;
sucet:=0;
max:=-9999;

for i:=1 to n do begin
sucet :=sucet+al[i];
if (sucet>max) then begin{zapametam si aktualne najlepsiu moznost}
bestzac:=aktzac;

bestkon:=i;
max:=sucet;
end;

if (sucet<0) then begin
aktzac:=i+1;{zmenim aktualny zaciatok a zacnem hrat odzonva}

sucet :=0;
end;
end;
for i:=bestzac to bestkon do write(ali]l-1,’ 7);
writeln;
end.
. ) v Opravoval Miso
3. Zimomravy obdlznik (max. 10 bodov)

Najjednoduchsie bolo zistit, ze vyskuSanim vSetkych moznosti ndjdeme uréite minimélne
rieSenie, lebo vzdy asporii jedno existuje — napriklad s rozmermi 1 x N. Tymto sa dala ziskat
linedrna zlozitost. Jedno vylepsSenie je také, ze sktisime iba vSetky moZnosti mensej strany,
ktord bude mat dlzku mensiu ako v/N, v opa¢nom pripade by bola dlhsia ako ta druhé
strana. A hladame taky rozmer, ktory je ¢o najblizsie k Stvorcu. Toto tvrdenie sa sice zda
zjavné, ale treba ho dokézat. AvSak nestrhaval som body, ked chybal. Predstavme si, Ze
mame dva obdlzniky s rozmermi a x % abx %, pricom plati a < % (a je kratsia strana
obdlznika) a a > b > 0 (a je blizsie k v/N)

Uréite plati, ze a®> < N, lebo a < V/N. Kedze a > b, tak aj a-b < N. Z toho dostaneme,
ze N —ab > 0. Vynéasobime to (a —b) a dostaneme (N —ab)(a —b) > 0 (mohli sme to spravit
preto, lebo a > b a teda a — b > 0). Po roznasobeni dostaneme Na — Nb — a?b + ab® > 0.

3Zaujimavé situacia je, ked dostaneme stucet 0. Vtedy, ak ho zahodime a za¢neme znovu, nijdeme postupnost s
najkratsou dizkou a naopak, ak ju nechame, tak s najvicsou dlzkou.
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4 Zufaly Misko

Vynéasobime to % a dostaneme 2N /b — 2N /a — 2a + ab > 0. Cleny obsahujtice a prehodime
na druht stranu a dostaneme 2(N/b+ b) > 2(N/a + a).

Lavé strana nerovnosti je obvod obdlZnika zo stranami b, N /b a prava strana nerovnosti
je obvod obdlznika zo stranami a, N/a. A teda ¢m blizSie je strana obdlznika k odmocnine,
tym mensi mé obvod.

Listing programu:

var N,a:integer;
begin
readln(N) ;
a:=floor(sqrt (N));
while ((a>1) and (not ((N mod a)=0))) do
dec(a);
writeln (’Rozmery su +a+’:’+(N div a));
end.

Opravoval Hermi

4. Zﬁfaly Misko (max. 15 bodov)

Sedliacky rozum nam napovedd, ze priamociare rieSenie, ktoré vygeneruje inkriminovany
retazec (pripadne ho bude generovat priebezne) neprinesie autorovi kyzenych 15 bodov. Ako
teda takuto oSemetnu zélezitost obabrat? Zjavne budeme chciet preskakovat viicsie useky
retazca bez toho, aby sme vedeli aké presne si. Ak zaéneme nad problémom dumaf, ihned
nam udrie do o¢i zjavna komplikacia: tie prekliate mocniny majt réznu dizku! A to sa,
mili priatelia, stane naSou zbranou proti systému. A tak si ¢lovek povedal: ¢o tak skusit
preskakovat po tsekoch, ktoré st tvorené ¢islami s rovnakym pocétom cifier?

Ak zoberieme tsek radu, ktory pozostava iba z ¢lenov, ktoré maja pocet cifier K, vieme
zistif prvy i posledny ¢len tohto tiseku. Nech A a B su tieto ¢isla a nech A < B, potom
pocet ¢lenov tohto tseku vyratame ako VB — /A + 1. Z toho lahko vyratame, Ze tento
tsek v retazci bude zaberat (%/E - YA+ 1)K déislic. Ostdva nam zistit hodnoty A a B
a matematickt ¢ast by sme mali za sebou. Co vieme o hodnote A? Je to najmensie ¢islo
ktoré je vicsie ako 10X a pritom plati, Zze jeho odmocnina je celé é&islo. Matematicky to
vieme presne vyjadrit nasledovne A = (\3/ 10573, Podobnou tivahou dospejeme aj k vztahu
B = | V10E+1 — 13,

Algoritmus je teda zjavny. Budeme postupne ratat aky tsek refazca zaberaju ¢isla s ne-
jakym poctom cifier, az kym sa nedostaneme do tseku, v ktorom lezi hladané cifra a potom
si vyratame o ktory ¢len v poradi sa jednéd a jednoducho vypiSeme. Akt bude mat takyto
algoritmus zlozitost? Zamyslime sa nad tsekmi, ktoré preskakujeme. Ich diZka narasté expo-
nencialne (ako je Tahko vidiet z predchadzajiceho odstavca). Teda zlozitost bude O(log N).
Pamétame si pritom iba konstantne vela premennych, ¢ize paméitova zlozitost je O(1).

Listing programu:

program Zufalec;

var
n,a,b,k,moc,cifier,kolke,ktora: integer;
prvy: boolean;
s: string;

function odmocni(x: integer) : double;

begin
odmocni:=exp(In(x)/3);
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Obchodné ordkulum 5

end;

function umocni(x: integer) : integer;
begin

Umocni: =x*xX*x;
end;

begin
readln (N) ;
moc:=1;
k:=0;
cifier:=0;
prvy:=true;
repeat
inc(k);
dec(n,cifier) ;
if prvy then {nepanikdrte, toto je len aby sme najprv robili}
prvy:=false
else {mocniny jednociferné}
moc:=moc*10;
b:=trunc(odmocni(moc*10-1));
{pascal nemd horni celi éast, fintime}
if abs(odmocni(moc) - trunc(odmocni(moc))) < le-12 then
a:=round (odmocni(moc))
else
a:=trunc(odmocni(moc)+1);
cifier:=(b-a+1) xk;
until cifier>=n;
kolke:=(n-1) div k; {vyrdtame v kolkej mocnine je}
ktora:=umocni(a+kolke) ;
kolke:=((n-1) mod k)+1; {kolkatd cifra tejto mocniny to je a vytiahneme ju}
str(ktora,s) ;

writeln (s [kolkel) ;
end.
; ; Opravoval Andras
5. Obchodné orakulum (max. 15 bodov)

Najskor si musime uvedomit, Ze sa nam neoplati peniaze delif na mensie kopky, z ktorych nie-
ktoré pdjdu do jedného produktu a iné pojdu do iného, ktory méa v tom istom c¢ase platnost,
ale vkladaf a vyberat vSetky peniaze naraz. Dovod je jednoduchy. Ak je v nejakom produkte
urok u, tak ak do neho vlozime x penazi, tak po jeho skonéeni budeme mat x(1+ u) penazi.
Ak teraz vlozime peniaze do dalsieho produktu s tirokom v, tak budeme mat x(1+ u)(1+v)
penazi. Ak vlozime peniaze postupne do produktov s Grokmi uq,us, ..., us, tak budeme mat
x(14u1)(14+usg) - - - (14ug) penazi. Ak p1, pa, . .., pr je postupnost ¢asovo sa neprekryvajucich
bankovych produktov s Grokmi u, ug, . . ., ug, tak éislu (1 4+ u1)(1 + uz) -« - (1 + ug) budeme
hovorit vynos postupnosti bankovych produktov. Zoberme takt postupnost bankovych pro-
duktov, Ze mé najvic¢si vynos a ozna¢me ju P. Ak zoberieme Tubovolni ini postupnost,
tak ona ma mensi vynos. Ak peniaze rozdelime a kazdy kus vlozime do nejakej postupnosti
bankovych produktov, tak sa vynos bude prinajlepsom taky velky, ako vynos postupnosti P.
Preto odteraz budeme hladat postupnost P.
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6 Obchodné ordkulum

Postupnost bankovych produktov je taka postupnost postupnost bankovych produktov,
ktoré sa ¢asovo neprekryvaju a suéin ich trokov? je najvyssi. Do nich vloZime vSetky nage
peniaze.

Na néjdenie takej postupnosti pouzijeme techniku, ktora sa nazyva dynamické prog-
ramovanie. Nech P(z) je najvicsi zisk, aky vieme mat v denn z. Ako vypocitame P(z)?
Predstavme si, ze pre kazdy den, ktory je pred x mame vypocitané, aky najvacsi zisk vieme
dosiahnut, ak skonéime s burzou v ten denl (pozname hodnoty P(1),P(2),...,P(z — 1)).
Nech dy, ..., d; su tie produkty, ktoré koncia v den x. Nech z1, ..., z; st dni, kedy zacinaja
dané produkty a ug, ..., u, st prislichajuice troky. Potom P(z) je maximum z nasledovnych
¢isiel: P(x —1), P(z1) - u1, P(22) - ug, - - -, P(2) - ug. Inymi slovami, pre kazdy produkt, ktory
kon¢i v dany den sa pozrieme, kolko vieme dostat, ak ho pouzijeme a vyberieme z nich ma-
ximum. Za P(x) potom vyberieme bud P(z — 1) (v  nebudeme pouzivat Ziadny produkt),

Potrebujeme vsak vypocitat P(1), P(2),---, P(x —1). Ako? To je jednoduché. Vieme, ze
P(1) = 1. P(2) vypoc¢itame podla hore uvedeného postupu. P(3) vypoc¢itame tak isto. Takto
vieme vypocitat P(1), P(2),--- P(z —1). Kedze den D je den kedy chceme skoncit, tak ked
vypoc¢itame P(D), tak mame vysledok najvicsi vynos, aky vieme dosiahnut.

Pre¢o to funguje? D4 sa to jednoducho dokazat matematickou® indukciou od poétu
dni (premennd z). Ak x = 1, tak to funguje, lebo P(1) = 1. Predpokladajme teraz, ze
v P(1),P(2),...,P(x — 1) mame uloZené optimélne hodnoty. Ako to bude v P(z)? Mozu
nastat dva pripady. Bud v dany den sa ndm neskonéi produkt a vtedy P(z) = P(x—1), alebo
sa nam skonéi nejaky produkt p zo zaciatkom v dni z a trokom wu. AvSak my zo vSetkych
konc¢iacich produktov zoberieme ten najvyhodnejsi, a ten nutne musi byt produkt p.

Teraz sa vrhnime na implementaciu. Aby sme nemuseli kazdy deri otestovat vSetky pro-
dukty, na zaciatku programu priradme kazdy produkt ku diu v ktorom koné¢i. Tym dosiah-
neme,ze nemusime vyhladévat produkty konc¢iace v dany den, ¢im si vyrazne zlep§ime ¢asovi
zlozitost (bez tohto kroku by bola zlozitost az O(N D).

Casova zlozitost: O(N + D) Pre kazdy den prejdeme vsetky produkty, ktoré v dany
den koncia. Preto prejdeme vSetky dni a vSetky produkty raz, lebo mozeme predpokladat,
ze kazdy trok skon¢i v naSom intervale a ani jeden tirok sa nemdze skoncif dvakrat, takze
kazdy prejdeme presne raz. Lepsi algoritmus uz neexistuje, lebo kazdy produkt a kazdy den
musime aspon raz prejst, aby sme nestratili moznosti a my sme presli kazdy produkt a kazdy
den raz, takze kazd( moznost raz.

Pamitova zlozitost: O(N + D)

Listing programu:

program Projectl;

uses
SysUtils;

Type TUrok = record
a,b,u : integer;
end;

Type TDen = record
uroky : array of TUrok;
aktualne_peniaze : real;
end;

4 O, ,
Presnejsie suc¢in 14arok.

5Pozor! Nie elektromagnetickou!
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On sndd nepoznd Ziadne zdbrany!

Var
N,P,D : longint;
i,o : integer;
kalendar : array of TDen;
urokl : TUrok;

procedure vloz(ul : TUrok);
begin
setlength (kalendar[ul.b] .uroky,length(kalendar[ul.b] .uroky)+1);
kalendar[ul.b] .uroky[length(kalendar[ul.b].uroky)-1] := ul;
end;

begin
read(N,P,D);
{ini}
setlength (kalendar,D+1) ;
for i := 0 to D do
begin
kalendar[i] .aktualne_peniaze := p;
setlength (kalendar [i] . uroky,0) ;
end;

for i := 0 to N-1 do
begin
read (urokl.a,urokl.b,urokl.u);
vloz (urokl) ;
end;

for i := 1 to D do

begin
kalendar[i] . aktualne_peniaze := kalendar[i-1].aktualne_peniaze;
for o := 0 to length(kalendar[i].uroky)-1 do
begin

urokl := kalendar[i].uroky [o];
if kalendar[urokl.a].aktualne_peniaze*(100+urokl.u)/100 >
kalendar[i] .aktualne_peniaze then
kalendar[i] .aktualne_peniaze :=
kalendar [urokl.a].aktualne_peniaze* (100+urokl.u)/100;
end;
end;

writeln (kalendar[D] .aktualne_peniaze:0:2) ;
readln;
end.

6. On snad nepozna Ziadne zabrany!

Opravoval Ivan
(max. 20 bodov)

Ked sa v tlohe za¢ne spominat ndhoda, niektori prejdu na nasledovnu tlohu, zaraduju sa, ze
to bude Tahké, zamyslia nad otédzkou ndhody, vesmiru a vSetkého, inych zase chyti migréna,
no vsetci tito fudia maja spolo¢né to, ze nik z nich poriadne nevie, ¢o je to nahoda.® Aby

6Je toto &islo nahodné: 77
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8 On sndd nepoznd Ziadne zdabrany!

situdcia nebola také zufald, v tomto priklade sme si presne definovali, ¢o budeme povazovat

za ndhodni postupnost a pridali si prostriedky na jej docielenie — funkciu random(n).
Prvi vec, ktort si treba uvedomit, je, Ze rasttice postupnosti dizky k z n prvkov zodpo-

vedaji vyberom k prvkov z n prvkovej mnoziny. Teraz si uz vieme lahko aj vyjadrit ich pocet

(}) = ”'(”_a).él":_.'(z_kﬂ) = k!.(;f!fk)!. Z ¢oho uz vidno, Ze algoritmus vyber si ndhodné prvé

.....

livcov, ktory sa ttto cestu pokisili zdolat). Totiz pocet hladanych postupnosti zac¢inajtcich
¢islom i je ("), z ¢oho ked si vyjadrime rozvrhnutie pravdepodobnosti jednotlivych zacia-
tocnych ¢isel, dostaneme zvrhly rad podielov kombinacnych ¢isel, ktorym sa radsej vyhneme.
Podobn4 ale predsa trochu ind moznost je spocitat si pocet moznych postupnosti, z nich si
vybraf ndhodni a vypisat ktora to je, ale je to tiez cesta obrastena velkym kombina¢nym
¢islim.

Pozrime sa na problém z iného uhla. Ak je naSa postupnost vyber k& prvkov z n, preco
by sme proste tych k prvkov nevyberali po jednom? Ak kazdy prvok vyberame s rovnakou
pravdepodobnostou, nezavisle na uz vybranych prvkoch, aj kazda kombinécia bude vybrana
s rovnakou pravdepodobnosfou. Relativne ¢asté rieSenie bolo vytvorit si n prvkové pole ¢isel
0,1,...,n — 1 a k-krat vybraf ndhodny prvok, na jeho miesto daf posledny a pokracovat
s 0 1 mensim polom. Zvi¢sa boli prvky pamitané bud v boolovskom poli, cez ktoré sa pri
vypise preslo, ¢o na celkovi zlozitost O(n) nevplyvalo, alebo v nevyuZitej ¢asti pola, kde sa
nasledne museli zotriedit, zviac¢sujuc ¢asovi zlozitost na O(n+ klog k). Mozno sa nezda, ale z
druhého pripadu vieme dostat lepsie rieSenie, lebo sa mozeme zbavit n. Zabijeme dve muchy
jednym tderom, ked pouzijeme bindrny prehladavaci strom, v ktorom si budeme pamatat
vybrané prvky a k nim eSte ich ndhradu, ak st dost malé, aby mohli byt vybrané znovu.
Cisla vyberieme tak, Ze k-krat vyberieme ndhodny prvok z n, priddme ho do stromu (resp.
jeho néhradu), pridelime mu (novi) ndhradu n — 1 a pokracujeme s mensim n. Teda zbavili
sme sa pola a prvky staci vypisat v stromu prirodnom rastticom poradi. Mame teda jedno z
moznych rieseni za 20 bodov, ktoré ma ¢asovu zlozitost O(klog k) a pamétova O(n).

Este iny pohlad na vec dostaneme, ked si vSimneme, Ze sa vieme relativne jednoducho
rozhodnit, ¢ postupnost zacat s najmensim moznym (0). Totiz hfadanych postupnosti, ktoré

n—1
) ¢o z celkového mnozstva postupnosti je (k(z)l) = % Potom uz hned

zatinaji s 0 je (P7;

vidime, Ze sme si problém zredukovali na podobny, ale mensi: z n —1 ¢&isel vybrat k (resp. k—
1). Teda algoritmus, ktori odovzdalo hodne riesitelov je: postupne pre ¢isla 0,1, ..., n—1 vypis
dané ¢islo s pravdepodobnostou %, zmens$i n, prip. aj k. Kedze takymto sposobom korektne
rozdelujeme vsetky mozné postupnosti na 2 disjunktné” mnoziny a s pravdepodobnostou
umernou ich velkostiam sa rozhodujeme, z ktorej si budeme dalej vyberat, vSetky postupnosti
maju rovnaku pravdepodobnost byt vybrané. Mame teda este jedno 20 bodové riesenie, s
¢asovou zlozitostou O(n) a pamifovou O(1). Vo vzorovom kéde st implementované obe,
pricom sa z nich vybera to rychlejsie.

nicky). Funkcia, ktora ako vstup dostane 1 z n roznych hodnot s rovnakou pravdepodobnos-
tou ( %) a vrati 1 z m s pravdepodobnostou % na svete neexistuje a teda nemdze to byt ani
f(x) = 2 mod m. Jedno mozné riesenie je prerozdelif tolko vstupnych hodndt, kolko sa len
d4, a pre ostatné skusit znovu s inym vstupom (pozri kéd). Iné je tym sa nebavit a pouzit
funkciu random, ktorti podla zadania méme k dispozicii. Pri hodnoteni rieSeni som tento
nedostatok nebral do ohladu.

Listing programu:

#include <iostream>

"neobsahujtce spolo¢né prvky
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#include <cstdlib>
#include <map>
#include <cmath>

using namespace std;

/* ak niekto ma potrebu implementovat funkciu random pomocou funkcie
* generujucej “nahodne® cisla 0 .. RAND_MAX, toto je jeden sposob
* ako to urobit */
int random(int n) {
int r;
do r = rand();
while (r >> RAND_MAX - RAND_MAX % n);
return r % n;

}

void out(int m) {
cout << m << ? 7,

}

void sol_n(int n, int k) {
for (int i = 0; k > 0; ++i) {
if (random(n) < k) {
out (i) ;
--k;
}

—-n;
}

int get(const map<int, int> & m, int p) {
map<int,int>::const_iterator i = m.find(p);
if i '= m.endQ))
return i->second;
return p;

}

// map<int, int> je binrny strom vybrany prvok + jeho nahrada
void sol_k_log_k(int n, int k) {
map<int, int> m;
for (int i = 0; 1 < k; ++i) {
int r = random(n - i);
mlget(m, r)] = 42; // vyznacime vybrany prvok
m[r] = get(m, n -i-1); // na jeho miesto dame posledny
}
for (map<int, int>::iterator i = m.begin(); i '= m.end(); ++i)
out (i->first) ;
}

int main() {
int n, k;
cin > n > k;
if (n < k * log(k)) // obe riesenia su spravne,
sol_n(n, k); // vyberieme si asympototicky rychlejsie
else
sol_k_log_k(n, k);
cout << endl;
return 0O;
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10 O holubej poste

Opravoval Dano

7. O holubej poste (max. 20 bodov)

Riesenia tohto prikladu ma velmi nepotesili. VSetky totiz boli nespravne. A to vratane vedu-
covskych, ¢o sa prejavilo na rekordne malom priemernom pocte bodov ziskanych za priklad.
Spravil som si rychlo prehlad prikladov za poslednych priblizne pifnast ro¢nikov a vyslo mi,
ze priemer 0.75 bodu je daleko najmensi. Pre porovnanie, druhy najmensi priemer je 2.87,
ktory sa vysykytol v trefom kole 15. ro¢nika. Dalsi, a o mnoho ddlezitejsi nésledok, je, ze
jediné funkcéné riesenie, ktoré pozname je backtrack. Ponaucenie pre vas je, ze vzdy sa oplati
poslat aspon obyc¢ajny backtrack. V tomto pripade by ste zan dokonca dostali aj plny pocet
bodov, ak by ste ho spravne napisali.

Naspif ale k prikladu. Na prvy pohlad sa zda spréavna myslienka, ze musi existovat
aj také optiméalne rieSenie, v ktorom mestd v jednej skupine tvoria stvisly tsek a ziadne
skupiny sa neprekryvaju. Kazdy riesitel toto bud v tichosti predpokladal, alebo povedal,
ze to tak je, ale Ze sa mu to nepodarilo dokazat. To ale nie je Ziadne prekvapenie, kedZze
toto tvrdenie neplati. Zoberme si napriklad taktto situdciu. Mame 13 miest, ktoré chceme
rozdelit do dvoch skupin. Jedno mesto je na pozicii 0, tri mesta su na pozicii 5 a zvysnych
deviit miest na pozicii 10. V tomto pripade je najlepSie mat tri mestd na pozicii 5 v jednej
skupine a zvysok v druhej skupine. Mozete sice namietat, ze zo zadania viac-menej vyplyva,
Ze mestd nemozu byt na tom istom mieste, ale kedze vzdy moZeme vSetky mestd o maly
ktisok poposuvat, toto naozaj problém nie je.

Co sa tyka bodovania prikladu, bolo nasledovné. Ak by ste poslali (skoro) hoci¢o fuknéné,
dostali by ste asponi 10 bodov. Za tplne obycajny backtrack by bolo 15 a za o trochu lepsi
az 20. Tych, ktori poslali rieSenie zaloZené na zlej domnienke, som bodoval nasledovne. Ak
poslali rieSenie vyuzivajuce dynamické programovanie bez Ziadnych fint, dostali 2 body,
ak mali aj nejaké finty vylepSujucu zlozitost, dostali po 3 bodoch. Ti, ktori poslali hoci¢o
backtrackujuce, dostali najviac jeden bod. A ostatné rieSenia, ktoré vyuzivali rdézne, nie vzdy
fungujuce, heuristiky nedostali bohuzial ni¢. Plus po bode som viésinou strhaval ak chybal
kéd, odhad zlozitosti alebo sa vyskytli ddke mensie chyby.

Teraz ale k rieSeniu. Ako som uz povedal, jedine ndm zname riesenie je backtrack. Inymi
slovami, pouzijeme riesenie, ktoré vyskusSa vSetky moznosti a z nich vybere ta najlepsiu.
Zjavne, kazdré mesto moéze byt v jednej z K skupin a teda celkovo mame az K~ moznych
rozdeleni. Hned na tvod, jedno mozné zlepSenie je, Ze nemusime skuSat tplne vSetkych
KN moznosti, ale, ze vela ,roznych“ rozdeleni nam da ten isty vysledok. Napriklad pre
N = K = 2 je tplne jedno, ¢i mame prvé mesto v prvej skupine a druhé mesto v druhej
skupine, alebo mame prvé mesto v druhej skupine a druhé mesto v prvej skupine. Aby sme
teda nemuseli uvazovat niektoré rozdelienia viackrat, pouzijeme nasledovnu fintu. Prvé mesto
vzdy priradime do prvej skupiny a nikdy nepriradime ziadne mesto do ¢-tej skupiny ak ta
a i — 1-v4 st obe prazdne. Tymto docielime, Ze kazdé rozdelenie vygenerujeme len, v istom
zmysle slova, v zakladnom/minimalnom tvare.

Dalej, uvazujme jednu mnozinu miest o velkosti M. Uplne zakladnym spoésobom, ak séi-
tame vsSetky vzdialenosti medzi vSetkymi dvojicami, na vyratanie priemernej vzdialenosti v
skupine potrebujeme az radovo M? operacii. Teraz si ukazeme, ako si vieme postupne aktu-
alizovat priemernu vzdialenost v konsStantnom case, ked pridavame nové prvky. V podstate
jedind vec, ktort si potrebujeme aktualizovat, je sucet vzdialenosti medzi vSetkymi dvojicami
v skupine. Na zaciatok si utriedime vSetky mestd a potom ich budeme postupne spracovavat
zlava doprava. Co znamena, Ze vzdy ked priddme nové mesto do skupiny, vSetky mestd v
skupine st uz nalavo od pridaného mesta. Pre kazdu skupinu si budeme pamitat jej velkost
V', stcet vzdialenosti medzi mestami .S, poziciu najpravejSiecho mesta P a sucet vzdialenosti
D medzi najpravej$im mestom a zvysSnymi mestami. Potom, po pridani nového prvku na
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O holubej poste 11

pozicii x, vieme Tahko vypocitat novit hodnotu V' a P. Taktiez, D' = D+ (zx — P) - M a
S'=8+ D', kde D', S’ stt nové hodnoty D a S, kedze P < x.

Takto si vieme postupne poratat sucet vzdialenosti, z ktorych uz lahko dostaneme prie-
mernt vzdialenost. Po vygenerovani celého rozdelenia ndm uz len sta¢i najst najvacsiu prie-
merna vzdialenost, aktualizovat najlep$iu najdent hodnotu doteraz a vratit sa v rekurzii.
Vybratie najviic¢Sej priemernej vzdialenosti trva O(K), alebo, ak pouzijeme nejaku lepsiu da-
tovu $truktiru podporujicu operécie insert, delete a get_min v logaritmickom ¢ase, O(log K).
Teda, celkova zlozitost je O(Rlog K+ N log N), kde R je celkovy pocet rozdeleni v zdkladnom
tvare. Potrebujeme si pamétat vSetky pozicie a, navyse, pre kazdu skupinu si potrebujeme
pamétat konstantne vela paméte. Preto, paméitova zlozitost je O(N + K).

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <set>
#include <algorithm>

using namespace std;

const int maxN=1000, maxK=1000;
int n,k;
int a[maxN], vimaxK], s[maxK], plmaxK], d[maxK];

double ans=999999999;
multiset<double> pv;

double getAD(int sum, int n){
if(n<=1) return 0.0;
return (2*sum)/(double) (n*(n-1));
}

void f(int i){
if(i==n) ans=min(ans,*(--pv.end()));
else {
int x=alil;
for(int j=0; j<k; j++){
int oldS=s[j];
int oldP=pl[jl;
int oldD=d[j];
if(v[j1'=0) pv.erase(pv.find(getAD (oldS,vI[j1)));
p[jl=x;
d[jl+=(x-0ldP)*v[j];
s[jI1+=d[j];
v[jl++;
pv.insert(getAD(s[j],v[j1));
f(i+1);
pv.erase(pv.find(getAD(s[j]1,v[j1)));
v[jl--;
s[jl=0ldS;
d[jl=o0ldD;
p[jl=0ldP;
if(v[j1'=0) pv.insert(getAD (oldS,v[j1));
if(v[j1==0) break;
}
}
}

int main(){

scanf(“%d%d“,&n,&k) ;
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12 Ohrozené druhy

for (int i=0;i<n;i++)scanf(“%d*“,&alil);
sort(a,a+n);

for(int i=0;i<k;i++)v[i]l=s[i]l=p[i]l=d[i]=0;
v[0]=1; p[0]=al[0]; pv.insert(0.0);

f(1);
printf(“%IA\n“,ans) ;
return 0;
}
; Opravoval Zemco
8. Ohrozené druhy (max. 25 bodov)

Tento priklad nebol taky jednoduchy, napriek tomu prislo celkom dost rieSeni. Niektoré boli
uspesné, niektoré netispesné. V zivote je to tak, ze histdéria si zapaméta len tie uispesné
rieSenia. V tomto vzoraku sa, podobne ako v zivote, tiez budeme tocit len okolo tspesnych
rieSeni. Na druha stranu, vysledkova listina si zapaméta vSetkych.

Kto sa docital az sem, sa teraz dozvie, Ze za Uspesné rieSenia budeme povazovaft tie,
ktoré bezia v linérnom case s linedrnou pamitou od velkosti grafu. Tieto rieSenia dostali
plny pocet bodov. Prisli aj napadité rieSenia s ¢asovou zlozitostou O (N log N), ktoré ziskali
21 bodov. Za kvadraticky ¢as sa udelovalo 18 bodov a za kubicky 15. Za absenciu kédu sa
strhala polovica bodov a za chyby v programoch nie¢o medzi 1 bodom a polovicou.

Ako sa mal teda problém Hermiho a jeho hotela tspesne riesit? V pripade, Ze je graf
nesuvisly, je odpoved nekonec¢no, pretoze existuje vrchol, z ktorého neexistuje cesta k hotelu
a preto nan mozeme umiestnit lubovolny pocet zvieratiek. Najjednoduchsi spésob, ako toto
overit, je skontrolovat hodnotu K. Predpokladame, ze graf je acyklicky, a preto moze obsa-
hovat najviac N —1 hran. Ak ich obsahuje ostro menej ako N — 1, potom je nutne nestvisly®.
No a ten ostatny pripad, kde je graf savisly, si rozoberieme v nasledujucich odstavcoch.

Uvodom si uvedme niekolko pozorovani, na ktorjch urobime niekolko vdimnuti. Uplne
prvé bude, ze zvieratkd sa neoplati umiestiiovat na vrcholy, ktoré nie st listy. Ak vrchol nie
je list, potom ma aspon dvoch susedov. Prave pre jedného z nich plati, Zze ak sa vyberieme
smerom k nemu, tak prideme bliZzsie k hotelu. Toto je pravda, pretoze v strome je medzi
kazdymi dvoma vrcholmi prave jedna cesta. Preto, ak pdjdeme hociktorou inou vetvou, tak
na ostrove vedla mozeme umiestnit dvojnasobny pocet zvieratiek ako v pévodnom vrchole s
rovnakym efektom: zvieratka sa pozert a vybert sa smerom k hotelu. Jediny pripad, kedy
nemame kam zvieratkd posunit je list: ma len jedného suseda, ktorym sa k hotelu priblizi
(samozrejme to neplati v pripade, ked sme na hotelovom ostrove).

Teraz uvazujme Tubovolny list vo vzdialenosti x od miesta, kde mé Hermi hotel. Zjavne,
ak umiestnime do tohto vrcholu 2* zvieratiek, tak ndm jedno z nich bude schopné prejst az k
hotelu. TakZe na tomto ostrove musi byt bezpodmienecéne najviac 2* — 1 zvieratiek. Ak by sa
tieto zvieratkd zacali navzajom Zrat a presuvat sa k hotelu, potom plati, Ze sa k nemu nikdy
nedostanti, pretoze ich je malo. V pripade, Ze sa k nim ale cestou nejaké zvieratko prida,
tak potom bude mat Hermi problém. V tomto vzordku budeme idealisticky predpokladat,
ze nechceme, aby mal Hermi problém.

Uvazujme situéciu, ked sme na ostrove a jednym smerom sa mozeme priblizit k hotelu.
Pri vzdalovani sa od hotela mame dve moznosti, pricom kazd4 z nich sa sa uz dalej nevetvi.
Jedna pokracuje smerom k listu este v mostami, druhd v mostami a nech u < v. Navyse,
nech moze na ostrov, na ktorom stojime, prist najviac k zvieratiek (toto obmedzenie vyplyva
zo schopnosti k + 1 zvieratiek prist az k hotelu z danej krizovatky). Kebyze pride vsetkych k
zvieratiek z vetvy dlhej v, tak na konci tejto vetvy moze byt najviac 2V -k+2¥ — 1. Z kazdého

8Pre poriadok v terminolégii: suvisly acyklicky graf sa nazyva strom, nesavisly sa nazyva les.
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2Y zvieratka v tomto liste pride totiz jedno na nasu kriZzovatku, druhd c¢ast vyrazu su tie,
ktoré tam modzu byt navySe a na krizovatku sa nedostant. To, Ze z druhej vetvy méa prist
nula neznamend, Ze na jej konci ma byt nula zvieratiek — moézeme tam nejaké dat, ale najviac
2" — 1. Pre celkovy pocet vypustenych zvierat dostavame 2V - k + 2V + 2% — 2. V pripade,
ze 1,0 < 1@ < k zvierat pride z vetvy, ktord pokracuje este u vetvami, potom dokazeme s
odbodbnym odévodnenim umiestnit do celej uvazovanej sustavy (k—i)-2 42" +2% 442" —2.
Ked si ddme uvedené pocty do nerovnosti a odskrtneme rovnaké veci, dostavame: 2¢ - k >
(k—1)-2"+14-2%. Nerovnost plati, kedZze u < v. Rovnost nastava pre kazdé i, ak u = v. Takze
vieme, Ze najlepsie spravime, ak vSetky zvieratka pridu z hlbsej vetvy. Dozvedeli sme sa ale
aj, ze ak dve vetvy pokracuji rovnako daleko, tak nam nezalezi, z ktorej pridu zvieratkd —
budeme ich moct rozmiestnit rovnako vela.

Uvedeny argument sa da zovSeobecnif aj na pripad, Ze sa ndm stostrovie vetvi na viac
ako dve vetvy. Pre tych, ktori si potrebuji nieco dokazovat, odkazujem, Ze si to mozete
(podobnym spésobom) formalne dokazat na domacu tlohu. My uz budeme vediet, Ze najvy-
hodnejsie je, aby nam zvieratka prisli z najdlhsej vzdialenosti. Aby sme dokoncilu teoretickt
pripravu, potrebujeme este ukazat, ¢o robit vo vSeobecnej situacii. Uvazujme ostrov, na ktory
moze prist k zvieratiek a vzdialif sa od hotela mézeme Tubovolnym poc¢tom vetiev a tie sa da-
lej mozu vselijako vetvit. Opiit sa d& ukézat, Ze sa najviac oplati, ak vSetky zvieratké pridu z
najhlbsej vetvy — z najvzdialenejsieho lista od tohto ostrova. Po ceste sa k nim nemozu nijaké
pridat, pretoze sa to neoplati. Kedze uvazujeme najhlbsi list, tak potom by zvieratko, ktoré
by sa pridalo k putujicim niekam z boku znamenalo menej zvieratiek v nejakom plytSom
liste, ako keby toto zvieratko prislo z toho najhlbsieho.

Tato teoretickd priprava nam teraz posluzi ako zédklad algoritmu. Ten bude zalozeny
na prehladavani do hibky a odkazovaf sa na hlbsie ostrovy (vzdialenejsie od hotela). Vo
vSeobecnosti sa pri stromoch velmi ¢asto pouzivaji upravené prehladavania do hibky. Strom
si zakorenime na ostrove, kde je hotel. Pre kazdy ostrov plati, Ze jednou vetvou sa déa dostat
k hotelu a tymi ostatnymi niekam hlbsie.

Na tvod sa zide poznaf pre kazdy ostrov, ktora je to ta najhlbsia vetva. Toto spravime
jednoduchym prehladdvanim, ktoré sa bude volat po ostrovoch a vracat, ako hlboko jednot-
livymi cestami mozeme este ist. V pripade listu je to jednoduché — vratime nulu, pretoze
z listu sa uz nikam hlbsie nedostaneme. Ak méame na ostrove este nejaké iné mosty okrem
toho, ktorym sme prisli od hotela, tak sa zavolame na ne a zistime si, ako hlboko mézeme
dalej tadeto putovat. Ked dostaneme informécie o kazdej vetve, tak len vratime maximum
tychto hibok zvicsené o jedna.

Nésledne skonstruujeme rekurzivnu funkciu, ktora ndm bude hovoritf pri zavolani sa na
ostrov, kolko zvieratiek moéZzeme umiestnit do podstromu, ktorého koren je dany ostrov.
Jej parameter bude ¢islo k, ktoré znaci, kolko najviac zvieratiek sa moze dostat na dany
ostrov. V pripade, Ze sa nachiddzame na liste, je to jednoduché — vratime hodnotu k. V
ostatnom pripade sa zavolame na najhlbsiu vetvu s parametrom 2k + 1, pretoze ak z tejto
vetvy pridu vSetky zvieratka, tak toto je maximum, ktoré sa smie na najblizsi vrchol v tejto
vetve dostat. Pre vSetky ostatné vetvy sa zavolame s parametrom 1, pretoZe vieme, Ze z
tohto ostrova nesmu prist Ziadne zvieratkd, ktoré by sa zrazili s tymi z najhlbSej vetvy.
Vysledok nie je ni¢ iné ako hodnota funkcie zavolanej na ostrove s hotelom pre £ = 0,
pretoze na tomto ostrove nechceme ziadne zvieratko. FajnSmekri prisli na to, Ze postup
sa d4 implementovat aj pomocou jedného prehladdvania. My sme ale dali prednost dvom
jednoduch$im a zrozumitelnejsim.

Listing programu:

program kiribati;

const MAXN = 100000;

var G: array[l.. MAXN]of array of longint;
najhlbsia,deg,vstupl,vstup2: array[l..MAXN]of longint;
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N,i,K: longint;

{prehladavanie do hlbky na zistenie najhlbsich vetiev}
function najhlbsie_vetvy(v, odkial: longint) :longint;
var aktualna,max,i: longint;

begin
max := -1; najhlbsialv] := -1;
for i:=1 to deglv] do if (odkial <> G[v][i])then
begin
{zavolame sa nizsie a zistime, ako hlboko sa vieme tade dostat}
aktualna := najhlbsie_vetvy(G[v][il,v);
if (aktualna > max) then begin max := aktualna; najhlbsialv] := i; end;
end;
najhlbsie_vetvy := max+1;
end;

{prehladavanie do hlbky, ktore vrati, kolko zvierat vieme umziestnit
do podstromu tak, aby sa do vrcholu v’ dokazalo dostat najviac ’kolko’ zvierat}
function pocet_zvierat(v, odkial, kolko: longint) :longint;
var i: longint;
begin
{sme v liste. umiestnieme sem ’kolko’ zvierat a sme hotovt}
if (deglv] = 1) then pocet_zvierat := kolko

else pocet_zvierat := 0;

for i:=1 to deglv] do if (G[v][i] <> odkial) then

begin

{zavolame sa hlbsie. do najhlbsiej vetvy s inymi parametrami ako do ostatnych}

if ( najhlbsialv] <> i )then pocet_zvierat := pocet_zvierat+pocet_zvierat(G[v][i],v,1)
else pocet_zvierat := pocet_zvierat+pocet_zvierat(G[v][i],v,kolko*x2+1);

end;
end;
begin

readln(N,K);
for i:=1 to N do deglil := 0;
{cely cirkus okolo vstupu robime preto, lebo chceme zavolat metodu resize len raz
pre
kazdy vrchol. ak by sme ju volali pri kazdom rozsirent pola o jedno cislo, tak by sme
mals
kvadraticky cas. preto najprv zistime stupne a potom si do pola G nacitame graf.}
for i:=1 to K do
begin
readln (vstupl[i],vstup2[il);
inc(deg[vstupl1li]ll); inc(deglvstup2[ill);
end;
{je graf suvisly?}
if (K<N-1)then

begin
writeln ("Hermi moze nasadit nekonecno zvierat!’) ;
halt;
end;
for i:=1 to N do
begin
setlength (G [i] ,degl[i]l+1);
deglil := 0;
end;

{nacitame si do G graf}
for i:=1 to K do
begin
inc(deglvstupllill); inc(deglvstup2lill);
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Tuzba po rovnovdhe 15

G [vstupl[il] [deg[vstupl[il]] :=vstup2[il;
G [vstup2[il] [deg[vstup2[il]] :=vstupl[il;

end;

najhlbsie_vetvy(1,-1);

writeln ("Hermi moze nasadit ’,pocet_zvierat(1,-1,0),’ zvierat.’) ;
end.

.o ; Opravoval Mic
9. Tihazba po rovnovahe (max. 25 bodov)

Tento priklad vobec nebol tazky a preto ma nepotesil pocet rieSeni. Bolo ich iba 5 :-(. Ako
sa mal teda tento priklad riesit? Najskor si ho preformulujeme do reci grafov. Mame graf G a
nasou ulohou je ohodnotit hrany grafu ¢islami —1, 1 tak, aby stcet hran pri kazdom vrchole
bol 0 (¢o je prave vtedy, ked je pocet hran s ¢islom —1 rovnaky ako pocet hran s ¢éislom 1).

Teraz si spravime malii odboc¢ku a povieme si, ¢o je to Fulerovsky cyklus. Nech G je graf
a S = ujusg...u, je postupnost vrcholov grafu G (vrcholy sa v nej moézu opakovat). S je
Eulerovsky cyklus prave vtedy, ked kazdy vrchol z G je v S, kazda hrana z G je prave raz
v S a u; = ug. Inymi slovami, graf G obsahuje Fulerovsky cyklus prave vtedy, ked sa da
nakreslit jednym tahom tak, Ze kazdu hranu nakreslim len raz a skonéim v tom vrchole, v
ktorom som zacal. Dané nakreslenie mi tvori Fulerov cyklus.

Daolezité: Od teraz az do odvolania budeme predpokladat, ze graf G je suvisly (z kazdého
vrchola existuje nejaka cesta do kazdého vrchola).

Ak graf G ma neparny pocet hran, alebo nejaky vrchol ma neparny stuper (stupen
vrchola je pocet susedov vrchola), tak vyvazené vztahy nedostaneme. Preto budeme predpo-
kladat, ze v grafe G ma kazdy vrchol parny stupen. Ak v takomto grafe existuje Fulerovsky
cyklys, tak mozeme ist po obvode cyklu a budeme ohodnocovat hrany na striedacku —1 a
1, tak kazdy vrchol bude mat stéet ohodnoteni svojich hran 0. Preto, ak existuje v grafe
Eulerovsky cyklus, tak ho stac¢i najst a potom sme za vodou.

Co ak sa ndhodou taky cyklus v grafe nenachadza? To by mohol byt problém. Ale niet
sa ¢oho bat, lebo plati tvrdenie, ze v suvislom grafe existuje Eulerovsky cyklus prave vtedy,
ked mé v fiom kazdy vrchol parny stupen (VSimnite si, Ze tento cyklus moze mat aj neparny
podet hran). A teda Eulerovsky cyklus v nasom grafe existuje vzdy?. Teraz si ideme dokazat
toto tvrdenie a pritom aj vymyslime algoritmus, ktorym dany cyklus najdeme.

Presnejsie, ukaZzeme si tvrdenie, ze ak méa kazdy vrchol grafu parny stupen, tak graf ob-
sahuje Fulerovsky cyklus. Opacné tvrdenie je ovela jednoduchsie a skuste si ho sami dokazat.

Zac¢nime prehladavat graf G do hibky tak, Ze povolime prechadzat cez kazdy vrchol viac
krat, ale cez kazdt hranu povolime prejst iba raz. Vzdy, ked pri prehladéavani prejdeme cez
nejaka hranu, tak t hranu z grafu odstranime (alebo si poznadime, Ze je odstranend). Vzdy,
ked prideme do nejakého vrchola, tak sa mu znizi stupen o 1 a vzdy ked z neho opif vyjdeme,
tak sa mu zase znizi stupen o 1. To znamend, ze za kazdy prechod vrcholom sa mu znizi
stupeti o 2. Casom dorazime do vrchola, z ktorého sa uz nebude viest Ziadna cesta. Bude
to prave ten vrchol, z ktorého sme zacali prehladévat. Pre¢o? Kazdy vrchol mal na zaciatku
parny stuperni. Z prvého vrchola sme vysli a teda sme mu znizili stupen o 1. Potom kazdému
vrcholu cez ktory sme §li sme znizili stupeti o 2 (alebo o vicsie parne ¢islo, ak sme $li cez
neho viac krat). Preto ak by sme neskonéili v po¢iatoénom vrchole, tak by sa stalo to, ze by
stupen vrchola, v ktorom prave sme, bol neparny a teda by sme eSte niekam vedeli ist.

Ked uz nevieme prehladévat dalej, tak sa budeme vracat, az kym sa nevratime do vrchola,
z ktorého vieme pokracovat v prehladavani (mé este nejaké nenavstivené hrany). Pri vracani

9Nezabudnite, Ze teraz predpokladame suvislé grafy s parnymi stupfiami vrcholov
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16 Tuzba po rovnovdhe

si budeme zapisovat hrany, po ktorych vraciame. Co sa stane, ak najdeme vrchol, z ktorého
vieme pokracovat dalej? Nech je to vrchol u. Budeme z vrchola u dalej prehladévat, az kym
sa zase nezasekneme. Ale to musi byt opéft vo vrchole u (lebo kazdy stupen vrchola je parny).
Zacneme sa vracat po prejdenych hranich a zapisujeme si vrcholy, cez ktoré sa vraciame.
Takto si zapiSeme vrcholy na ceste z u do u. Teda stale méame zapisané vrcholy, ktoré st na
nejakej ceste. Ak budeme takto pokracovat dalej, tak po skon¢eni budeme mat zapisany cely
Eulerovsky cyklus.

Dolezité: Odteraz uz nepredpokladame, ze graf G je suvisly, ani to, ze kazdy vrchol ma
parny stupen!

Ako bude vyzerat vysledny algoritmus? Nacitame graf a skontrolujeme, ¢i méa kazdy
vrchol parny stupen. Ak ano, tak pre kazdy komponent suvislosti grafu ndjdeme Fulerov-
sky cyklus po jeho obvode nastavime hrany na striedacku na 1 a —1. Zaroven pre kazdy
komponent stvislosti zistime, ¢i méa parny pocet hran (lebo ak nie, tak rovnovdhu nevieme
dostat). Pri spravnej implementécii bude mat vysledny algoritmus ¢asovi aj pamétova zlo-
zitost O(N + M).

Ako to vhodne implementovat? Pre kazd( hranu si paméitame, ¢i sme v nej boli a pre
kazdy vrchol si paméitame zoznam susednych hran a index do zoznamu, aby sme vedeli, ktoré
hrany sme uz prechadzali (V jednom vrchole mozeme byt viackrat a nechceme vzdy prejst
cely zoznam hran).

Ako som bodoval? Za optimélne rieSenie som dal 25 bodov, za kvadratické som dal
najviac 18 bodov a za nefunkcéné riesenie som dal najviac 3 body.

Poznamky ku kédu: Pole F je zoznam hrén, v G[v] je zoznam dvojic (u,e), pri¢om
u susedi s v a st spojené hranou e. V poli I st indexy do zoznamov hran, aby sme nepre-
chéadzali viackrat tie isté hrany. Do pola path sa uklada vysledny FEulerovsky cyklus. Graf
nerozkladdme na komponenty, ale zavoldme prehladévanie na kazdy vrchol raz, lebo ak sa
zavoldme druhykrat na ten isty komponent, tak sa uz ni¢ nevykona a teda nam to casovi
zlozitost nezhorsi. Teraz si uz s mozete precitat zdrojovy kdd.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

vector<pair<int,int> > E;
vector<bool> was;
vector<vector<pair<int,int> > > G;
vector<unsigned int> I;
vector<int> path;

void dfs(int v){
unsigned int &i=I[v];
for (;i<G[v] .size();i++){
int ii=i;
if('was[G [v] [ii] .second]) {
was [G [v] [ii] .second]=true;
dfs (G [v] [ii] . first) ;
path.push_back (G [v] [ii] .second) ;

}

int main(){

int N,M;
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Trasa okolo rovnika 17

cin>>N>>M;;
G .resize(N);
for(int i=0;i<M;i++){
int a,b,ind;
cin>>a>>b;
a--;b--;
ind=E.size();
E.push_back(make_pair(a,b));
G [a] .push_back (make_pair(b,ind));
G [b] .push_back(make_pair(a,ind));
}
was.resize (E.size() ,false);
for(int i=0;i<N;i++)
if(G[i] .size O %2==1){
cout<<“Neda sa to:-(“<<endl;
return 0;
}
I.resize(N,0);
int prevsize=path.size();
for (int i=0;i<N;i++){
prevsize=path.size() ;
dfs(i);
if((path.size() -prevsize%2) 1=0){
cout<<“Neda sa to:-(“<<endl; // Komponent ma neparny pocet hran
return 0;
}
}
for (unsigned int i=0;i<path.size();i++){
cout<<E[path[il].first+1<<“ “<<E[path[i]].second+1<<“ - ;

if(i%2)
cout<<“pozitivny“<<endl;
else
cout<<“negativny“<<endl;
}
}
3 Opravoval Lukas
10. Trasa okolo rovnika (max. 25 bodov)

Vyrobme si zo vstupu graf. Vrcholy budiit Hermiho kamarati a hrany budt medzi kamaratmi,
ktorych spaja letecka linka. Zaroven si budeme pre hranu pamiitat, o aky uhol sa vdaka nej
posunieme. Ak letime zo zdpadu na vychod, bude ¢islo kladné, inak zaporné. Ak cesta obleti
Zem, tak sucet uhlov letov zo zapadu na vychod sa nemoze rovnat sucétu uhlov letov z
vychodu na zdpad. V nasom grafe to bude znamenat, ze sicet uhlov na hranédch cesty sa
nerovna nule. Ak dalej v texte budeme spominat dlzku cesty, mame na mysli pocet leteckjch
liniek, teda hrdn na ceste. Sucet uhlov na ceste budeme nazyvat uhlovy stcet cesty.

Pre kazdy vrchol si budeme pamiitat dve cesty z vrcholu 1 — jedna z nich bude najkratsia
(ak je ich viac, zapamétame si lubovolna z nich). Druht zvolime tak, aby bola najkratsia
spomedzi tjch, ktoré maji int uhlovt dizku ako najkratsia cesta. Znova, ak je takjchto ciest
viac, sta¢i nam Iubovolna z nich. Odteraz ak v texte spomenieme najkratsie cesty do vrcholu,
budeme ich chapat v takomto vyzname.

Ak budeme pre kazdy vrchol a Specidlne pre vrchol 1 poznat dve najkratsie cesty, lahko
vyriesime tilohu. Najkratsia cesta do vrcholu 1 mé dlzku nula a uhlovy stcet tiez nula.
Druhé cesta, ktort si zapamétame vo vrchole 1, bude najkratsia spomedzi tych, ktoré maja
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18 Trasa okolo rovnika

iny uhlovy sucet ako 0. A to je presne to, ¢o hladdme — najkratSia okruzné cesta. Zostava
nam vsak vyriesit, ako tieto dlzky ciest zistit.

Vzorové riesenie bude trochu pozmenené prehladavanie do Sirky. V prehladdvani do
sirky budeme kazdy vrchol spracivat najviac dvakrat. Vzdy raz po tom, ¢o ndjdeme doriho
jednu z dvoch najkratsich ciest. Pri spractivani vrcholu v a jednej z jeho najkratsich ciest
V1, V2, ..., U, v pozrieme vSetky hrany vychadzajice z v a pokusime sa aktualizovat zoznam
najkratsich ciest pre susedné vrcholy. To znamena, ze ak susedny vrchol u eSte nema najdené
2 najkratsie cesty, tak mu do zoznamu pridame cestu vy, vs, ..., vk, v, u. Jediny pripad, kedy
sa nam to nemusi podarit, je, ak u uz ma najdent najkrat$iu cestu a t4 ma rovnaka uhlova
dlzku ako cesta vy, vs, ..., Uk, U, U.

Mame teda nacrtnuty algoritmus, podme sa zamysliet nad zlozitostou. Vo vrcholoch si
nemusime pamitat celé najkratsie cesty, ale iba ich dizky a uhlové saéty. Kedze si musime
pamétat aj hrany, tak pamitova zlozitost je O(N + M). Kazdy vrchol a hranu spractivame
v prehladdvani do sirky najviac dvakrat, preto je ¢asova zlozitost O(N + M).

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
#include <utility>
using namespace std;

#define REP(i,n) for(__typeof(n) i=0; i<(n); +1)
vector<int> poz;

typedef pair<int, int> PI;
int vzd(int a, int b)

{
int y = poz[b] - pozlal;
while (y > 180) y -= 360;
while (y < -180) y += 360;
return y;

int main() {
int n, m; scanf(“%d %d“, &n, &m);
poz.assign(n, 0);
REP(i,n) scanf(“%d“, &pozlil);

vector<vector<PI> > h(n);

REP(@,m)

{
int a, b;
scanf(“%d %d“, &a, &b);
a--; b--;

h[a]l.push_back(PI(b, vzd(a, b)));
h[b].push_back(PI(a, vzd(b, a)));
}

vector<vector<int> > vz(n);
vector<vector<int> > poc(n);
vz[0] = vector<int>(1, 0);
poc[0] = vector<int>(1, 0);
int kol = -1;

queue<int> f;

for (f.push(0); !'f.empty(); f.popQ))
{
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int i = f.front();
int q;
REP (j,h[i].size())
{
q = h[1[j].first;
REP (k,vz[i] .size())
{
int vzdialenost = vz[i]l [k] + h[i] [j].second;
if (vzlql.size() == 0 || (vzlql.size() == 1 && vz[ql[0] !=
vzdialenost))

{
vz [q] . push_back(vzdialenost) ;
poclql .push_back(poc[i] [k] + 1);
f.push(q);
}
}
}
if (vz[0].size() > 1)
{
kol = poc[0][1];
break;
}

}

printf(“%d\n*“, kol);
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Vysledkova listina po 2. kole kategérie KSP-Z

Meno a priezvisko Skola Trieda 1 2 3 4 5 b))

1| Balaz Martin Gym. Alejova Kosice 4 49 | 10 10 10 15 15 | 109
2| Kekely Michal Gym. Varsavska Zilina - Vlgince 2 45 [ 10 7 10 15 9 96
3| Sladek Filip Gym. Namestovo 3 39 | 10 10 10 14 11 94
4| Balog Matej Gym. Grésslingovd BA 2 50 6 10 7 9 11 93
5| Hozza Jan Gym. Jura Hronca BA 2 56 | 10 10 10 86
6 | Hruska Eugen Gym. Hlohovec 3 42 510 7 14 6 84
6 | Korbas Rafael Gym. Hronska BA 2 39 | 10 10 10 10 5 84
8| Varga Matyas Gym. H. Selyeho Komaéarno 2 33 8 10 10 10 11 82
9| Phuong Mariana Gym. Jura Hronca BA 2 27 9 10 10 10 12 78
10 | Bubnar Michal Gym. sv. Frantigka z Assisi V.n. Toplou 4 35 5 7 10 10 10 77
11| Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 2 35110 7 10 10 3 75
12| Kieferova Maria Gym. sv. Frantigka Zilina 4 37 9 8 10 10 74
13 | Jankovi¢ Radovan Gymnazium Levice 2 21 7 9 9 9 4 59
14 | Kunec Sebastian Gym. Konstantinova Presov 4 33 5 4 6 10 58
15| Cuc Bruno Gym. Grésslingovda BA 3 24 8 7 9 9 57
16 | Jurovych Jakub Gym. Okruznd Zvolen 2 31 5 6 4 9 55
16 | Kucera Martin Gym. Golianova Nitra 2 20 8 4 10 10 3 55
18 | Dresslerova Anna Gym. Jura Hronca BA 2 28 7 10 8 53
18 | Kuzma Tom4s Gym. Alejova Kosice 4 38 15 53
18 | Majdis Mojmir Gym. Dolny Kubin 3 24 9 10 10 53
21| Maris Andrej Gym. Piaristicka Nitra 1 16 | 10 6 9 10 1 52
22 | Palenik Martin Gymnéazium Levice 4 16 | 10 4 9 10 1 50
23| Plank Martin Gym. A. Merici Trnava 4 16 | 10 5 9 8 48
24 | Machac¢ Matej Gym. P. de Coubertina Piestany 3 14 8 7 7 10 46
25| Anderle Michal Gym. Hali¢skd Lucenec 2 18 4 7 7 8 44
26 | Bosak Radomir Gym. Grésslingovda BA 4 41 41
27| Vavrik Boris Gym. Jura Hronca BA 2 39 39
27| Vecerik Matej Gymnazium 2 0 8 7 10 10 4 39
29 | Kuchynar Martin Gym. Jura Hronca BA 3 36 36
30| Mrockova Maria Gym. Jura Hronca BA 2 0 9 6 10 10 35
31| Machac Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 25 3 6 34
32| Smihla Jan ZS Saratovska, 0 33 33
33| Anderko Maros Gym. Konstantinova Presov 3 4 4 6 8 7 29
34| Pokorny Fridolin Gym. Hali¢skd Lucenec 4 0 3 6 4 7 7 27
34| Sabo Matus Gym. Jura Hronca BA 3 0 4 6 4 7 6 27
36 | Feddkova Kristina Gym. Stard Lubovna 1 0 9 9 8 26
36 | Mudrik Richard Gym. J. M. Hurbana Cadca 4 7 5 6 8 26
38| Toman Viktor Gym. Golianova Nitra 2 0 5 4 6 10 25
39| Spano Marek Gym. Jura Hronca BA 2 24 24
40| Szabé Peter SPSE Nové Zamky 4 14 9 23
41| Tana Téthova Gym. Jura Hronca BA 3 22 22
42 | Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 3 20 20
42 | Macko Lukas Gym. S. Moyzesa B. Bystrica 3 20 20
44 | Iring Andrej Gym. Jura Hronca BA 2 9 10 19
44 | Stancéiakova Katarina | Gym. Jura Hronca BA 3 19 19
46 | Simko Stanislav Gym. Jura Hronca BA 3 18 18
47| Orenic¢ Jozef Gym. Slovenska Bardejov 3 17 17
47 | Porubsky Martin Gym. sv. Cyrila a Metoda Nitra 2 6 | 10 1 17
47| Stajer Andrej Gym. Dolny Kubin 3 10 7 17
50| Bogi Tamas SPS Komérno 2 16 16
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Meno a priezvisko Skola, Trieda 2 3 4 5 b))
50| Pinter Martin Gym. Jura Hronca BA 2 16 16
52 | Tulala Peter Gym. A. Merici Trnava 3 14 14
52| Srank Marek Gym. A. Merici Trnava 4 0 6 8 14
54| Cudrak Milos Gym. J. M. Hurbana Cadca 4 5 2 2 13
55| Plavak Dusan Gym. Trstena 2 11 11
56 | Chomjak Maros Gym. Alejova Kosice 3 10 10
56 | Novella Tomas Gym. Alejova Kosice 3 10 10
56 | Piovarc¢i Michal Gym. Hronskd BA 4 10 10
59| Dgzurilla Bohus Gym. Alejova Kosice 3 9 9
59 | Kentos Michal Gym. sv. Frantigka z Assisi V.n. Toplou 4 9 9
59 | Koval Anton Gym. L. Stockela Bardejov 3 9 9
59| Pivovarci Michal Gym. Hronska BA 4 9 9
59| Toth Robert Gym. Alejova Kogice 3 9 9
59| Uchnar Matus Gym. Alejova Kosice 3 9 9
59| Zatrochova Zuzana Gym. Alejova Kosice 3 9 9
59 | Durikovi¢ova Lucia Gym. sv. UrSule BA 2 0 9 9
67| Holas Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 8 8
67| Nagy Stefan SPS Komérno 3 8 8
69| Kmec Peter Gym. Konstantinova Presov 2 5 5
70| Astary Matej Gym. Konstantinova Presov 3 4 4
70 | Fotta Michal Gym. Konstantinova Presov 3 4 4
70| Nguyen Tien Phong Gym. Konstantinova Presov 3 4 4
70| Trebichavsky Richard | Gym. Jura Hronca BA 1 4 4
74| — Anonym Gym. Jura Hronca BA ? 0 0
74| Bogéarova Zuzana Gym. Ludovita Stara Trenéin 2 0 0
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Visledkova listina po 2. kole kategdérie KSP-O

Meno a priezvisko Skola Trieda 4 5 67 8 by

1| Fulla Peter SPS strojnicka Spisska Nova Ves 4 87 | 15 15 20 3 25 | 165
2| Sramek Martin Gym. Alejova Kosice 4 88 | 15 12 17 25 | 157
3| Petrucha Michal Gym. Metodova BA 4 76 | 15 15 19 25 | 150
4| Herencsar Albert Gym. mad. Galanta 4 80 | 15 9 17 1 21 | 143
5| Hudec Tobias Gym. Partizdnske 3 79112 15 6 1 25 | 138
6 | Kovac Jakub Gym. sv. Cyrila a Metoda Nitra 4 771 10 14 15 0 15 | 131
7| Balaz Martin Gym. Alejova KoSice 4 87 | 15 15 12 | 129
8| Csiba Peter Skola pre mim. nadané deti BA 4 61 | 15 15 0 0 21 | 112
9| Spanik Marian Gym. sv. Frantigka Zilina 4 56 | 10 3 15 25 | 109
10| Rohar Pavol Gym. M. R. Stefanika, Kosice 3 40 | 15 12 12 25 | 104
11 | Kuzma Tom4s Gym. Alejova Kosice 4 83 | 15 98
12| Ziman Michal Gym. Hali¢ska Lucenec 3 31 | 10 8 12 23 84
13 | Hruska Eugen Gym. Hlohovec 3 52 | 14 6 11 O 83
14| Sladek Filip Gym. Namestovo 3 33 |14 11 17 1 4 80
15| Hojcka Michal Gym. Partizanske 4 33 | 15 1 12 3 64
16 | Belan Tomas Skola pre mim. nadané deti BA 3 58 58
17 | Bubnéar Michal Gym. sv. Frantiska z Assisi V.n. Toplou 4 21 | 10 10 16 57
17 | Proksa Ondrej Gym. Parovska Nitra 4 57 57
19 | Jankovi¢ Radovan Gymnéazium Levice 2 22 9 4 20 17 54
20 | Kunec Sebastian Gym. Konstantinova Presov 4 21 | 10 2 17 50
21| Miklovi¢c Tomas Gym. Nové Zamky 3 24 | 10 15 49
22| Kekely Michal Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 2 23115 9 47
23| Jursa Jakub Gym. Alejova Kosice 4 25 | 10 9 44
23| Phuong Mariana Gym. Jura Hronca BA 2 12 | 10 12 10 44
25| Habovstiak Martin Gym. Tvrdosin 3 0| 10 8 25 43
26 | Balog Matej Gym. Grosslingova BA 2 22 9 11 42
27| Hozza Jan Gym. Jura Hronca BA 2 26 15 41
28 | Korbas Rafael Gym. Hronska BA 2 23 | 10 5 38
29| Spano Marek Gym. Jura Hronca BA 2 34 34
30| Kieferovd Maria Gym. sv. Frantiska Zilina 4 22 10 32
30| Varga Matyas Gym. H. Selyeho Komarno 2 11 | 10 11 32
32| Maris Andrej Gym. Piaristicka Nitra 1 4110 1 14 29
33| Kucera Martin Gym. Golianova Nitra 2 0|10 3 14 27
34 | Rigdova Emilia Gym. Popradské nabr. Poprad 3 0| 10 16 26
34| Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 2 13 | 10 3 26
36 | Hagara Michal Gym. Jura Hronca BA 3 25 25
37| Machac Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 24 24
37| Machac¢ Matej Gym. P. de Coubertina Piestany 3 14 | 10 24
39| Iring Andrej Gym. Jura Hronca BA 2 21 21
39| Kikta Michal Gym. Tatarku Poprad 4 21 21
39| Vavrik Boris Gym. Jura Hronca BA 2 21 21
42| Anderle Michal Gym. Hali¢skd Lucenec 2 9 8 3 20
42| Dresslerova Anna Gym. Jura Hronca BA 2 12 8 20
42 | Hozzénkova Hana Gym. Jura Hronca BA 3 20 20
42| Jurovych Jakub Gym. Okruzna Zvolen 2 11 9 20
46 | Cuc Bruno Gym. Grosslingovda BA 3 7 9 16
46 | Szabé Peter SPSE Nové Zamky 4 7 9 16
48 | Stanciakové Katarina | Gym. Jura Hronca BA 3 15 15
49 | Pokorny Fridolin Gym. Hali¢skd Lucenec 4 0 T 7 14
49 | Vecerik Matej Gymnazium 2 0|10 4 14
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Meno a priezvisko Skola. Trieda 4 5 67 8 b))
51| Sabo Matus Gym. Jura Hronca BA 3 0 7 6 13
52| Piovarc¢i Michal Gym. Hronskd BA 4 12 12
52| Tana Téthova Gym. Jura Hronca BA 3 12 12
54| Anderko Maros Gym. Konstantinova Presov 3 4 7 11
54 | Bosak Radomir Gym. Grosslingova BA 4 11 11
54| Palenik Martin Gymnéazium Levice 4 010 1 11
54 | Smihla Jan ZS Saratovska 0 11 11
58 | Kuchynar Martin Gym. Jura Hronca BA 3 10 10
58 | Mrockova Maria Gym. Jura Hronca BA 2 0] 10 10
58 | Toman Viktor Gym. Golianova Nitra 2 0| 10 10
61| Simko Stanislav Gym. Jura Hronca BA 3 9 9
62 | Feddkova Kristina Gym. Stard Luboviia 1 0 8 8
62| Mudrik Richard Gym. J. M. Hurbana Cadca 4 0 8 8
62| Plank Martin Gym. A. Merici Trnava 4 0 8 8
62| Srank Marek Gym. A. Merici Trnava 4 0 8 8
66 | Tulala Peter Gym. A. Merici Trnava 3 6 6
67| Orenic¢ Jozef Gym. Slovenska Bardejov 3 5 5
68 | Astary Matej Gym. Konstantinova Presov 3 4 4
68| Fotta Michal Gym. Konstantinova Presov 3 4 4
68| Nguyen Tien Phong Gym. Konstantinova Presov 3 4 4
71| Plavak Dusan Gym. Trstena 2 2 2
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24 Vysledkovd listina

Vysledkova listina po 2. kole kategérie KSP-T

Meno a priezvisko Skola Trieda 8 9 10 by

1| Fulla Peter SPS strojnicka Spisska Nova Ves 4 70 | 25 25 25 | 145
2| Hudec Tobias Gym. Partizanske 3 52 | 25 77
3| Jankovi¢ Radovan Gymnéazium Levice 2 12 | 17 15 15 59
4| Kovac¢ Jakub Gym. sv. Cyrila a Metoda Nitra 4 17 | 15 18 3 53
5| Petrucha Michal Gym. Metodova BA 4 25 | 25 50
5| Sramek Martin Gym. Alejova Kosice 4 25 | 25 50
7| Spénik Marian Gym. sv. Frantigka Zilina 4 16 | 25 41
8| Herencsar Albert Gym. mad. Galanta 4 17 | 21 38
9| Csiba Peter Skola pre mim. nadané deti BA 4 16 | 21 37
10 | Balaz Martin Gym. Alejova Kosice 4 23 | 12 35
11 | Rohar Pavol Gym. M. R. Stefanika, Kosice 3 5| 25 30
12| Miklovi¢ Tomas Gym. Nové Zamky 3 14 | 15 29
13| Habovstiak Martin Gym. Tvrdosin 3 0| 25 25
14 | Kuzma Tomas Gym. Alejova Kosice 4 24 24
15| Ziman Michal Gym. Hali¢skd Lucenec 3 0| 23 23
16 | Kunec Sebastian Gym. Konstantinova Presov 4 0| 17 17
16 | Proksa Ondrej Gym. Parovska Nitra 4 17 17
18 | Belan Tomas Skola pre mim. nadané deti BA 3 16 16
19 | Iring Andrej Gym. Jura Hronca BA 2 14 14
19| Sladek Filip Gym. Namestovo 3 9 4 1 14
21| Hojcka Michal Gym. Partizanske 4 7 3 10
22| Hruska Eugen Gym. Hlohovec 3 8 0 8
23 | Machac Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 6 6
23| Tana Téthova Gym. Jura Hronca BA 3 6 6
25| Piovarc¢i Michal Gym. Hronskd BA 4 4 4
25| Stanciakova Katarina | Gym. Jura Hronca BA 3 4 4
27| Anderle Michal Gym. Hali¢ské Lucenec 2 0 3 3
27| Hozzankova Hana Gym. Jura Hronca BA 3 3 3
29| Anderko Maros Gym. Konstantinova Presov 3 0 0
29 | Astary Matej Gym. Konstantinova Presov 3 0 0
29| Fotta Michal Gym. Konstantinova Presov 3 0 0
29 | Kmec Peter Gym. Konstantinova Presov 2 0 0
29| Nguyen Tien Phong Gym. Konstantinova Presov 3 0 0
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