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Vzorové riesenia 1. kola zimnej casti

Milé nase rieSitelky, mili nasi riesitelia,
prave sa Vam dostavaju do rik vzorové rieSenia prvého kola nasho skvelého seminara na
neuveritelnych 24 stranach. UZite si ich :)

Matika sa neuci, matika sa chape.
KSPaci

, . . opravoval JMK a Feki
1. Zmenena endianita (max. 10 bodov)

Uvodom si pripomeifime, Ze vstup uz méame nacéitany a neratame ho do pamiifovej zlozitosti.
Ak by bol vstup N, potom by paméitfové naroky na jeho ulozenie boli O(log N), pretoZe pocet
cifier ¢isla v desiatkovom zépise je priblizne rovny jeho dekadickému logaritmu!. Kebyze do
vyslednej zlozitosti ratame aj premennt na vystup, potom by sme opiit automaticky dostali
pamétové naroky algoritmu minimalne O(log N), pretoze uplne vSetky algoritmy produkuji
dany vystup. Ak premennu na vystup nebudeme podcitat do pamiitovej zlozitosti, dostaneme
odhad, ktory sa bude tykat ¢isto ¢innosti algoritmu ako takého a preto moze byt potencidlne
mensi ako O(log N). Takto budeme méct odlisit lepsi algoritmus od horsieho.

Méme teda cislo v desiatkovej stistave. Jedna z jej vlastnosti je, Ze je pozicné, teda
hodnota (vyznamnost) danej cifry zavisi od jej pozicie v ¢isle. Konkrétne hodnota i-tej ¢islice
sprava je 10°. Cislo, ktoré chceme ziskat, ma mat tieto hodnoty pre dané cifry vymenené. Teda
prva éislica sprava ma mat hodnotu prvej zlava atd. Najjednoduchsi spésob, ako poskladat
vysledné ¢islo, by bol postupne ho rekonstruovat po cifrach — vziaf ¢islicu a vynasobit ju
k-krat cislom 10, kde k je jej pozicia v novom cisle sprava. Takto realizovany postup by mal
ale vysoku casovu zlozitost. NajlepSie by bolo ziskavat cifry nie po jednej, ale nasobit ich
nejak spolu.

Vezmime prvu cifru sprava a vynasobme ju desiatimi. Aby sme ju dostali na spravne
miesto vo vyslednom déisle, eSte ju potrebujeme vynéasobit tolkokrat, kolko ndsobeni potre-
bujeme na presunutie druhej éislice. Mozeme teda tito druhu cifru pripocditat k nasobku
prvej cifry desiatimi a nésobit tieto dve ¢isla spolu. Po dalSom vynésobeni desiatimi pripo-
¢itame tretiu cifru, po dalsom stvrta a takto pokracujeme, az kym nepripocitame posledni
cifru povodného ¢isla. Takto budeme postupne dostévat vysledné ¢islo od najvyznamnejsich
cifier.

Na tento algoritmus by sme ale potrebovali rychlo ziskavat jednotlivé cifry povodného
¢isla postupne v poradi od najmenej vyznamnej. Tie budeme ziskavat opaénym postupom
k tomu, ktorym sme vytvarali nové ¢islo. VSimnime si, Ze ked ¢islo vydelime hodnotou 107,
tak zvysok po deleni desiatimi tohto predeleného cisla bude prave s-t4 cifra sprava, ak by sme

T ogaritmus &sla N so zékladom 10 je exponent, na ktory musime umocnit desiatku, aby sme dostali N. Plati
teda: logx = y vtedy, ked 10Y = x.
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2 Zo schodiska bude paneldk!

tieto cifry ¢islovali od nuly. Tieto ¢islice teda mézeme ziskaf tak, ze ho budeme postupne
delit desiatimi a vSimaf si zvySky po deleni desiatimi (to je len inymi slovami povedana
posledna cifra).

Pokial by sme si najprv vytvorili vSetky cifry a az potom ich zacali nasobit, nas algo-
ritmus by potreboval pamét O(log N), ¢o je zbyto¢ne vela. KedZe ich nepotrebujeme vsetky
naraz, tak ich budeme vytvarat postupne az vtedy, ked ich budeme potrebovat. Jeden krok
vysledného algoritmu bude teda pozostavat zo ziskania zvysku po deleni vstupného ¢isla de-
siatimi, jeho predeleni desiatimi, pripoc¢itani zvysku k vyslednému ¢islu a ak nejde o posledny
krok, tak aj jeho vynasobenie desiatimi.

Tento krok vykonadme (log N)-krat, ¢asova zlozitost je teda O(log N), kde N je dané
¢islo. V pamiti mame ulozenych niekolko premennych, ktorych velkost je konstantna (pocet
bajtov, ktoré si musime pamiitat, nezavisi od vstupného é&isla ani od dizky jeho zapisu),
pamit je teda O(1).

Bodovalo sa takto:

e optimélne rieSenie s dobrym popisom — 10 bodov,
¢as O(log N), pamiit O(log N) s dobrym popisom — 9 bodov,
¢as O(log® N), pamiit O(1) s dobrym popisom — 8 bodov,
¢as O(log® N), pamiit O(log N) s dobrym popisom — 7 bodov,

programy, ktoré nacitali retazec a vypisovali ho odzadu dostali aj s dobrym popisom
malo bodov,

e odhady boli za bod,
e za chybajtci popis bola polovica bodov dole,

e za chyby v kdde, ak ich bolo viac, a za slabsie popisy sa davalo primerane menej bodov.

PS: kedZe tento priklad je len jednotka, bol hodnoteny mierne. Nabudtce si musite dat
pozor na odhady zlozitosti a popis algoritmu, pretoze pri vyssich tilohach st postihy za tieto
nedostatky citelnejsie.

Listing programu:

var pom, cislo: integer;

begin
readln(cislo) ;
pom := 0;
while cislo > 0 do begin
pom := pom * 10;
pom := pom + (cislo mod 10);
cislo := cislo div 10;
end;
cislo := pom;
writeln(cislo) ;
end.
. ; opravoval Tommy, vzorak pisal Imp
2. Zo schodiska bude panelak! (max. 10 bodov)

Na zaciatok si uvedomme, Ze sa od néas nepozaduje ni¢ ohladom pocétu poschodi paneldku, iba
to, aby boli aspori dve. A vSade tam, kde sa d& postavif trojposchodovy ¢i viacposchodovy
paneldk, da sa postavit aj dvojposchodovy (ak existuje postupnost p, p + K, p + 2K, ...,
potom existuje aj dvojprvkova postupnost p, p+ K). Ni¢ teda nepokazime, ak budeme hladat
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Zo schodiska bude paneldk! 3

len vysku, v ktorej sa d& postavit dvojposchodovy panelak. Mame vSak najst ¢o najmensiu
takd vysku. To znamena najmensie také p, ze v zadanej postupnosti je aj ¢islo p + K.
Riesenia v O(N?) a O(Nlog N)

Toto rieSenie je najjednoduchsie na napisanie a zaroven najmenej efektivne. Zadanu po-
stupnost prejdeme dvoma do seba vnorenymi cyklami tak, ze vonkaj$im si postupne uréujeme
jednotlivé prvky ako p a vnttornym hladame v poli ¢éislo p + K. Oba cykly prechadzaju ra-
dovo N prvkov, preto m4 toto rieSenie ¢asovi zlozitost O(IN?). To sa d4 zlepsit tak, Ze ¢islo
p + K nebudeme hladat dalsim cyklom, ale bindrnym vyhladdvanim. Pozrieme sa na prvok
v strede pola. Ak m4 viésiu hodnotu ako hladdme, hladany prvok méze byt len nalavo od
neho, ak ma mensiu, hfadany prvok moze byt len napravo (kedze prvky v poli tvoria nekle-
sajucu postupnost). Tou polovicou pola, o ktorej uz vieme, Ze tam hladany prvok nemdze
byt, sa dalej nezaoberame a postup opakujeme na tej druhej. Hladanie ukon¢ime, ak prvok
najdeme, alebo sme ho nenagli a skimany tsek pola uz ma dizku len 1, teda ho nevieme dalej
rozdelit. Bindrne vyhladdavanie ma v poli velkosti N ¢asovu zlozitost O(log V) a spustame
ho N-kréat (pre vSetky mozné p), preto vyslednd casova zlozitost je O(N log N).
Optimalne rieSenie v O(N)

Na napisanie optimalneho rieSenia si musime uvedomit, ze predchadzajtice metédy mnohé
dvojice porovnavaju zbytoc¢ne. Ak totiz mame dva prvky a, b také, ze b —a > K, potom Zia-
den z prvkov postupnosti nalavo od a uréite netvori rieSenie so ziadnym prvkom napravo od
b. Vyuzijic tento poznatok nam sta¢i zadani postupnost len linedrne prehladat. Na preché-
dzanie postupnosti pouzijeme dva ukazovatele?. Prvy ukazovatel nastavime na prvy prvok
postupnosti a druhym ukazovatelom prehladdavame dalSie prvky len dovtedy, kym je rozdiel
mensi alebo rovny K. Potom posunieme prvy ukazovatel o jeden prvok dalej a s druhym
pokracujeme (rozmyslite si, Ze sa s nim nemusime vracat naspit) opét dovtedy, pokial je
rozdiel mensi alebo rovny ¢islu K. Tento postup opakujeme, kym sa nedostaneme druhym
ukazovatelom az za koniec postupnosti (vtedy riesenie neexistuje), alebo kym nenastane si-
tudcia, ze rozdiel hodnot pod ukazovatelmi je presne K (vtedy sme nasli rieSenie; vSimnite si,
ze prvé rieSenie, ktoré najdeme pri prehladavani zlava doprava, zodpoveda najnizsie postave-
nému panelédku). Kedze oba ukazovatele prejda postupnostou len raz, ¢asova zlozitost tohto
algoritmu je O(N). Inymi slovami, v kazdom momente spravime s nejakym ukazovatelom
krok a tych krokov je dokopy najviac 2N.

Za optimalne riesenie, t.j. v O(N), sa dalo ziskat 10 bodov, za O(N log N) 9 bodov a za
jednoduché kvadratické O(N?) riesenie 7 bodov. Bolo si treba uvedomit, Ze vyska najvyssieho
schodu méze byt velmi velkd, a teda robit niec¢o s polom takejto velkosti moze byt preto velmi
pomalé. Dalsie body sa dali stratit za zly, chybajtci ¢ ziadny popis, pripadne odhady. Naslo

.....

podla pravidiel, body rozdelovali).

Listing programu:

program panelak;
const MAXN = 1000;
var schody: array [1..MAXN] of integer;
N, K, i, j: integer;
begin
Read (N, K);
for i :=1 to N do
Read (schody[il);
j =1;

?Niekedy sa tomu hovori aj metdda dvoch bezcov.
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for i :=1 to N do
while schody[j] - schodyl[i] <= K do begin
if schody[j]l - schodyl[i]l] = K then begin
WriteLn (i) ;
Exit;
end;
if j = N then begin
WriteLin (’Panelak sa neda postavit.’) ;
Exit;
end;
ji=i+ 1
end;
end.

Zabudnuta kalkulacka

Opravovalo sa samo, vzorak pisal Stano

3. Zabudnuta kalkulac¢ka

(max. 10 bodov)

Tento priklad nebol tazky, comu nasvedcovalo aj velké mnozstvo rieSeni za plny pocet bodov.
Ako sa dal riesit? Na optimadlne rieSenie ste potrebovali iba konStantné mnozstvo pamiite
a spracovavat vstup postupne, tak ako prichddza na vstup. Vzdy, ked pride nova ¢islica,
tak si zmenime pomocni premenni, aby sme v nej mali aktualne zapisané ¢islo. A ak nam
pride nova operacia, tak uz mame celé ¢islo, ktoré sme nacitavali. Teraz mozeme spocitat

predchadzajicu operaciu a zapamiitat si ti novi.

Rozoberme si podrobnejsie 3 pripady, ktoré nastand pri spracovavani:
1. Zo vstupu sme precitali ¢islicu — jediné ¢o treba, je vynasobif predtym zapaméitané ¢islo

10-tkou a pripocitat k nemu novu éislicu.

2. Zo vstupu sme precitali operaciu. Ak to bola prva, tak si iba zapamitame, Ze medzivy-
sledok je predchédzajice nacitané cislo, zapamétame si operdciu a pokracujeme. Ak to
bola neskorsia operacia, tak vykoname ti predchadzajicu, zapiSeme si medzivysledok

a aj novu operaciu.

3. Precitali sme znak =. V podstate je to rovnaké situacia ako v bode 2, vyhodnotime

poslednti operaciu, vypiseme vysledok a mézeme skondit.

Listing programu:

var c, operacia: char;
cislo, medzivysledok: integer;

begin
medzivysledok := 0;
cislo := 0;
operacia := 'n’;
repeat
read(c);
if (ord(c) >= ord(’0”)) and (ord(c) <= ord(’9"))
cislo := cislo * 10 + ord(c) - ord(’0);
continue;
end;

then begin

case operacia of
+’: medzivysledok :=

[N

medzivysledok + cislo;
medzivysledok := medzivysledok - cislo;
*7: medzivysledok := medzivysledok * cislo;
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Zostroj ten string! 5

’/?: medzivysledok := medzivysledok div cislo;

'n’: medzivysledok := cislo;
end;
operacia := c;
cislo := 0;
until ¢ = '=7;
writeln (medzivysledok) ;
end.
. . Opravovala Dominika
4. Zostroj ten string! (max. 15 bodov)

Tento priklad nebol tazky, preto som strhavala body aj za mensie nedostatky, horsie ¢asové
zlozitosti a samozrejme, ak vam chybal odhad zlozitosti. Spravne rieSenie ma konstantnu
¢asovu aj pamitovia zlozitost O(1) (ak zanedbame nacitavanie vstupu, ktory nakoniec ani
nepotrebujeme).

Ak na vstupe dostaneme vietky mozné refazce dlzky m (teda plati n = 2™), tak uréite
neexistuje retazec, ktory by sa zhodoval so vSetkymi vstupnymi retazcami aspon v jednom
bite. Pouzijeme dokaz sporom: povedzme, ze dany vysledny retazec existuje. Potom k nemu
vytvorime tzv. opaény retazec (vznikne bitovou negéciou povodného refazca). Tento opaény
refazec sa nachddza medzi vstupnymi refazcami (kedZe na vstupe st vSetky mozZnosti) a
zéroven nemd ziaden spolo¢ny bit s vyslednym retazcom, pretoze je jeho negéciou. Teda
nastal spor, lebo vSetky vstupné refazce sa maju zhodovat v aspon jednom bite s vyslednym
retazcom. Teda ak plati n = 2™, odpoved bude ,nie“.

Ak n < 2™, tak staci najst aspon jeden retazec, ktory medzi vstupnymi chyba a znegovat
ho. Tento opa¢ny retazec sa musi zhodovat so vSetkymi retazcami na vstupe v aspon jednom
bite. Toto plati, pretoze existuje len jeden retazec, s ktorym sa nezhoduje v Ziadnom bite (jeho
negécia), ale ten sa na vstupe nenachadza. Teda ak plati n < 2™, tak odpoved bude ,ano“.
Na toto rieSenie prisla prevazné viiésina. Nad ¢éim sa treba zamysliet je, ako najrychlejsie
vyrobit 2. Jedna moznost je robif to v cykle, ale to je dost pomalé. Preto mozeme vyuzit
bitovy posun dolava (shift left), ktory pracuje v O(1) a hodi ndm presne 2.

Ak niekto o tomto eSte nepocul, tak si vysvetlime ako to funguje: shift left pracuje
v dvojkovej sustave. Ak hodime shift left na nejaké ¢islo, tak tento zoberie vSetky bity,
posunie ich dolava a d4 za ne na najpravejsie miesto nulu (najlavejsi bit ¢isla, ktory sa ndm
do daného rozsahu teraz uz nezmesti, jednoducho zahodime). V nasom pripade chceme pouzit
shift left na ¢islo jedna a posun o m bitov (napr. 1 shl 5 = 1000002 = 23, = 321¢). Teda
shift left je v podstate nésobenie dvojkou. Ak to aplikujeme na ¢islo 1 m-krat, dostaneme
2m,

Listing programu:

program zostrojstring;
var m, n, i: integer;

begin
readln(n, m);
{pre sprdvnost vstupu nacitame n stringov}
for i := 1 to n do
readln() ;
if 1 shl m = n then
writeln (’nie’)
else
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6 Opravovacia lotéria

writeln (’ano’) ;
end.

. , e Opravoval Miso
5. Opravovacia lotéria (max. 15 bodov)

Lotéria je tu opiit s vysledkami a vysvetlenim. Kazdy, kto napisal neparne ¢islo vicsie ako
3, ziskal aspon 1 bod. Preco je to tak? Pozrime sa na funkciu magia(a,b): pre k od 2 vyssie
delime a aj b ¢islom k. Robime to, kym sa da delif bez zvysku. Ked sa ¢islo k zvysi na
nejaky svoj nasobok, tak sa 4¢ko ani bécko uz nebudu delit, lebo sa nedelili ani pri k. To je
velmi dolezitd idea, lebo z nej vyplyva, Ze nds zaujimaju len prvociselné hodnoty k. Ked si
teda predstavime a,b ako s¢in mocnin prvocisel, tak robime to, ze pre jednotlivé prvocisla
zniZzujeme ich exponenty v rozklade oboch ¢isel. A to robime, az kym nie je jeden z tych
exponentov nulovy. Ak ostane nenulovy exponent v acku, tak riadok while a mod k = 0
do a := a div k; ho vynuluje. Ak je nenulovy exponent v bécku, tak tam ostane uz naveky.
Funkcia vrati false prave vtedy, ked su vSetky exponenty nulové. To znamend, Ze v a4c¢ku
bol pri kazdom prvodisle vicsi alebo rovny exponent. A tomuto javu hovorime, Ze b deli a
:-). Takze magia(a,b) = not(b deli a).

A ¢o robi funkcia odpoved(n)? Pre premennt skusam od n do 2 skisa, ¢i nedeli n+1.
V premennej vysledok bude uloZené posledné (najmensie) také ¢islo, ktoré nedeli n+1. Ked
ste si overovali svoje tipy, tak dobré zlepSenie bolo otocit tento cyklus, aby sa skusalo od 2
vysSie, ¢i je to delitel daného ¢isla.

Pocet bodov je odpoved(N-1) div 2. Na 15 bodov treba, aby odpoved vratila 30. Takze
premennd vysledok méa byt 31. Premennd n musi byt delitelna ¢islami od 2 po 30. Ale na
vstup do funkcie odpoved davame N-1, takze treba pripo¢itat 1. Spravne ¢islo je napriklad
1+ NSN(2..30). Mozete porozmyslat, preco funkcia odpoved nemohla vrétit ¢islo vicsie ako
30.

Priklad sa opravoval celkom jednoducho. Zistit poc¢et bodov sa da tu:

http://people.ksp.sk/~miso/zadania/magia.php. K bodovaniu doddm akurét tolko, ze
ak ste zabudli pripoc¢itat 1 a namiesto 15 bodov vam lotéria vyhodila 0, tak som trochu
prizmuril oéi a dostali ste nejaké body podla kvality popisu. V tomto pripade ale zabudnite
na hazard, lebo prehrate aj z kolaca 4 diery.

o opravoval Bob
6. O N mescoch (max. 20 bodov)

.....

Tento greedy pristup vSak nevedie k spravnemu rieseniu. Napriklad pre dvoch hracov a mesce
1,1,10, 2 je optimalne zobrat lavy mesec s hodnotou 1, lebo potom nédm stper musi odkryt
mesSec s hodnotou 10.

Istotou je simulovanie vSetkych sposobov, ako méze hra prebiehat. Ked je na fahu Hermi,
méa dve moznosti: zobrat lavy alebo pravy mesec. Po iom nasleduje K —1 ostatnych KSPakov,
ti si tiez vyberaju z dvoch moZnosti. Pre Hermiho v8ak nie je vobec zaujimavé vediet, ktory
zo superov si zobral ktory meSec. Podstatné je len to, ako bude tisek mesScov vyzerat, ked sa
znova dostane na tah Hermi. Tychto moznosti je K: ubudne 0 mescov zlava a K — 1 sprava,
ubudne 1 mesec zlava a K — 2 sprava, ..., ubudne K — 1 mescov zlava a 0 sprava. V kazdom
pripade bude dl7ka tseku mescov v dalsom Hermiho fahu o K mensia oproti aktudlnemu
Hermiho tahu.
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O N mescoch 7

Naprogramovat sa to da jednoducho pomocou rekurzie. Budeme mat funkciu f(i,j),
ktord vrati najviac¢siu moznu vyhru, ktort je Hermi schopny dosiahnut, ked dostane vo svo-
jom fahu postupnost mescov dizky j zacinajicu i-tym mescom. Hodnotu f(i, ) vypocitame
nasledovne: Hermi mé k dispozicii meSce ,...,7i + j — 1. Ozna¢me pocet penazi v a-tom
mesci p,. Ked si potiahne lavy meSec, ziska

L=p;+min(f(i+1,j—K),f(i+2,j—K),...,fi + K,j — K))

penazi, lebo predpokladame ten najhorsi pripad, teda Ze mu stperi nechaju prave ten naj-
menej vynosny usek. Ked si potiahne pravy mesSec, ziska

R:pi-l-j—l —|—m1n(f(l,j—K),f(l+1,j—K),,f(Z+K—1,j—K))

penazi. Z tychto dvoch moznosti vyberieme ti s vyssou vyhrou, teda f(i,j) = max(L, R).
mescov (f (4, j) = max(p;, pi+j—1)) @ nemusi uvazovat nasledujtce tahy siperov. Toto riesenie
je ale pomalé. Jedno volanie funkcie f sa vetvi na 2K dalsich volani az do hibky rovnej poétu
Hermiho tahov, ¢o je L%J (tento zapis znamena dolnu cela ¢ast a je ekvivalentny vyrazu
N div K). V prvom kole sa teda rozvetvime na 2K vetiev, tie sa v druhom kole rozvetvia na
(2K)? vetiev a tak dalej. Casova zloZitost je preto exponencidlna.

Ked si vSimneme, %e hodnotu f(i,j) pre konkrétne i, j pocitame viackrat, nika sa jed-
noduché zrychlenie. Vzdy, ked dopocitame f(i, j), ulozime si jej hodnotu do dvojrozmerného
pola na poziciu M; ;. Nabudice, ked ju budeme znova potrebovat, netreba ju ratat; staci sa
pozrief do pola na zapaméitani hodnotu. Tejto technike sa hovori memoizacia. Pocdet roz-
nych parametrov funkcie f je rdadovo NV - L%J a pre konkrétne i, j trva vypocet O(K), preto
je Gasové zlozitost tohto riesenia O(N?). Ak tomuto odhadu neverite, tak si uvedomte, ze
ked vypocitame nejakt hodnotu f(i,7) a ulozime si ju, potom sa vSetky volania na hodnotu
f(i,7) budd riesit uz v konstantnom ¢ase. Mozno Ze sa budeme na tato hodnotu volat este
velakrat, ale kazdé toto zavolanie bude potrebné pre vypocet nejakej hodnoty f, ktora je na
hodnote f(i,j) zavisld. A kazda hodnotu vyhodnocujeme presne raz, takze toto zavolanie
bude stcastou ¢asu potrebného na vypocet inej hodnoty funkcie f. Preto bude celkova praca
algoritmu naozaj kvadraticka.

Dizky tsekov, ktoré moze Hermi pocas hry dostat vo svojom tahu, davaji rovnaky zvysok
po deleni ¢islom K, takze v M mame niektoré stipce® zbytocne (tie pre j s ingm zvyskom
po deleni K'). Definujme si preto nové pole D tak, ze D; ; bude obsahovat najva¢siu moznia
vyhru, ktort je Hermi schopny dosiahnut, ked dostane vo svojom j-tom tahu postupnost
mescov zacinajicu i-tym me§com. Vsimnite si, ze dlZka postupnosti mescov v j-tom Hermiho
tahu sa da priamo vypocitaf. Pretoze na zistenie hodnoty D;; potrebujeme poznaf iba
hodnoty pre viésie j, budeme pole D vypliiat ,,odzadu“. Pre posledny tah je hladana hodnota
maximum z najlavejsieho a najpravejsieho mesca. Ked uz mame vypocitané hodnoty D; ; pre
vSetky (rozumné) i a pre konkrétne j, pokracujeme ratanim hodnét pre j — 1. Tento spdsob
rieSenia sa nazyva dynamické programovanie. Oc¢ividne je rovnako rychly ako memoizacia;
zmenilo sa len poradie, v akom chceme pocitat jednotlivé hodnoty (este by sa dala uSetrit
pamit v porovnani s O(N?) paméfou pri memoizécii tak, ze by sme si pamétali len aktudlny
a predchadzajuci stipec).

No a nakoniec este jedno fintové zrychlenie. Citame si zdrojovy kéd dynamického prog-
ramovania a spokojne sa usmievame nad jeho eleganciou. Ako sa tie cykly krasne cyklia. . .
Ako sa hladd to minimum... No ale, hej! Ved minimum (najhorsi sposob, ako moézu fa-
hat stperi) pre dva tiseky me$cov rovnakej dlzky so zaciatkom posunutym o 1 sa pocita

3 Alebo riadky. Zalezi od uhla pohladu.
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8 O N mescoch

viac-menej z tych istych hodnot! Presnejsie, na vypocet D; ; chceme vedief minimum z ¢i-
sel Dit1j41,-..,Ditk j+1 (ked berieme Tavy mesec) a z ¢isel D; ji1,..., Divkx—1,j+1 (ked
berieme pravy mesec). Usek Diti1 41,3 Ditrx—1,j41 je spoloény, minimum z neho staci
vypocitat iba raz. Na vypocet D, j potrebujeme opét minimum z dvoch postupnosti, kto-
rych spoloénym tsekom je D;i2 jy1,...,Ditk j+1. Teda spoloény tsek pre vypocet Djyq ;
sa lisi od spolo¢ného tseku pre vypocet D; ; iba v tom, Ze v flom uz nie je D;y1 41 a je
v lom navyse D; g ji1.

Ako vyuzit toto pozorovanie? Budeme si udrziavat zoznam tych prvkov z aktualneho
spolo¢ného tseku, ktoré sa eSte mozu staf minimom. Nazvime ich kandidati. Paméitat si ich
budeme v datovej struktiare, ktord umoznuje vkladanie prvkov na koniec radu a odstrano-
vanie prvkov zo zacdiatku aj konca radu v konStantnom case. Taka Struktira sa déa lahko
implementovat napriklad pomocou spajaného zoznamu, v STL je na to ako stvorena deque.
Kandidati budd v tomto rade usporiadani podla ich indexu, teda kandidat D, ;i bude
blizsie k zaciatku radu ako kandidat Dy ;41 pre a < b.

Ked budeme pocitat minimum spolo¢ného tseku pre D; ; a na zaciatku radu bude kan-
didat D; ji1, tak ho odstranime, pretoze ten uz do spolo¢ného tseku nebude patrit. Na
koniec radu chceme pridat nového kandidéata, D, K—1,j+1- Predtym v8ak z konca radu po-
urobit preto, Ze kandidati s mensim indexom vypadnu z radu skér a po cely ¢as, kym buda
v rade, bude priddvany kandidat mensi ako oni (takze uz nebudd maf Sancu staf sa mini-
mom). Takto budua v rade naozaj iba ti kandidati, ktori moézu byt minimom. Vsimnite si ale,
ze su usporiadani nielen podla indexu, ale aj podla hodnoty tak, Ze najmensi prvok je na
zaciatku radu (takéto usporiadanie vznikne prave vdaka odstrafiovaniu kandidétov z konca
radu pred pridanim nového). No a to je presne vyherca — skutoéné minimum spoloéného
useku. Kazdého kandidata vlozime aj odstranime z radu prave raz, preto je éasova zlozitost
udrziavania radu pocas vypoc¢tu hodnét D pre konkrétne j rovnd O(N). S trochou ndmahy
a za cenu straty elegancie dokdzeme urcit pri vypocte D; ; hladané minimum v konstantom
¢ase. Celkova casové zlozitost algoritmu sa zlepsi na O(N - [£]).

Za nekorektné rieSenie ste mohli ziskat najviac 2 body. Simulédcie vSetkych moZznosti
priebehu hry s exponencidlnou zlozitostou si vybojovali 8 bodov. 16 bodmi som hodnotil
memoizacie a dynamiky v éase O(N?) a vzorové rieSenie by dostalo 20 bodov. Za chybajtce
odhady zlozitosti a nedostato¢ny popis sa dalo stratit po jednom bode.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <deque>
#define INF 1234567890
using namespace std;

// kvoli kratSiemu kddu éislujem mesce od 0, Hermiho tahy odzadu zacdinajic od 0
// ked K deli N, ako posledny Hermiho tah rdtam ten, ked dostane prdzdny dsek meScov

int N, K;

int posledny(int prvy, int uroven){ // vrdti index posledného mesca v rade
return prvy + uroven * K + N % K - 1;

}

int main(){
cin >> N > K;
vector<int> A(N);

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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Obchodovanie s DNA 9

for(int i = 0; i < N; ++i)
cin > Alil;

vector<vector<int> > D(N / K + 1, vector<int>(N, 0));

if(N % K == 0) // pripad, ked Hermi nemd o tahat v poslednom kole
for(int 1 = 0; i < N; ++1)
DI[01[i] = 0;
else // inak vezme ten vidsi mesec
for(int i = 0; posledny(i, 0) < Nj; ++i)
DI[0I[i] = max(AT[il, Alposledny(i, 0)1);

for(int j = 1; j <= N / K; ++j){ // j = ¢islo tahu
deque<int> Q;
for(int i = 1; i < K - 1; ++i){
while(!Q.empty () && DI[j - 11[Q.back(] > D[j - 11[l)
Q.pop_back();
Q.push_back();
}

for(int i = 0; posledny(i, j) < N; ++1){ // ¢ = index prvého mesca v rade
while(!1Q.empty() && Q.front() < i + 1)
Q.pop_front(); // vyhodime pristaré prvky
while(!Q.empty () && D[} - 11[Q.back(] > D[j - 1]1[i + K - 11)
Q.pop_back(Q; // vyhodime viésie prvky
Q.push_back(G + K - 1);

int spolocne = D[j - 11[Q.front()];

int zlava = A[i] + min(spolocne, DI[j - 11[ + K1);

int sprava = Al[posledny(i, j)]1 + min(spolocne, D[j - 11[i]);
D[j]1[i] = max(zlava, sprava);

}
cout << D[N / KJ[0] << endl;

return 0;

Opravovala Halucinka, vzordk U$§Ama

7. Obchodovanie s DNA (max. 20 bodov)

Najprv si odmyslime moZnost pouzivania Spinavych obchodov. Ako by vyzeralo rieSenie
takejto tlohy? Gény by tvorili vrcholy grafu a obchody medzi nimi by tvorili hrany. A v tomto
grafe by sme hladali najkrats$iu cestu. A na to uz pozndme algoritmus (konkrétne detaily si
povieme neskér).

Teraz pridajme moznost $pinavych obchodov. Potom si uvedomme, ze kazdy gén mozeme
ziskat bud tak, Ze predtym vyuzijeme prave 0, 1, alebo 2 Spinavé obchody. D4 sa z tohoto
vyrobit graf? Zoberme si ako vrchol taktato dvojicu: (gén, pocet pouzitych ¢istiacich prostred-
kov). Teraz do toho eSte doplnime hrany. Necestny obchod bude spajat vrcholy, ktoré maja
patriény gén a rovnaky podet ¢istiacich prostriedkov. Spinavy obchod spoji vrcholy s pri-
slusnym génom, ale zvysi pocet ¢istiacich prostriedkov (musime pouzif orientované hrany).
Napr. $pinavy obchod AA BB vyrobi nasledovné:

(AA,0) — (BB,1)

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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10 Obchodovanie s DNA

(AA,1) — (BB,2)

(BB,0) — (AA,1)

(BB,1) — (AA,2)

Takze sme si vyrobili graf. Pocet jeho vrcholov je trojnésobok poc¢tu rdznych génov
a pocet hran je tiez nejaky nasobok povodného pocétu obchodov. KedZze ndm nezalezi, kolko
Cistiacich prostriedkov pouzijeme na ziskanie pozadovaného génu, rieSenim pévodnej tlohy
je najkratsia z najkratsich ciest do vSetkych troch vrcholov prislichajicich pozadovanému
génu.
Ako néajst najkratsiu cestu? Vieme, ze Startovaci vrchol ma vzdialenost od zadiatku rovni
0. VSetci jeho susedia budt mat teda vzdialenost 1. VSetci susedia tychto susedov, o ktorych
ni¢ nevieme (to s tie vrcholy, u ktorych sme zatial nezistili, Ze maju vzdialenost 0 alebo
1) budta mat vzdialenost 2. A tak dalej. Ked vieme vSetkych, ¢o maji vzdialenost mensiu
alebo rovna ako N, tak vieme povedat aj vSetkych tych, ¢o maju vzdialenost rovna N + 1.
Takze mozeme zacat tym, Ze mame jeden vrchol so vzdialenostou 0. Najdeme vsetky so
vzdielenostou 1 (t0 k nim zapiSeme). Tie vrcholy, ktoré sme nasli si niekde zapaméitame.
A 7 nich najdeme vSetky so vzdielenostou 2 (a ddme si pozor, aby sme brali len tie, ktorym
sme eSte vzdialenost neurcili). Zase si ich zapamétame. A tak dalej. Toto ma linearnu ¢asovi
zlozitost od poc¢tu vrcholov a hran (na kazdt hranu sa pozrieme prave raz z kazdého konca).
Este sa to da vylepsit na to, aby sa to lep$ie kddilo. Miesto toho, aby sme mali jeden chlievik
na vrcholy so vzdielenostou 0, dalsi na vzdialenost 1, ... pouZijeme jednu frontu. Uvedomte
si, ze do fronty vzdy najskor pride vrchol s mensou vzdialenostou a teda aj skor vyjde a ni¢
sa nam neporusi. Takze celkovy postup vyzera takto:
1. Vloz startovaci vrchol do fronty.

2. Vyber vrchol z fronty.
3. Urd¢i vzdialenost jeho susedov (teda tych, ktorych vzdialenost este nie je urcend).
4. Kazdého suseda, o ktorom sme sa prave dozvedeli vzdialenost, vloz do fronty.

5. Ak fronta nie je prazdna, vrat sa na krok 2.

Este niekolko poznamok k nacitaniu vstupu. Hlupy pristup $tylu ,dostanem hranu tak
porovnam tie stringy so stringmi vsSetkych vrcholov® mé zlozitost O(NML) (N - pocet
vrcholov, M - poéet hran (pocet obchodov dokopy), L - dizka génov). To nie je ni¢ pekné. Toto
chcelo vylepsit. Prvé rieSenie je vyuzit to, ¢o mame v niektorych jazykoch zadarmo. Napriklad
mapu. Tento bindrny strom ndm pre kazdy retazec vie povedat ktory to je vrchol (éize jeho
¢islo) v dase O(Llog N). Tak isto dlho trva aj vkladanie. To uz je o dost lepsie. Dalsou
moznostou je pouzit hashmap. Vzhladom na to, Ze vyuziva hashovanie, trva vyhladdvanie
a vkladanie ¢as O(L)%. Este dalsou moznostou je pouzif pismenkovy strom. Ako si kazdy
domyslel, tak je to strom. Jeho vrcholy reprezentuji nejaké stringy, resp. ich prefixy. A vrchol
x je potomok y prave vtedy ak sa v y nachadza prefix toho, ¢o je v x a string v x je o 1 dlhsi.
Napr. ak mame stringy abe, abd, acd, tak nas strom bude mat vrcholy a, ab, abc, abd, ac,
acd. Vrchol a bude syn korena stromu, jeho synovia buda ab a ac. ab bude mat eSte synov
abe, abd a ac eSte syna acd. Rozmyslite si, ako v tejto Struktire v linedrnom c¢ase vyhladavat
nejaky refazec, resp. ako v linerdrnom case doplnit nejaky retazec. Takze Casova zlozitost
na spracovanie retazca dlzky L bude O(L). Celkova ¢asova zlozitost je teda O(N + ML).
A pamitové naroky st tiez O(N + ML).

Ak ste mali rieSenie, ktoré fi¢i, ale je pomalé, urcite ste nedostali pod 10 bodov. V
zavislosti od vasSej casovej zlozitosti ste povac¢sinou dostali cca 16 bodov. Naopak, ak ste mali

4Pri pouziti hashovania tento ¢as v skutocnosti moze narast, ak mame smolu, na ovela vi&si. AvSak toto prakticky
nastava len s velmi malou pravdepodobnostou a moézeme poéitat s dobrym ¢asom. Co presne znamenéd mat smolu
presahuje napln tohto vzoraku.
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Obchodovanie s DNA 11

rieSenie, ktoré nefi¢i, tak to uz bolo horgie. Velmi som sa potesila nakédenym pismenkovym
stromcekom, hoci som si vSimala hlavne algoritmus prechéadzania vasho grafu. Kazdopadne si
myslim, ze ste sa nad touto tlohou zamysleli, ale precitanie vzordku povazujem u kazdého za
prospesné. Totiz vela z vas si povedalo, Ze ved urobim graf, dostanem sa zo zaciato¢ného génu
do kone¢ného a pocet prostriedkov uz nejako zratam. A prave tam zacala vicSina problémov.
Bud to vas$ program zbytoc¢ne spomalilo alebo to vobec nerobilo, ¢o malo. Dufam, Ze nabudice
to uz budete vediet. Tesime sa na vaSe dalSie rieSenia.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <queue>
#include <algorithm>

using namespace std;
#define INF' 1000000000

struct Pismenko

{
int next[26];
int v;

};

struct Vrchol

{
vector<int> next;
int vzd;

};

vector<Pismenko> pismenka;
vector<Vrchol> vrcholy;
int V;

Pismenko prazdne()

{
Pismenko p;
for(int i = 0; i < 26; i++)
p-next[il=-1;
p-v = -1;
return p;
}
void initPismenkac()
{
Pismenko p = prazdne();
pismenka.push_back(p) ;
}

int najdiSlovo(char *slovo)
{
int cur = 0;
for(int i = 0; slovol[il; i++) {
if (pismenka[cur] .next[slovo[i]l-?A’]==-1) {
Pismenko p = prazdne(Q);
pismenkal[cur] .next [slovo[i]l-?’A’] = pismenka.size();

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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}

pismenka.push_back(p) ;

}

cur = pismenkal[cur].next[slovol[i]-’A’];
}
if(pismenkal[cur] .v==-1) {

pismenka[cur] .v=V;

V++;
}

return pismenkal[cur].v;

int najdiVrchol(int v)

{

}

if(vrcholy.size() <= 3*xv) {
Vrchol x;
x.vzd = INF;
for(int i = 0; i < 3; i++)
vrcholy . push_back (x) ;
}

return 3*v;

int main()

{

initPismenkac() ;

char buf[1000];

scanf(“%s“, buf);

int start = najdiVrchol(najdiSlovo(buf));
scanf(“%s“, buf);

int end = najdiVrchol(najdiSlovo(buf)) ;

int a, b, x1, x2;

scanf(“%d %d“, &a, &b);

for(int i = 0; 1 < a; i++) {
scanf(“%s“, buf);
x1 = najdiVrchol(najdiSlovo(buf)) ;
scanf(“%s“, buf);
x2 = najdiVrchol(najdiSlovo(buf)) ;

for(int j = 0; j < 3; j+H){
vrcholy [x1+j] . next . push_back (x2+j) ;
vrcholy [x2+j] . next . push_back (x1+j) ;

}

for(int i = 0; i < b; i++) {
scanf(“%s“, buf);
x1 = najdiVrchol(najdiSlovo(buf)) ;
scanf(“%s“, buf);
x2 = najdiVrchol(najdiSlovo(buf));

vrcholy [x1] .next.push_back (x2+1) ;
vrcholy [x1+1] .next.push_back (x2+2) ;

vrcholy [x2] .next.push_back (x1+1) ;
vrcholy [x2+1] .next.push_back (x1+2) ;

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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Taka stanovacka. .. 13

vrcholy [start] .vzd = 0;
queue<int> fr;
fr.push(start) ;
int x;
while(!fr.empty ()) {
x = fr.front();
fr.popQ;
for(int i = 0; i < vrcholy[x].next.size(); i++) {
if(vrcholy [vrcholy [x] .next [i]] .vzd==INF) {
vrcholy [vrcholy [x] .next [i1] .vzd = vrcholy[x].vzd+1;
fr.push (vrcholy [x] .next [i]) ;

}

int vzd = min(vrcholy[end].vzd, min(vrcholy[end+1].vzd, vrcholy[end+2].vzd));
if(vzd==INF)
printf(“Ani tam nechod\n“) ;

else
printf(“Bude to trvat aspon %d minut\n“, vzd*10);
return 0;
}
N o Opravoval Zemco
8. Taka stanovacka... (max. 25 bodov)

Tato tloha bola velmi zradna. K velkej miere opatrnosti vas mal priviest uz fakt, ze aj
v minulej sérii sa tento priklad objavil, avSak nebol vyrieseny korektne nikym. Tentokrat uz
nejaké korektné rieSenia prisli, ale boli len priblizne dve. Osobitni pochvalu ziskava Tobias,
ktory dosiahol lep$iu ¢asovu zlozitost ako nas povodny vzorak.

Mnohé rieSenia sa pokusali o dokladny rozbor pripadov a tak skusali vyjadrit celkovy
pocet kosostvorcov priamo matematicky. Dalsi sa oklamali v myslienke, ze budt pre kazdé
k od 1 po N pocitat, kolko kosoStvorcov sa zmesti do $tvorca so stranou k tak, Ze budua
vyuzivat asponi jeden z dvoch rozmerov tplne. Toto je ¢asto uZitoény spdsob uvazovania,
avSak tu sa do rieSenia s dobrym ¢asom nedal doviest. Najvicsi problém ale bol, Ze v tejto
tilohe sa bolo velmi fazké zorientovat a uvedomit si jeho podstatu®. Nekorektnym rieSeniam
som déaval od 0 po 2 body, v zavislosti od tplnosti a od toho, aké myslienky sa v nom
vyskytli. Ukézalo sa, ze Cistd matematika a rozbor pripadov napokon k tspechu neviedol
a preto skiisme rozmyslat ako programaétori a zapojit do prace aj pocitac. Kedze uvadzam
viaceré rieSenia s roznymi myslienkami, koncentroval som sa prave na vysvetlenie myslienky.
Technické detaily nechdvam ¢itatelom na premyslenie.

Prezeranie vSetkych moZnosti a kubické rieSenie

Prvi vec, ktort sme si mohli uvedomif je, ze v momente, ked pozname tri body ko-
soStvorca, Stvrty si uz vieme lahko doratat (napriklad kvoli osovej stimernosti kosoStvorca).
Dalej bolo uzito¢né si uvedomit, Ze ndm staci uvazovat kosostvorce s najniz$im bodom (alebo
jednym z najnizsich) v bode [0, 0], kedZe posunutim ndm novy kosostvorec nevznikne. Dalo sa
teda napriklad skusat si generovat vSetky dvojice bodov s celo¢iselnymi stiradnicami s jednou
stradnicou nezdpornou a druhou medzi N a —N. Takto spolu s bodom v [0, 0] dostavame
tri body, z ktorého jednoznacne vypocitame stvrty — overime, ¢i existuje, ¢i je celociselny

®Schvalne, naslo tvoje riesenie kosostvorec [0,0] — [8,1] — [12,8] — [4,7] — [0,0]? A to je N len 12...
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14 Takad stanovacka. ..

a ¢i sa vysledny kosostvorec zmesti do zadaného Stvorca. Este si treba uvedomit, Ze nieco
vypocitame viackrat a zariadif sa podla toho. Mame hotové prvé riesenie v ¢ase O(N?),
pretoze dvojic bodov je radovo tolkoto a kazdy rieSime konstantne. MoZnosti ako docielit
podobnt ¢asovu zlozitost vSak bolo viacero. Skiisme teraz naSe rieSenie vylepsit.

Opét uvazujme bod [0, 0] a nejaky iny zvoleny bod [k, 1], kde I je nezadporné. Teraz vieme
dlZku stran kosostvorcov, ktorych stc¢astou bude tato tsecka. Tento fakt moZzeme vyuzit.
Pre dany bod [k,!] vezmeme kruzidlo, zapichneme ho do [0,0] a nastavime polomer na
vzdialenost [k,(]. Teraz narysujeme polkruznicu a pozrieme sa, kolkokrat a kde pretala bod
s celoc¢iselnymi stiradnicami.

Predstavme si body so stradnicami [a,y] pre nejaké pevne zvolené a. Uréite existuje
najviac jedno y,y > 0 také, Ze tise¢ka z [0, 0] do [a,y] mé dlzku rovnaki ako zvolend tsecka
z [0,0] do [k,[]. No a navySe plati, Ze ked sme v bode [a,y| s pozadovanou vzdialenostou od
[0,0] a a < 0, potom ak a zvySime o jedna, tak ak chceme najst dalsi taky bod, tak musime
hladat medzi vyssimi y. Opacne, ak je a > 0 a a zvySime, potom musime hladat medzi bodmi
S nizsimi y.

Na zaciatku sa teda postavime tplne nalavo a budeme sa po jednom kroku posuvat
doprava. Vzdy si pritom budeme udrziavat y stradnicu tak, aby sme isli podla kruznice
a kontrolovali tak vSetky podozrivé body. Ked najdeme bod s celoéiselnou stradnicou v,
overime len, ¢i je (jednoznacény) stvrty bod celoéiselny a ¢i sa novy stan zmesti do Stvorca so
stranou N. Treba si daf ale pozor, aby sme ziadny stan nezapocitali dva krat. Cely prechod
bude linearny (pretoze spravime najviac 2N krokov doprava a najviac 2N krokov dole alebo
hore) a celkovy ¢as teda O(N3). Hlavna myslienka je, Ze prechodom po kruZnici sme sa
zbavili vela zbyto¢nej prace. Toto nie je ale ani zdaleka jediné kubické riesenie, ktoré sa dalo
pri tejto tlohe vymysliet.

Rozdelovanie tseéiek do vedierok

Dalsie zaujimavé riesenie bol nas pévodny vzorak a v trosku modifikovanej podobe prislo
aj od Tomiho Belana. Uvazujme opit usecky, ktoré zac¢inaju v bode [0, 0] a smerujt niekam
do bodu [k,1]. Kazd4 takato tiseka ma nejaku dizku, ktorej druhd mocnina je prirodzené
¢islo. Vezmime si teraz N? vedier, o¢islovanych od 1 po N2. Preberieme tsecky pre vsetky
k.l také, ze —N < k < N,0 <[ < N, akazda tsecku hodime do vedra, ktoré ma c¢islo druhej
stan zloZeny z nich sa uré¢ite nezmesti do §tvorca s pozadovanou velkostou®. Na konci budeme
maf v kazdom vedre vSetky tsecky danej dizky. V mnohych vedrach nebude ani jedna tsecka,
v niektorych budd dve a v niektorych bude aj viac.

O kazdom stane musi platit, Ze je tvoreny tseCkami z rovnakého vedra, pretoze kosostvo-
rec mé vSetky strany rovnako dlhé. To znamené, Ze vysledok mozeme dostat tak, Ze pojdeme
po vedrach a pri kazdom budeme uvazovat, aké vSetky kosoStvorce mozeme z useciek z da-
ného vedra zostavit a pre vSetky vedra toto séitame.

Teraz treba uz len vyriesit, kolkymi sposobmi sa da pre dané vedro s iseckami s rovnakou
dlzkou zostavit stan. Usecky, tvoriace kosostvorec nemozu byt len tak hocijaké — dve proti-
lahlé musia byt rovnaké. Z toho nam vychédza idea, Ze pre kazdu dvojicu tsecéiek vo vedre
mozeme dostat nejaky tvar stanu. Pozor si len musime dat na to, Ze nesmieme pouzit dve
rovnaké tisecky. Dalej si treba dat pozor, aby sme ni¢ nezaratali dvakrat a samozrejme, aby
sme dodrzali obmedzenie o zmestitelnosti stanu do Stvorca so stranou N. Rovnako nesmieme
do vedra dostat dvojicu opacnych useciek, avSak toto nastava len pri tiseckdch s druhou su-
radnicou 0.

Nech K je navyssi pocet tseciek v nejakom vedre. Ak budeme pre kazdé vedro skiimat
kazda dvojicu tiseciek osobitne, celkovy ¢as sa bude dat zhora odhadnat O(N2K?), kedze

SPreco?
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Taka stanovacka. .. 15

kazdt uvazovant dvojicu tseéiek riesime konstantne. A aké velké je to K? Prax ukazuje, Ze
pre N = 500 je to 48 a pre N = 5000 je to 96. Takze sa zdéa, ze nebude vzhladom k N velké.

Dalej treba poznamenat, ze presnejsi odhad celkovej zloZitosti by bol O(N? + Zij\fl b?), kde
b; je velkost vedierka s tiseckami, ktorych druhad mocnina dizky je i. A to je ovela menej
ako prvy odhad, kedze Zij\i b; = O(N?), ¢o znamend, 7e v priemere je v kazdom vedre
konstantne mélo useciek (presnejsie okolo 7). Toto riesenie je teda celkom dobré a jeho
hlavné pozitivum je, Ze sme s pouzitim vedier (opit) zbavili vela prace pre hliipe kombinacie
useciek. Negativum tohto rieSenia je ale vyssia paméfova naro¢nost — az kvadraticka.

V pripade, Ze by sme do vedier davali len isecky smerujice do bodov, ktoré maji obe
stradnice nezédporné, mohli by sme nase rieSenie zlepsit, ak by sme tsecky v kazdom vedre
utriedili a dostali ich do poradia, v ktorom bude jedna zo stradnic rast a druha klesat”. V ta-
komto usporiadani potom nemusime uvazovat kazda dvojicu tseéiek vo vedre osobitne. Pre
nejakt zvolent tsecku totiz mame vSetkych jej potencidlnych partnerov z hladiska zmestitel-
nosti do Stvorca so stranou N v useku za sebou a ked zvolent tisecku posiivame, tak sa tento
usek prijatelnych druhych tseciek rozsiruje tak, ze je stale v usporiadani stuvisly. Preto je cela
tato faza uskutocnitelnd pomocou postuvania ukazovatelov do zoznamu useciek linedrne od
velkosti vedra, aj ked si musime dat pozor a zaratavat niektoré kosostvorce viackrat. V celom
algoritme je teda najpomalsia faza triedenie, ktorého celkovy ¢as je zhora ohranicitelny ako
O(N?log N), pretoze triedime N2 prvkov, aj ked nie naraz, ale po ¢astiach (to dokazatelne
nie je pomalsie).

Na zéver poznamendvame, %e myslienka toho riesenia sa dé realizovat aj v dase O(N?).
Predstavme si, ze mame vSetky tusecky v jednom velkom poli. Ked teraz utriedime tieto
tsecky podla primérneho kritéria dizky a podla sekundarneho kritéria velkosti prvej strad-
nice, dostali by sme vedra v tomto poli za sebou a mohli by sme rovnako tispesne realizovat
tento algoritmus. Ak by sme pouzili Heapsort alebo iny efektivny algoritmus, dostali by
sme ¢as O(N?log N). Pointa ale je, Ze toto triedenie dokaZeme spravit aj v ¢ase O(N?). Aj
dlzka, aj velkost prvej sturadnice st totiz celé ésla od 1 do N?. Ked mame K &sel od 1 po
K, potom ich dokdZeme pomocou Countsortu utriedit v ¢ase O(K). Cislo do velkosti K2
si mozeme predstavit ako dvojciferné ¢islo s ciframi najviac K a tu modzeme pouzit Radi-
xsortovi myslienku (v podstate dva krat zopakovat Countsort). Preto mozeme Radixsortom
vietky tsecky utriedif pre nase potreby v ¢ase O(N?). Jednoduchsi postup ale najdete v
nasledujucom odstavci.

Tobiasov pohlad cez uhlopriecky

Vzorové riesenie je viac geometrické. Najprv si uvedomme, ze uhlopriecky kazdého koso-
Stvorca st na seba kolmé a rozpoluj sa. Dalej si véimnime, Ze ak maja byt body kosostvorca,
na celo¢iselnych stradniciach, nesmie byt bod prieniku tychto uhlopriecok len tak hocikde.
Musi to byt bod, ktory bude ako stred symetrie zobrazovat celo¢iselné (mrezové) body na
iné celociselné body, pretoze len tak budeme mat vSetky body koso$tvorca na celociselnych
sturadniciach. Po jednoduchom zamysleni vylu¢ime vsetky body, ktorych obe stiradnice ne-
majui tvar [k+dy,l+ds], kde dy,ds st 0.5 alebo 0 a k, [ st celociselné. Navyse sa d& dokézat,
7e di = ds. Ak by totiz jedno bolo 0 a druhé 0.5, potom by na jednej uhlopriecke lezali
celodiselné body préave vtedy, ked na druhej nelezali. Na demons$traciu tohto si stac¢i napisat
rovnice uhlopriediek. Zaver teda je, ze prienik uhlopriec¢iek moze byt len v mrezovych bodoch
alebo v strede $tvorcov medzi mrezovymi bodmi.

Ked posunieme prienik uhlopriec¢ok kazdého kosostvorca do bodu [0, 0], ostant ndm jeho
body alebo v celociselnych stradniciach, alebo v strede Stvorcov medzi mrezovymi bodmi.

"Stadi triedit tak, aby jedna stradnica rastla. Druhd podmienka bude vzdladom k rovnakej dizke tseciek vo
vedrach splnend automaticky.
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16 Takad stanovacka. ..

Kazdy kosostvorec je teda alebo jedného alebo druhého typu. Kazdy z typov skiisime zratat
osobitne.

Kosostvorce prvého typu budi mat po posunuti prieniku ich uhlopriecok do stredu si-
radnicovej sustavy vSetky body na celociselnych suradnidiach. Kazdy kosostvorec bude mat
v kazdom kvadrante préve jeden bod (hrani¢né ¢iary priradime kvadrantom tak, aby mal
kazdy jednu).

Uvazujme teraz nejaky takyto kosostvorec. Pozrime sa na priamku, ktora vznikne pre-
dizenim jeho uhlopriecky idticej cez prvy kvadrant. Viimnime si, Ze kazdy celo¢iselny bod
z prvého kvadrantu, ktory tdto priamka prefala, mozeme pouzit na vznik nového kosostvorca,
ktory bude oproti povodnému splosteny podla tejto uhlopriecky. Treba si totiz uvedomit, Ze
vSetky tieto body maju svoj zrkadlovy obraz aj v trefom kvadrante. Staci, ked bod z prvého
kvardantu posunieme do tohto bodu a zodpovedajico posunieme aj bod v trefom kvadrante.
Samozrejme, uvazujeme len body so stradnicami do N/2.

A ako to bude vyzerat v druhom a $tvrtom kvadrante? Presne symetricky, pretoze uhlop-
riecky st na seba kolmé. Predstavme si teda, ze v prvom kvadrante pretala k bodov so su-
radnicami do N/2. Potom aj kolma priamka pretina k& bodov v druhom kvadrante. Preto
si mozeme vybrat fubovolné body spomedzi prvych a druhych a dostaneme vyhovujtci ko-
sostvorec. Dostavame teda, ze pocet kosostvorcov, ktory je tvoreny uhloprieckami s danym
zvolenym smerom, je k2.

A ako mame naprogramovat algoritmus, aby bol dost rychly? Budeme spracovavat body
v prvom kvadrante. P6jdeme od tych s najmensimi stradnicami a pre bod [k,[] sa budeme
pytat, kolko bodov bude lezaf na priamke, ktora vznikne prediZenim tsecky [0,0] — [k, 1].
Vsetky celociselné body na tejto priamke totiz najdeme Tahko — budeme skusat nésobky
prvého bodu, teda body [kd, ld] pre d = 1,2, .... Akonahle niektora stradnica presiahne N/2,
mozeme skoncit, pretoze uz dalsie vhodné body nenéjdeme. Takymto spdsobom spocitame
pocet bodov na priamke a uz vieme, ze k vysledku musime pripoc¢itat jeho druht mocninu.
Ked nejaky bod zaratame, poznac¢ime si ho. Ked k nemu prideme neskor, budeme vediet,
ze ho uz nemame riesit, pretoze smer k nemu uz sme uvazovali. Na toto ndm postaci jedno
dvojrozmerné pole typu boolean.

Ostéva nam spocitat kosostvorce druhého typu. Tieto budi maf po presunuti prieniku
uhloprie¢ok body v strede mrezovych bodov (kazdy bod bude mat kazda stradnicu celé
¢islo plus polovica). AvSak pouzit modifikovany sposob ako pri prvom type ndm ni¢ nebréni.
Obe fazy trvaju O(N?) cas, pretoze kazdy z O(N?) bodov nés stoji konstanty pocet operacii.
Potrebujeme bohuzial aj O(N?) pamit (bez pomoci pamiite by ndm ¢asovéa zloZitost narastla,
ak by sme chceli zachovat korektnost).

Listing programu:

#include <iostream>
using namespace std;

#define FOR(i,n) for(int i=0;i<(n);i++)

#define MAXN 1000

//pole na zapametanie si, ktore body sme uz riesili
bool PIMAXN][MAXN];

int res,N;

int main(){
cin >> N;
//vycistime st pole
FOR(i,N/2+1)FOR(j,N/2+1) PI[il[j]l = false;
//prva faza - prienik uhloprieciek je mrezovy bod
FOR(i,N/2+1)FOR(j,N/2+1)if (P[i+1][j] == false){
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Tanecnd 17

int bodov = 1;
int px=i+l; int py=j;
while(px <= N/2 && py <= N/2){
P[px] [pyl=true; bodov++; px+=(i+1); py+=(j);
}
res+=(bodov-1) *(bodov-1);
}
//znovu vycistime pred druhou fazou - prenik je polciselny bod
FOR(i,N/2+1)FOR(j,N/2+1) PI[il[j] = false;
FOR(i,N/2+1)FOR(j,N/2+1)if (P[il1[j]1 == false){
int bodov = 1;
//tato zvlastna delta kvoli tomu, ze kazdy druhy bod je necelociselny
//a neuvazujeme ho
double dx = 2*i+l; double dy = j*2+1;
double px = 0.5 + i; double py = 0.5 + j;
while (px <= (double)N/2 && py <= (double)N/2){
P[(int) px] [(int) pyl=true; bodov++; px+=dx; py+=dy;

}
res+=(bodov-1) *(bodov-1);
}
cout << res << endl;
return 0;
}
o . Opravovala kewo
9. Tanecna (max. 25 bodov)

Priklad sa tesil nesmiernej oblube, nasli sa aj spravne riesenia®.

bNa zaciatku mame nélepky. Tie nam vyjadruji permutéciu dlzky N, ktord vieme roz-
delit na c cyklov (¢ < N) dlzky 1;,1 <i<¢,1<1l; < N, 1l; = N. Cyklus dizky [ sa pocas
tanca moze nachadzat (necakane) v [ roznych posunutiach (p € 0,1,... (1 — 1)).

Stav kazdého z cyklov v K-tom kole vieme jednoznacne vyjadrif ako p; = K mod I;,1 <
i < calebo tiez K =p; (mod [;). Notdciaa =b (mod M) znadi, Zze ,a a b s kongruentné
modulo M* ¢o v praxi znamend, %e a a b po deleni M davaji rovnaky zvySok. (Uvedomte
si, ze ked mame napr. cyklus dizky 3 a vykonali sme K krokov, tak posunutie cyklu bude
skuto¢ne K mod 3).

Pozname cykly, pozname aktudlny stav parketu. Co nepozname a chceme poznaf je
K alebo K mod P (kde P bude najmensi spolo¢ny nasobok I1,ls,...I.). Co ndm k tomu
chyba? Vzhliadnime o par riadkov vyssSie na asi jediny vztah, kde sa ndm K nachadza:
K =p; (modl;),1<i < c. Poéet cyklov vieme, dlzku cyklov tiez (tu vieme zistif napr.
jednoduchym ofarbovanim v O(N)), ¢o nam chyba st posunutia p;, ktoré v podstate tiez
vieme zo zadania. Celkovy ¢as na toto bude opéat O(N), najprv predratame pre kazdy cyklus
posunutia vSetkych bodov oproti nejakému bodu na cykle a potom v konstantnom case
vieme povedat o kolko sa kto posunul, vypocitanim rozdielu novej a pdvodnej pozicie. Este
samozrejme ak sa niekto dostal do tiplne iného cyklu, tak prehlasime, ze sa niekto pomylil.

Méme ststavu kongruencii (tych bude maximélne N, ob¢as pre niektory cyklus ich bude
viac, ale to ndm az tak nevadi) popisujicich stav parketu - situdcia na parkete mohla nastaft
prave vtedy, ked spominand sustava kongruencii méa riesenie. Uz ich len vyriesit.

8a to nam dosli aj z Finska, Ciny ¢i gym. Pankuchova. ..
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18 Tanecnd

Tu nam pomdze napr. metéda postupnej substitticie?, ktora sa vyskytla v spominanych
finskych a ¢inskych rieseniach:

V kazdom kroku tato metéda zoberie 2 kongruencie K =a (mod b) a K =c¢ (mod d)
a spravi ich rieSenie v tvare: K = e (mod f). Z prvej rovnice vieme povedat, ze: K = nb+a
(kde n je nejaké celé ¢islo). Toto dosadime do druhej: nb+a =c¢ (mod d). Thto upravime
na nb = ¢ —a (mod d). Teraz si uvedomne, ze ak su d,b nesudelitelné, tak urcite b ma
inverzny prvok modulo d (inverzny prvok je ¢islo b=1, pre ktoré plati bb~! =1 (mod d).
Takyto prvok vieme ndjst napriklad rozSirenym euklidovym algoritmom!®). Potom tymto
prvkom mozeme kongruenciu opét upravit. A ziskdme priamo hodnotu n. Pokial sa d,b
sudelitelné, tak ich najvicsi spoloény delitel musi delit a — c. Ak nedeli, tak tato kongruencia
nemé rieSenie. Ak deli, méZeme obe strany aj modulo vydelit tymto delitefom a sme tam
kde sme boli. Teraz dostaneme n =z (mod y). A toto dosadime do pévodnej veci a mame
K =b(my+x) +a=bym+bx +a, ¢ize K =bxr +a (mod by).

Ked méame ststavu viacerych kongruencii, tak najprv poriesime prvé dve. Potom vysledok
spojime s dalSou a takto pokracujeme dalej.

Cas jedného kroku je konstantny az na hladanie inverznych prvkov a najvicésich spoloé-
nych delitelov. Ten je rovny logaritmu mensich prvkov, ktoré vchadzaju do daného algoritmu,
¢ize zlozitost kazdého kroku je O(logl;). Kedze logl; < l;, tak celkovt zlozitost vieme od-
hadnat ako O(ly + Iy + ... +1.) = N.

Este ako poslednu vec potrebujeme zistit, ze kto kde skonéi. Dostali sme ako vystup
K =X (modY). Pokial dizka cyklu deli Y, tak vieme zistif, kde sa dany ¢lovek nachidza
(zistime X mod [;). Ina¢ nevieme.

Suma suméarov: Pamét: O(N) Cas: O(N)

Pozn.: Ticho predpokladame, Ze vysledné ¢isla ndam buda vychadzaf rozumne velké.
Reélne ale mozu narast na dost velké. Potom by ale zloZitosti ndsobeni v rieSeni ststavy uz
neboli konstantné.

Dobrt chut, zdrojak Vam posiela USAma.

Listing programu:

#include <stdio.h>
#include <vector>
#include <algorithm>

using namespace std;

int n;

int send[1000000]; //kam nas to posiela

int num[1000000] ; //cislo pozicie v cykle

int len[1000000]; //dlzka cyklu, kde je policko
int numc[1000000] ; //cislo cyklu

int out[1000000]; //vystup

vector<pair<int,int> > ekv;
typedef long long vlong;

pair<vlong, pair<vlong, vlong> > egcd(vlong a, vlong b) { //rozsireny euklid
if (b==0) {
return make_pair(a, make_pair(1,0));

}

%http://en.wikipedia.org/wiki/Method of successive_substitution

Ohttp://en.wikipedia.org/wiki/Extended Euclidean_algorithm
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pair<vlong, pair<vlong, vlong> > tmp=egcd(b, alb);

return make_pair(tmp.first, make_pair(tmp.second.second, tmp.second.first -

tmp.second.second * (a/b)));

}

vlong inv(vlong x, vlong MOD) { //rata inverzny prvok

3

return (egcd(x, MOD) .second.first + MOD)%MOD;

//x = first mod second

pair<vlong, vlong> solve(pair<vlong, vlong> y, pair<vlong, vlong> x)

{

int

vlong a, b, c, d, k;

a = y.second;

b = y.first;

c = x.first;

d = x.second;//a*k + b = ¢ mod d
bl=d;

¢ = (c-b+d)%d;//a*k = ¢ mod d
vlong gc = __gcd(a, d);

if(c%gc!=0) return make_pair(-1,-1);
c/=gc;

a/=gc;

d/=gc;

k = cxinv(a, d);

k %= d;

return make_pair(y.first+y.second*k, y.secondx*d);

main ()

scanf(“%d“, &n);
for(int i = 0; i < n; i++)

{
scanf(“%d“, &sendl[il);
send [i]--;
num [i]=-1;

}

int 1, cur;

int nc = 0;

for(int i = 0; i < n; i++) //spocitame cykly

{
if(num[i]l'=-1) continue;//uz sme tu boli
1 =0;

cur = i;
while(num [cur]==-1)
{

num [cur]=l;
I++;
cur=send [cur] ;
}
cur = i;
do {
len[cur]=l;
numc [cur]l=nc;
cur=send [cur] ;
}while(cur!=i) ;
nc++;

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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}
int a,roz;
for(int i = 0; i < nj; i++)
{
scanf(“%d“, &a);
if(a==-1) continue;
a=-;
if(numclil '=numclal) //niekto stoji uplne mimo
{
printf(“Niekto sa pomylil\n*) ;
return 0O;
}
roz = num/[al-num/[il;
if(roz<0) roz+=lenl[i];
ekv.push_back(make_pair(roz, len[il));
}
pair<int,int> sol = make_pair(0,1);
for(int 1 = 0; 1 < ekv.size(); i++)
{
sol = solve(ekvlI[i], sol);
if(sol.second==-1){
printf(“Niekto sa pomylil.\n*) ;
return 0;
}
}
//sol.first == pocet otociek mod sol.second
for(int i = 0; i < n; i++)
out[i]l=-1;
int g;
for(int i = 0; 1 < n; i++)
{
if(out[il!=-1) continue;//uz sme pisali
if(sol.second¥%len[i] '=0) continue;
g = sol.first¥len[i];
cur = i;
for(int j = 0; j < g; j++)//posunieme cloveka o g pozicii dopredu
cur = send[cur];
1 =1i;
while (1)
{
if(out[cur] !'=-1) break;//zapisali sme vsetko
out [cur]=1+1;
1 = send[l];
cur = send[cur];
}
}
for(int i = 0; i < n; i++)
printf(“%d “, outl[il);
printf(“\n“) ;
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, , , , Opravoval PPershing
10. Totalne zle naplanovany vylet (max. 25 bodov)

Ulohu vyriesime dvoma réznymi sposobmi, kazdy s inou ¢asovou zlozifostou. Ked potom po-
skladédme tieto dva spdsoby dokopy do jedného programu, ktory si vyberie pre dany vstup ta
rychlejsiu moznost, dostaneme vzorové riesenie. Prvy sposob je rychly, ale funguje len obdcas.
Konkrétne, pre funkénost predpokladajme podmienku K > NSN (A, B). Ako ndjdeme rieSe-
nie? V prvom rade, nech d = NSD(A, B) = X 4-A+ Xp-B. Dant trojicu d, X 4, X 5 ndjdeme
napriklad rozsirenym Euklidovym algoritmom pre najviics§ieho spoloéného delitela'!. Nech
dalej plati A = d-a a B = d-b. Cisla a,b st nestdelitelné a preto NSN(A,B) =d-a-b
(pretoze NSN(A,B)-NSD(A, B) = A- B z ¢oho dostaneme NSN (A, B) = M) Dalej
nech k = L%J Potom tvrdime, Ze existuje rieSenie, v ktorom pocet pouzitych bubdkov je
prave K., = d- k. Zjavne totiz kazdé rieSenie A- Sy + B-Sp =d-(A-a+ B-b) je delitelné
d a Kq: je najvacsi nadsobok d mensi resp. rovny K.

Dokaz: V prvom rade, v celom zvysku vzordku budeme uvazovat predpoklad d = 1. Ako
domécu tlohu si dékaz urobte so vSeobecnym d alebo si rozmyslite, ¢o sa stane ak A, B, K
predelime hodnotou d.

Zoberme ako rieSenie Sy = k- X 4,5 = k- XB, kde X 4, Xp dostaneme z rozsireného
Euklidovho algoritmu. Plati K4, = A-S4 + B - Sg. Co ndm mdze pokazit jeho spravnost?
Napriklad také zapornost. Nikto ndm nezarucuje, ze obe ¢isla X 4, X g budi kladné - dokonca
ani nebudd. Bez ujmy na vSeobecnosti nech S4 < 0. Potom vieme spravit nasledujuci trik
- zvic¢sime S4 o b a zmensime Sp o0 a. Hodnota K,,,, sa pri tejto iiprave nezmeni, pretoze
a-(Sa+b)+b-(Sp—a)=S8Sa-a+b-a+Sg-b—a-b=S54-A+Sp-B = K.
Toto mozeme opakovat pokial S4 < 0 a potom zastat. Otdzkou ostéva, ¢i v tomto momente
Sp > 0. Tu pride na pomoc predpoklad K4, > NSN(a,b) (rozmyslite si, Ze to vyplyva z
K > NSN(a,b) a delitelnosti K4, ¢islom d), pricom NSN(A,B) =a-b. Nech 0 < Sy <b
a Sp < 0. Potom K, up =a-Sa+b-Sp<a-b< K,qz. Spor.

Méame teda nejaké riesenie. Je optimalne? Nemusi byt. Opakujme vSak nas trik az do
momentu, kedy méame este nezaporné Sp ale dalSou iterdciou by uz nebolo. Potom tvrdim,
7ze Su,Sp je optimalne rieSenie.

Dokaz: Nech existuje nejaké Sy, Sz také ze aSa +bSp = Kypax = aS’y + bS; a zaroven
0<Sp<aal)>S84a8y>0. Potom X =5 —S4,Y =Sp — S} je rieSenie rovnice
aX = bY, pricom X > 0,Y < a. Lenze ak Y < a, tak potom bY je ¢islo delitelné b a zaroven
aj a, ktoré je mensie ako NSN(a,b) = ab, ¢o je spor.

Casové zlozitost tohoto riesenia je O(log(A + B)) pretoze na zaciatku potrebujeme roz-
sireny Euklidov algoritmus a zvySok vieme v konstantnom ¢ase (namiesto opakovania triku
si spocitame pocet iteracii oby¢ajnym delenim).

Myslienka druhého pripadu bude nasledujica: S4 moze nadobudat hodnoty medzi 0 a
| K/A|. Pre kazda z tychto hodnot vieme dopoditat Sp jednoducho ako | Z=4£54 AJ Ak sa
pozrieme na hodnotu K,,,,, urcite sa bude nachidzat medzi A - L | a K. Inak povedané,
zaujima nas zvySok K — A -S4 modulo B. Spomedzi vSetkych rieéeni chceme vybraf také,
kde je tento zvySok najnizsi a ak je takych viacej, tak to, ktoré ma najvicsie S4. Ako toto
spravit prefikane? Uvazujme zvysky pre S4 = 0,1,... a nakreslime si tsecky s ich dlzkami
za sebou do jedného dlhého riadku. UvaZzujme nejaké ¢islo ¢ (neskor si ho upresnime) a po
kazdej t-tici tycto seciek si nakreslime zvisla ¢iaru'?. Nagim cielom bude vyhnat sa poéitaniu
vSetkych ,chlievikov® okrem toho prvého a najst v nich minimum inteligentnejsie. Formalne
zapisané, zvySok vieme iterativne pocitat nasledovne: ZVs, 1 = (ZVs, + C) mod B kde

HMREA si mozu zaujemcovia najst na http://en.wikipedia.org/wiki/Extended Euclidean_algorithm a v nasom kéde
na konci tohto vzoraku.

1240 akoze oddelova¢ medzi chlievikmi
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C = (—A mod B). Vypocitajme si prvych ¢ ¢lenov. Ako zistime dalsich ¢ ¢lenov? ZV,y; =
ZV; + Cy kde C; = (—t - A mod B). Na prvy pohlad sme si neusetrili ziadnu pracu. Ale
pozor, nas predsa nazaujimaja tie ¢leny. Nas zaujima ich minimum. A toto moézeme najst
velmi efektivne. Predstavme si, ze sme dané zvysky pre hodnoty 0,1,...,t—1 (prvy chlievik)
utriedili. Najst minimum pre zvysky ¢,t+1,...,2t—1 (druhy chlievik) je jednoduché — stadi,
ak bindrne vyhladdme prvi hodnotu véésiu alebo rovnu B — C; — tato hodnota +C} (skok
na dalsi chlievik) je prva hodnota vii¢sia rovnd B — C; + Cy mod B = 0. Inymi slovami,
minimalna mozné.

Takto vieme v ¢ase O(logt) vyhladat maximum pre kazda dalsiu ¢-ticu zvyskov. Celkovo
mame vstupni investiciu O(tlogt) na vypocet a utriedenie prvého chlievika. Ostatok vieme
dopoditat v case O(A% logt), pretoze mame najviac [Aﬁt] chlievikov. Ak polozime t = /K /A,
dostavame ¢as vypocétu O(y/K/Alog\/K/A) = O(y/K/Alog K/A).

Dokopy teda vieme, ze ak K > NSN (A, B), vypocet vieme spravit rychlo (logaritmicky).
Ak K < NSN(A,B), tak K/A < B a teda \/K/Alog (K/A) < v Blog B. Preto mbzeme
vyslednu ¢asovu zlozitost programu zapisat jednotne ako O(y/min(A, B)log min(A, B)).

Listing programu:

#include <stdio.h>

#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <cmath>

#include <vector>

#include <utility>

using namespace std;
typedef long long int 1I;
typedef pair<ll, 11> PLL;
#define INF' 100000000000011

// returns (z,y) such that x * a + y * b == gcd(a, b)
PLL extended_gcd_(1 a, 11 b) {
if (a % b == 0) return make_pair(0, 1);

PLL tmp = extended_gcd_(b, a % b);
return make_pair(tmp.second, tmp.first - tmp.second * (a / b));

}

// First strategy, use when K>=AB
PLL strategyl(l K, 11 A, 11 B) {
PLL g = extended_gcd_(A,B);

// ged
11d-=g.first *x A+ g.second * B;
1k=K/d;

11 sa = k * g.first;
11 sb = k * g.second;

A /= d;
B /= d;
1t=sb/ A;
sa += B x t;
sb = A * t;
// if sb was negative, now it is in range -a..0, fiz that
if (sb<0) {
sa -= B;

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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sb += A;
}
return make_pair(sa, sb);

}

// Second strategy

PLL strategy2(ll K, 11 A, 11 B, bool maximize) {
11 block_size = 1 + (1) sqrt(K / A);
vector<PLL> data(block_size);
// direction for sorting
int direction = maximize 7 -1 : 1;

for (int i = 0; i < block_size; i++) {

datali]l] = make_pair((K - A * i) % B, direction * i);
}
sort (data.begin(), data.end());

11 bestA = -1;

11 bestZV = INF;

11 current_block = 0;
11 C = 0;

while (current_block + block_size <= K/A) {
vector<PLL>: :iterator pos = lower_bound(data.begin(), data.end(),
make_pair(B - C, -INF));
if (pos == data.end()) pos=data.begin();

if ((pos->first + C) % B < bestZV ||
((pos—>first + C) % B == bestZV && maximize)) {
bestZV = (pos->first + C) % B;
bestA = abs(pos->second) + current_block;
T
C = (B+ (C - block_size * A) % B) % B;
current_block += block_size;

}

// finish last block
for (int i = current_block; i <= K/A; i++) {
if (K- A *x1) % B < bestZV ||
((K - A x1i) % B == bestZV && maximize)) {
bestZV = (K - Axi) %B;
bestA = i;
}
}

assert (bestA '= -1);
return make_pair(bestA, (K - bestA * A) / B);
}

int main() {
11 A, B, K;
PLL result;

cin >> K > A >> B;

if (K >= A *x B) {
result = strategyl(K, A, B);
} else {
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if (A > B) {
result = strategy2(K, A, B, true);
} else {
result = strategy2(K, B, A, false);
swap (result.first, result.second);
}
}
cout << “Best solution is “<< result.first
<< “ ¥ << result.second << “ “ <<
result.firstxA + result.second*B << endl;
}

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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Vysledkova listina po 1. kole kategérie KSP-Z

Meno a priezvisko Skola Trieda| 1 2 3 4 5 P

1| Balog Matej Gym. Grosslingovd BA 3 10 9 10 15 15 | 59
1| Brandys Jozef Gym. Namestovo 2 9 10 10 15 15 | 59
1| Rohéar Pavol Gym. M. R. Stefanika, Kosice 4 10 9 10 15 15 | 59
4| Hornak Marian Gym. Parovska Nitra 2 10 7 10 13 15 | 55
4| Mari$ Andrej Gym. Piaristickd Nitra 2 10 8 10 12 15 | 55
4| Pulmann Jan Gym. Grosslingovd BA 3 8 7 10 15 15 | 55
4| sinogl jakub Gym. Ziar nad Hronom 3 10 8 10 12 15 | 55
8| Birkus Rébert SPSE Nové Zamky 3 9 7 10 13 15 | 54
9| Sedlacek Lukas Gym. Ziar nad Hronom 3 10 9 10 13 8 | 50
9| Smolik Michal Gym. Grosslingova BA 1 10 6 10 11 13 | 50
11| Vargovcéik Matej Gym. Sabinov 3 9 9 2 13 15 | 48
12 | Magdolen Matej Gym. Golianova Nitra 4 10 7 10 11 8 | 46
12 | Novella Tomas Gym. Alejova Kosice 4 9 910 11 7 | 46
14 | Babiak Jakub Gym. Ziar nad Hronom 3 10 9 10 12 4 | 45
15| Gressak Jergus Gymnézium J.A. Raymana 1 10 6 7 10 11 | 44
16| Klc Dano GLN Tomasikova BA 4 10 510 9 8| 42
16 | Kovac¢ Ondrej SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 3 10 7 12 13 | 42
16 | Porubsky Martin SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 3 8 10 10 9 5 | 42
16 | Cacko Marek Gym. M. Galandu Turc¢ianske Teplice 4 8 7 10 9 8| 42
20 | Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 3 10 15 15 | 40
21| Mutny Mojmir Gym. Jura Hronca BA 2 9 410 0 15| 38
22| Jurovych Jakub Gym. Okruzné Zvolen 3 9 710 5 5| 36
23| Suppa Marek SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 1 8 6 7 9 51|35
24| Jankovi¢ Radovan Gymnéazium Levice 3 8 10 10 6 | 34
24| Jurenka Vladimir Gym. Grosslingovd BA 4 8§ 7 10 9 34
26 | Anderle Michal Gym. Hali¢skd Lucenec 3 10 6 12 5 | 33
26 | Masar Juraj Gym. Jura Hronca BA 3 10 6 6 11 | 33
26 | Minarik Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 7 3 0 8 15| 33
26 | Takacs Gabriel Gym. Fandlyho Sala 2 8 7 10 8 | 33
30| Livora Tomas Gym Javorova Spis. Nova Ves 3 7 9 10 6 | 32
31| Kutaj Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 8 3 012 8| 31
32| Krumpal Rudo Gym. Jura Hronca BA 3 4 2 8 15 | 29
33| Pokorny Fridolin Gym. Hali¢skd Lucenec 4 9 4 0 9 6| 28
34| Ivanov Marian Gym. Jura Hronca BA 1 10 15 | 25
34| Kucera Martin Gym. Golianova Nitra 3 10 9 6| 25
34| Pinter Martin Gym. Jura Hronca BA 3 9 10 2 4 | 25
34| Toman Viktor Gym. Golianova Nitra 3 9 5 2 9 25
34| Sormanovéd Maria Skola pre mim. nadané deti BA 3 8 7 10 0| 25
39| Lami Jozef Gym. Postova Kosice 2 9 5 10 24
40 | Vozarova Zuzana Gym. Jura Hronca BA 2 8 0 15 | 23
41 | Marko Jozef SPS Myjava 3 6 3 011 20
41 | Petrucha Jaroslav Gym. Metodova BA 1 10 10 20
43| Chudjak Martin SPS Martin 4 10 5 2 17
44 | Plavak Dusan Gym. Trstena 3 9 4 3| 16
45| Anderko Maros Gym. Konstantinova Presov 4 9 6 0 15
45 | Hornyak Zsolt Gymnazium 4 8 0o 7 15
47| Krajcovi¢ Matej Gym. Jura Hronca BA 1 8 6 0 14
47 | Krasnayova Déasa Gym. Alejova Kosice 3 8 6 14
47| Viskup Michal Gym. Jura Hronca BA 3 6 0 8| 14
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26 Vysledkova listina

Meno a priezvisko Skola Trieda| 1 2 3 4 5 P
50 | Bezek Matus Gym. Jura Hronca BA 1 7 5 | 12
51| Durcak David Gym. Namestovo 4 10 10
51| Ille Ondrej Gym. Jura Hronca BA 3 2 0 8 | 10
51| Matus Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 6 3 1 10
51| Vaclavik Lukés SSOL Via Humana 2 5 5 10
51| Seliga Adam Stikromna SOS Humanus Via 2 5 5 10
56 | Dang Quoc Trung Gym. Jura Hronca BA 2 5 0 4 9
57| Kucerova Bibiana Gym. Alejova Kosice 3 7 1 8
57| Pistrakova Alexandra | Gym. Postova KoSice 2 8 0 8
59| Krotky Miroslav Gym. Spisska Stard Ves 2 6 1 7
60 | Bobula Daniel Spojena gkola Kralovnej pokoja Zilina 2 6 6
60 | Mesaros Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 4 2 6
62 | Lieskovsky Adam Gym. Jura Hronca BA 3 2 2 1 5
62| Orenic¢ Jozef Gym. Slovenskéd Bardejov 4 5 0 5
64| Safin Jakub Gym. P. Horova Michalovce 1 4 0 O 0 4
65| Kollar Dan Gym. Grosslingova BA 2 3 0 3
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Vysledkova listina po 1. kole kategorie KSP-O

Meno a priezvisko Skola Trieda| 4 5 6 7 8 P

1| Hudec Tobias Gym. Partizanske 4 15 15 16 20 25 | 91
2| Belan Tom3as Skola pre mim. nadané deti BA 4 15 15 16 17 20 | 83
3| Rohar Pavol Gym. M. R. Stefanika, Kosice 4 15 15 15 20 2 | 67
4| Hozza Jan Gym. Jura Hronca BA 3 14 16 20 50
5| Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 3 15 15 7 12 49
6| Mari§ Andrej Gym. Piaristicka Nitra 2 12 15 16 5 48
7| Pitondk Martin Gym. Tajovského B. Bystrica 4 15 15 12 2 | 44
8| Korbas Rafael Gym. Hronska BA 3 12 15 1 13 41
9| Kekely Michal Gym. Var$avska Zilina - Vl¢ince 3 1515 2 6 1] 39
10| Varga Matyas Gym. H. Selyeho Komaéarno 3 15 15 7 1] 38
11| Mrockova Maria Gym. Jura Hronca BA 3 12 15 7 1] 35
12| Cuc Bruno Gym. Grosslingovda BA 4 711 1 13 1| 33
13 | Balog Matej Gym. Grosslingova BA 3 15 15 30
13 | Brandys Jozef Gym. Namestovo 2 15 15 30
13| Dresslerova Anna Gym. Jura Hronca BA 3 15 15 30
13 | Gandzala Jozef Gym. Tajovského B. Bystrica 4 15 15 30
13| Habovstiak Martin | Gym. Tvrdosin 4 15 3 12 30
13| Pulmann Jan Gym. Grosslingovda BA 3 15 15 30
19 | Birkus Rébert SPSE Nové Zamky 3 13 15 28
19 | Hornak Marian Gym. Parovska Nitra 2 13 15 28
19 | Kucera Martin Gym. Golianova Nitra 3 9 6 13 28
19| Vargovcéik Matej Gym. Sabinov 3 13 15 28
19| Vecerik Matej Skola pre mim. nadané deti BA 3 13 15 28
24 | Miklovi¢ Tomas Gym. Nové Zamky 4 12 15 27
24| Sinogl jakub Gym. Ziar nad Hronom 3 12 15 27
26 | Kova¢ Ondrej SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 3 12 13 25
27| Smolik Michal Gym. Grosslingova BA 1 11 13 24
28 | Krumpal Rudo Gym. Jura Hronca BA 3 8 15 23
28| Minarik Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 8 15 23
30| Gressak Jergus Gymnézium J.A. Raymana 1 10 11 21
30| Sedlacek Lukas Gym. Ziar nad Hronom 3 13 8 21
32| Kutaj Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 12 8 20
33| Magdolen Matej Gym. Golianova Nitra 4 11 8 19
33| Novella Tomas Gym. Alejova Kosice 4 11 7 1 19
35| Jankovi¢ Radovan Gymnazium Levice 3 6 2 9 1] 18
36 | Anderle Michal Gym. Hali¢skd Lucenec 3 12 5 17
36| Klc Dano GLN Tomasikova BA 4 9 8 17
36| Ziman Michal Gym. Hali¢skd Lucenec 4 12 5 17
36 | Cacko Marek Gym. M. Galandu Turcianske Teplice 4 9 8 17
40 | Babiak Jakub Gym. Ziar nad Hronom 3 12 4 16
40| Vozarova Zuzana Gym. Jura Hronca BA 2 15 1| 16
42 | Ivanov Marian Gym. Jura Hronca BA 1 15 15
42 | Kovar Martin Gym. Jura Hronca BA 3 15 15
42 | Mutny Mojmir Gym. Jura Hronca BA 2 0 15 15
42| Pokorny Fridolin Gym. Hali¢skd Lucenec 4 9 6 15
46 | Porubsky Martin SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 3 9 5 14
46 | Spano Marek Gym. Jura Hronca BA 3 14 14
46 | Suppa Marek SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 1 9 5 14
49 | Marko Jozef SPS Myjava 3 11 11
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Meno a priezvisko Skola Trieda| 4 5 6 7 8 PN
49 | Masar Juraj Gym. Jura Hronca BA 3 11 11
51| Jurovych Jakub Gym. Okruzna Zvolen 3 5 5 10
52| Jurenka Vladimir Gym. Grosslingovd BA 4 9 9
52| Toman Viktor Gym. Golianova Nitra 3 9 9
54 | Holas Juraj Gym. Jura Hronca BA 3 0 8 8
54 | Ille Ondrej Gym. Jura Hronca BA 3 8 8
54 | Takéacs Gabriel Gym. Fandlyho Sala 2 8 8
54| Viskup Michal Gym. Jura Hronca BA 3 8 8
58 | Hornyak Zsolt Gymnazium 4 7 7
58 | Hruby Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 5 2 7
60 | Livora Tomas Gym Javorova Spis. Nova Ves 3 6 6
61| Bezek Matus Gym. Jura Hronca BA 1 5 5
62| Dang Quoc Trung Gym. Jura Hronca BA 2 4 0 4
62 | Pinter Martin Gym. Jura Hronca BA 3 4 4
64 | Plavak Dusan Gym. Trstena 3 3 3
65| Krotky Miroslav Gym. Spisska Stard Ves 2 1 1
65| Kucerova Bibiana Gym. Alejova KoSice 3 1 1
65| Lieskovsky Adam Gym. Jura Hronca BA 3 1 1
65| Matu§ Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 1 1
69| Kollar Dan Gym. Grosslingovda BA 2 0 0
69 | Oreni¢ Jozef Gym. Slovenska Bardejov 4 0 0
69| Vaclavik Lukag SSOL Via Humana 2 0 0
69| Safin Jakub Gym. P. Horova Michalovce 1 0 0
69 | Sormanova Maria Skola pre mim. nadané deti BA 3 0 0

Vysledkova listina po 1. kole kategérie KSP-T

Meno a priezvisko | Skola Trieda| 8 9 10 b))

1| Belan Tomas Skola pre mim. nadané deti BA 4 20 14 34
2 | Hudec Tobias Gym. Partizanske 4 25 25
3| Jankovi¢ Radovan | Gymndazium Levice 3 1 23 24
4| Rohar Pavol Gym. M. R. Stefanika, Kosice 4 2 6 8
5| Novella Tomas Gym. Alejova KoSice 4 5 5
6 | Pitonak Martin Gym. Tajovského B. Bystrica 4 2 2
7| Cuc Bruno Gym. Grosslingova BA 4 1 1
7| Kekely Michal Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 3 1 1
7| Mrockova Maria Gym. Jura Hronca BA 3 1 1
7| Varga Matyas Gym. H. Selyeho Komarno 3 1 1
7| Vozarova Zuzana Gym. Jura Hronca BA 2 1 1
12| Dang Quoc Trung | Gym. Jura Hronca BA 2 0 0
12 | Lampanen Mika Gym. Panktuchova Bratislava 3 lolo:) NOOB 0
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