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Vzorové riesenia 2. kola letnej ¢asti

opravoval Feki
1. Zuckermannova torta (max. 10 bodov)

Ako bolo vidno na mnozZstve rieSeni, nejeden riesitel by si rdd vymenil tlohu s Minom,
motivovany sladkymi cukrikmi na tortach.

Beznému ¢loveku a o to viac programatorovi, ktory velmi nerdd travi éas a paméit nad
problémami bezného Zivota, uréite napadne nasledovny postup hladania maxima z radu
¢isel: Najprv si povieme, Ze prva hodnota je (zatial) najvicsia. Budeme ju porovnavat s
nasledujicimi hodnotami a ked ndjdeme vicsiu, tak si ju zapamétame — teda sa z nej stane
nové maximum.

To znamena, ze hodnota, ktort sme si zapamitali, je urcite vicsia ako vsetky predchadza-
juce. Ked teda dojdeme k poslednej hodnote, mame uréite zapamétané globalne maximum.

Pouzijeme tuto metddu na kazdy zo stolov a postupne séitavame najdené maximalne
pocty cukrikov.

Par slov k zlozitostiam: Skoro vSetci mali spréavne rieSenie, az na malické chybicky. Podla
miia nebolo kde pokazif ¢asov zlozitost, ktora bola O(M - N). Islo skor o formalnu stranku,
teda ¢i viete spravne uréit zlozitosti.

Pamiitové zlozitosti sa ale roznili. Casto sa vyskytovali riesenia, ktoré si ukladali cely
riadok vstupu, pripadne cely vstup. Vzorové rieSenie vyuziva konstantné mnozstvo pamiite,
teda zlozitost je O(1).

Bodovanie:

e 1 bod som strhol za kazdu nespréavnu alebo neuvedent zloZitost,

e 1 bod som strhaval za O(N) pamiite,
e 2 body za pamitovu zlozitost O(M - N),
e 1 bod stratilo riesenie, ktoré nenulovalo niektoré premenné,

e 2 body stratili riesenia bez popisu.
Nagtastie ste mali rieSenia povéicésine spravne, takze sa nikomu nepodarilo stratif vSetky body
na malickostiach.

Listing programu:

var max, n, m, i, j, x, vys: longint;

begin
readln(m, n);
vys := 0;
for i := 1 to m do begin
max := 0;
for j := 1 to n do begin
read (x) ;
if x > max then max := x;
end;
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readln;

Vys := Vys + max;
end;
writeln (vys) ;
end.

; 3 . opravoval Majak
2. Zakerné karticky (max. 10 bodov)

Dolny odhad zloZitosti
Aby sme vedeli zistit, ¢i si dve karticky navzdjom zodpovedaji, tak sa musime na oboch
z nich pozrief na vsetky ¢isla.!

Toto tvrdenie si dokazeme sporom. Nech existuje algoritmus, ktory sa nepozera na vsetky
¢isla na oboch kartickach a vzdy spravne rozhodne, ¢i si dve karticky zodpovedaji.

Zoberme si dve karticky, ktoré si naozaj zodpovedaju a navyse v ziadnej z nich nie st dve
rovnaké ¢isla. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech sa nas algorimus nepozrie na aspon jedno ¢islo
na druhej karte. Vyberieme si jedno z nich a nahradime ho za iné. Tym dostaneme tretiu
kartu, pricom plati, Ze prva a tretia karta si urcite nezodpovedayjii.

Co sa stane, ked nas algoritmus spustime na prvej a tretej karte? Jeho vypocet bude
rovnaky, ako by bol na prvej a druhej karte, pretoze druha sa od tretej liSi len v jednej
pozicii, a na ti sa nepozrie. Pren su to teda rovnaké vstupy a jeho odpoved bude, Ze si karty
zodpovedaji. To je ale spor s tym, Ze tento algoritmus spravne rozhoduje, a preto neplati
predpoklad — takyto algoritmus neexistuje.

Ukézali sme si, ze na kazdej karte sa musime pozriet na kazdé ¢éislo, ¢o je 2- N? operacii.
Z toho mame dolny odhad zlozitosti, rychlejsie ako O(N?) to nepojde.

Trivialny algoritmus

Najjednoduchsie, ako zistit, ¢i si dve karty zodpovedaji, je pre kazdy mozny sposob
,otocenia“ postupne po dvojiciach porovnavat zodpovedajuce ¢isla z oboch kariet. Teda
napriklad pre otocenie o 90 stupriov budem porovnavat ¢islo na pozicii (i,7) s ¢islom na
pozicii (N —j + 1,4).2

Ak aspon pre jeden z moznych spdsobov st porovnavané Cisla stale rovnaké, tak si karty
zodpovedaji, a obratene. Preto je tento postup korektny.

Casova zloZitost

Moznych ,otoéeni“ je podla zadania piit:

e rotacia o 90 stupinov,

e rotacia o 180 stupnov,

e rotacia o 270 stupnov,

e preklopenie okolo vodorovnej osi,

e preklopenie okolo zvislej osi.
Pri rotécii nie je Specifikovany smer, ale v tomto pripade to nevadi.

Preto staci piatkrat zopakovat toto priame porovnévanie, ¢im dostaneme algoritmus so
zlozitostou O(N?). Ako sme si uz vyssie ukézali, rychlejsi ani neexistuje, a preto ten nas je
optimalny.

Pamitova zlozitost

1% « . . - .
Pricom este nevravime, ¢o s nimi spravime.

2Kde N je velkost karty; pozicie &islujem od 1.
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Na&s algoritmus potrebuje mat v pamiiti aspon celi prvia kartu, aby sa do nej mohol
pozerat na porovnavanie s ¢islom z druhej. Preto pamitova zlozitost tohto algoritmu je
O(N?).

Poznamka na okraj: Neukézali sme, ze neexistuje iny algoritmus, ktory by pracoval na
inej baze ako porovnavani jednotlivych prvkov a teda by si nemusel pamitat az N? &isiel.
Otézku existencie rieSenia s mensou pamitou ponechdavam ako tlohu na zamyslenie.

Zakernosti zadania a bodovanie

Povsimnutiahodné je skutoc¢nost, ze dve identické karty si nezodpovedaji, pretoZze v za-
dani sa o tom nepiSe. Ak ste ich za zhodné povazovali, tak ste prisli o jeden bod.

Na nasom fére sa objavila aj alternativna interpretacia zadania, ktora povolovala skladat
uvedené zobrazenia. Preto sme uznévali aj takéto rieSenia, ale v tom pripade zas museli
obsahovat vSetky mozné zobrazenia, inak ste stratili bod.

Za neodhadnuté alebo nespravne odhadnuté zlozitosti ste mohli stratit do dvoch bodov.
Zvy$né body ste mohli stratif za nedostatoény ¢i chybajici popis a za nekorektnost riesenia.

Listing programu:

var
N, i, j, cislo: integer;
karta: array[1..1000,1..1000] of integer;
090, 0180, 0270, zvislo, vodorovne: boolean;

begin
090 := true;
0180 := true;
0270 := true;
zvislo := true;
vodorovne := true;
readln (N) ;

for i:=1 to N do begin
for j:=1 to N do begin
read (kartal[i,jl);
end;
readln();
end;

for i:=1 to N do begin
for j:=1 to N do begin
read (cislo) ;
if cislo<>karta[N-j+1, i] then 090 := false;
if cislo<>karta[N-i+1, N-j+1] then 0180 := false;
if cislo<>kartal[j, N-i+1] then 0270 := false;

if cislo<>karta[N-i+1, j] then zvislo := false;
if cislo<>kartali, N-j+1] then vodorovne := false;
end;
readln() ;
end;

if (090 or 0180 or 0270 or zvislo or vodorovne) then writeln(’ano’)
else writeln (’nie’);
end.
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; ; opravoval Maty
3. Zahada obuvnikovho sna (max. 10 bodov)

Vicsina rieSitelov si s tymto prikladom hravo poradila. Menej bodov ste mohli ziskat za
neoptimélne triedenie, pripadne kvadraticku zlozitost pri hladani spravnych topéanok. Body
ste tieZ mnohi stratili za chybajice alebo zlé odhady ¢asovej a pamitovej zlozitosti.

A teraz uz k rieSeniu. To ¢o spravime prvé je, Ze utriedime pole noh aj topanok. Nohy
budeme obtuvat v poradi od najmensej po najvicsiu. Kazdej nohe sa budeme snazit néjst ¢o
najtesnejSiu topanku, ktora sa nu este zmesti.

Je jasné, ze ak existuje rieSenie, tento postup ho urcite najde. Zislo by sa ale dokazat, Ze
tento postup najde aj optiméalne riesenie. UkéZeme, ako prerobif optiméalne rieSenie na nase,
pritom maximalny rozdiel sa ndm nezhorsi.

Vezmime najmensiu nohu ¢, v ktorej by sa naSe a optimalne riesenie lisilo. V nasom
topanku. Ak sme v optiméalnom rieseni topanku ¢; nepouzili, tak lahko upravime optimélne
rieSenie do nasho tvaru, pricom sa rozdiel nezhorsi. Ak sme ju pouzili, tak sme topanku t;
obuli nejakej viiésej nohe j, kedze vo vsetkych mensich sa nase a optimalne rieSenie zhoduju.
Teraz ale mozeme v optimalnom rieSeni prehodit topanku, ktort ma noha ¢, s topankou,
ktori ma noha j, pricom maximalny rozdiel sa znova nezhorsi.

Tymto postupom vieme postupne prerobif optimalne rieSenie na nase rieSenie. A kedze
sa ndm maximalny rozdiel nezhorsuje, aj nase riesenie je optimalne.

Ako teda efektivne hladaf ku kazdej nohe najtesnejsiu topanku? Velmi jednoducho. Pre
najmens$iu nohu za¢neme prechadzat pole topanok, az kym nenarazime na topanku, ktora
mozeme obuf. Ked chceme néjst topanku pre druht najmensiu nohu, sta¢i ndm pokracovat
v hladani tam, kde sme s predoslou nohou skonéili, pretoze topanky, ktoré sme neobuli na
predosli nohu, neobujeme ani na tito. Toto niektorym ludom nenapadlo a hladaf najtesnejsiu
topanku vzdy zacali od zaciatku.

Casova zlozitost bude zloZitost triedenia plus prejdenie obidvoch poli teda O(N log N +
Klog K+ N+ K). Ak mame K < N, tak program hned skon¢i a jeho zlozitost je O(1). Zau-
jimavy je teda pripad K > N a preftho mézeme ¢as zjednodusit na O(K log K).? Pamitova
zlozitost je linearna, teda O(N + K).

Listing programu:

program priklad3;
type pole = array[1..1000] of longint;
var n, k: longint;

noh, top: pole;

pl, p2, max, i: longint;

procedure quicksort(var A: pole; 1, r: integer);
var i, j, pivot, pom: integer;

begin
i:=1;]j :=r1;
pivot := A[( + r) div 2];
repeat

while A[i] < pivot do inc(i);
while pivot < A[j]l do dec(j);
if i <= j then begin

pom := Al[il;

ATl := A[jl;

A[j] := pom;

inc(i); dec(j);
end;

3Toto ohrani¢enie plati pre vietky pripady, nie len K > N, kedze O(1) C O(K log K).
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until i > j;

if j > 1 then quicksort(A, 1, j);

if i < r then quicksort(A, i, r);
end;

begin
readln(n, k);
for i := 1 to n do read(nohl[il);
for i := 1 to k do read(topl[il);
quicksort(noh, 1, n);
quicksort (top, 1, k);
pl :=1; p2 := 1; {pl pre pole noh, p2 pre pole topanok}
max := 0;
while (pl <= n) and (p2 <= k) do begin
if noh[pl] <= top[p2] then begin
if (max < top[p2] - noh[pl]) then max := top[p2] - nohl[pl];
inc(pl);
inc(p2);
end else inc(p2); {posuniem sa iba v poli topanok}
end;
if pl = n + 1 then
writeln (max)
else
writeln (’Nejde to’) ;
end.

opravovala Halucinka

4. Zapeklity Top Olog (max. 15 bodov)

Tato uloha je ,8ita“ na algoritmus zvany topologické triedenie, ktory vytvori topologické
usporiadanie. Najprv si povedzme, c¢o to je:

Majme orientovany graf. Topologické usporiadanie vrcholov tohto grafu je linearne uspo-
riadanie vSetkych vrcholov také, ze ak graf obsahuje hranu (a,b), potom sa a nachddza
v tomto usporiadani skor ako b. Topologické usporiadanie vrcholov sa da najst prave vtedy,
ked je graf acyklicky. Preco?

Ak by sme mali cyklicky graf, potom existuje cyklus medzi nejakymi vrcholmi:

V1 — V2 — = Up — U1

Potom z tychto vrcholov nevieme vybrat jeden, ktory bude v usporiadani pred ostatnymi.
Teda riesenie, ako zapisaf tieto vrcholy do usporiadania, neexistuje.

Ak je nés graf acyklicky, potom vZzdy ndjdeme topologické usporiadanie. Algoritmus ako
ho najdeme teraz opiseme:

Pre kazdy vrchol si pamitame, kolko hran ide do neho, a pamitame si, do ktorych
vrcholov ved hrany z tohto vrcholu. Prvé v usporiadani budi tie vrcholy, do ktorych nejda
ziadne hrany. Tieto mdZeme rovno zapisat do vysledného usporiadania. Nech je takymto
vrcholom aj vrchol V. Teraz uz vrchol V mame usporiadany — uz o iom neuvazujeme.

Pozrieme sa na hrany, ktoré idu z vrcholu V. Tieto hrany zrusime, teda pre kazdy vrchol,
do ktorého isla hrana z V', sa znizi pocet hran, ktoré idi o neho o 1. Do niektorych vrcholov
teraz uz nemusi ist Ziadna hrana. Tie priddme do usporiadania a rovnako ich odstranime
z grafu spolu s hranami, ktoré ved z nich do inych vrcholov. Takto postupujeme, az kym
nemame v usporiadani vsetky vrcholy.
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Ak uz neexistuje vrchol, do ktorého nevedie Ziadna hrana, a napriek tomu v usporiadani
nie st vSetky vrcholy, tak nutne nejaké z tychto vrcholov musia tvorit cyklus a neexistuje
takéto usporiadanie.

Teraz sa vratme k zadaniu: Uvedomme si, Ze my chceme riesit rovnaka tlohu. Méame M
dvojic Olégov. Ak mame dvojicu (a, b), potom sa a musi v naSom usporiadani nachddzat skor
ako b. Vytvorime si teda orientovany graf tak, ze Olégovia budu vrcholy a hrany vytvorime
tak, ze pre kazda dvojicu (a,b) budeme mat orientovanti hranu z a do b. Znamen4 to, Ze
a musi byt v usporiadani skor ako b. Teda hladdame topologické usporiadanie. Ako to teda
bude vyzerat pre tato tlohu?

Pre kazdého Oléga si pamitame nad kym vyhral a taktiez s kolkymi Olégmi prehral. Na
zaciatku najdeme Olégov, ktori s nikym neprehrali a tych ddme do vysledného poradia (je
jedno v akom poradi — vravi zadanie).

Teraz postupne ideme po Olégoch, ktorych sme dali do vysledného poradia a tym sme
ich uz vyradili z grafu. Zoberieme si Oléga z vysledného poradia a vsetkym tym, ktori
s nim prehrali, znizime pocet prehier o 1 (odoberdame hrany grafu, ktoré vedu od vyradeného
Oléga). Kontrolujeme, ¢i sa tymto neznizil niekomu pocet prehier na 0. Ak ano, priddme ho
na koniec poradia.

Takto spracujeme postupne vSetkych Olégov vo vyslednom poradi a zaroven na koniec
tohto poradia davame dalsich Olégov. Teda po dokoncéeni budeme mat vo vyslednom poradi
vSetkych Olégov. Ak nie, potom musel vzniknit cyklus a neexistuje pozadované poradie.

Casova zlozZitost

Na zaciatku prebehneme celé pole a hladdme Olégov, ktori maji 0 prehier. Potom uz
len znizujeme poc¢ty prehier Olégov tak, Ze na konci budit mat vSetci nulu. Spolu je vSetkych
prehier tolko, kolko hran, teda M. Cize ¢asové zloZitost bude O(M + N).

Pamiitfova zlozitost
Pamétame si vSetky hrany a pre kazdy vrchol si pamédtame dve cisla: pocet prehier
a pocet vyhier. Teda pamitova zlozitost bude O(M + N).

Bodovanie
Riegenia s ¢asovou zlozitostou O(N?) dostévali 12-13 bodov. Rovnako vela bodov dosté-

.....

O(N?) — dostavala 8 az 10 bodov. Za zabudnuté napisanie zlozitosti siel dole bodik za kazdi.
Objavilo sa par rieSeni, ktoré nefungovali, ale idea bola velmi dobréa, tym sa uslo okolo 7 bo-
dikov. Vcelku ma prekvapilo, kolko relativne dobrych a hlavne funkénych rieSeni prislo. Ste
super :-).

Listing programu:

const maxIN = 100;

var vyhra_nad: array [1..maxN, 1..maxN] of longint;
pocet_prehier: array [1..maxN] of longint;
pocet_vyhier: array [1..maxN] of longint;
vysledne_poradie: array [1..maxN] of longint;
k, N, M, i, I, Olog, a, b, prehral_s_Ologom: longint;

begin
readln (N, M);
for i := 1 to N do begin
pocet_vyhier[i] := 0;
pocet_prehier[i] := 0;
end;

for i := 1 to M do begin
readln(a, b);
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{ulozi si s kym vsetkym vyhral a pocita kolko ich bolo}
inc(pocet_vyhier[al);
inc(pocet_prehier[b]);
vyhra_nad[a, pocet_vyhier[al] := b;
end;

k :=1;
for i := 1 to N do begin {hladame topologov, co maju nula prehier}
if pocet_prehier[i] = 0 then begin
{ak ma uz nula prehier, tak teraz je ten spravny cas zaradit ho do vysledneho

poradial}
vysledne_poradie[k] := i;
inc(k);
pocet_prehier[i] := -1; {-1 znaci, ze uz je spracovany tento vrchol grafu}
end;
end;

{prechadzame vysledne poradie a znizujeme pocet_prehier este nespracovanych
vrcholov, pokial prehrali s vrcholom, ktory uz je vo vyslednom poradi}
for i := 1 to N do begin
if k > i then begin
{je to Olog, ktory uz je spracovany, teda tym, co s nim prehrali, decrementneme
pocet prehier}
Olog := vysledne_poradiel[i];
for 1 := 1 to pocet_vyhier[Olog] do begin
{kazdemu, nad kym vyhral Olog, zmensime pocet prehier o jeden, lebo Ologa
sme uz vyradili}
prehral_s_Ologom := vyhra_nad[Olog, 11;
dec(pocet_prehier [prehral_s_Ologom]) ;
if pocet_prehier[prehral_s_Ologom] = 0 then begin
{ak sa takto nejakemu Ologovi zmensi pocet prehier na 0, mozeme ho
spracovat}
vysledne_poradie[k] := prehral_s_Ologom;
inc(k);
pocet_prehier [prehral_s_Ologom]
end;
end;
end;
end;

_1;

if k = N + 1 then begin
for i := 1 to N do
write (vysledne_poradie[il, ’ ) ;
writeln;
end
else writeln (’Poradie neexistuje’) ;
end.

. ’ , o vzorak pisal migof
5. Ozajstna lotéria! (max. 17 bodov)

Toto vzorové riesenie sa skladéd z dvoch ¢asti. Prvéa je pisand z pohladu riesitela a vysvetluje,
ako sa dalo s minimélnou ndmahou k bodom dopracovat. Na to stacilo odhalit, o pouzity
program robi.

No a druhd je pisand z pohladu autora a vysvetluje aj to, ako to pouzity program
dosiahne a preco vlastne funguje.
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Prvy pokus

Spustim program, zaddm vstup, pockdm kym dobehne. Ajhla, po chvili dobehol a méam
vystup. Spustim program znovu, zaddm iny vstup, poc¢kdm kym dobehne. Ajhla, vystup.
Ak som nemal zrovna smolu, dostal som presne ten isty vystup ako pred chvilou. Sktsime
este tretikrat. Ajhla, zase je tu to isté. Zeby vsetky tie re¢i o ndhodnej lotérii boli zase len
kecami? No neviem, necham si to na zajtra.

Druhy pokus

Spustim program, zadam ten isty vstup ako vcera, pockdm kym dobehne. Ajhla, vystup.
Iny ako vcera.

Co sa zmenilo? Nuz, napriklad ¢as. Pohlad do programu ukazuje, Ze sa tam nejaké to
volanie time veru nachédza. Asi na nom bude zélezat.

Experiment

Nielen v naSej lotérii, ale napriklad aj pri rieSeni matematickych tloh ¢asto plati: ked
nevie§ pochopit, ako nieco funguje, zacni si to skusat na konkrétnych prikladoch. Mozno
odpozorujes nejaké zavislosti, ktoré ti pomozu.

V nasom pripade sa oplati zacat ,najvnatornejSou” funkciou magia. Nieco sa tam séituje,
nie¢o sa tam mieSa... to sa nam predsa nechce analyzovat. Skiisme sa na nu pozrief ako
na ¢iernu krabi¢ku. Upravime na$ program tak, ze ked ho spustime, vypise nam najskor
postupnost ¢isel, ktorti do funkcie magia vkladd, a nasledne hodnotu, ktord z nej vypadne.

Dostaneme tak napriklad nasledujice pozorovania:
vstup vystup
(0,29,47,109,1441,2025,4747,. . . ,3995702,3995766,3999950,1274573512) 530
(0,29,47,109,1441,2025,4747,. . . ,3995702,3995766,3999950,1274573522) 540
(0,29,47,109,1441,2025,4747,. . . ,3995702,3995766,3999950,1274573526) 544
(0,1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,. . .,3995702,3995766,3999950,1274573993) 64

V prvych troch pripadoch uvedenych v tabulke sme na tiket nenapisali ni¢, v poslednom
pripade sme na vstup dali postupnost ¢isel od 1 po 10.

Moézeme si vSimnit mnozstvo zaujimavych skutoénosti, napriklad:

e Vyzera to, ze prva je vzdy nula.

e Vyzera to, ze posledné cislo je radovo vicsie ako vsetky ostatné.

e Vicsina cisel je stale rovnakd — napr. 3999950 sme sa ani zmenou vstupu nezbavili.
V prvych troch pripadoch dokonca jediné, ¢o sa zmenilo, je posledna hodnota. Co je za¢? Pri
pohlade na hlavny program je odpoved jasné: ide o vystup funkcie time(0), teda unixovy
timestamp zodpovedajuci aktudlnemu datumu a ¢asu. (Ide o pocet sekiind od polnoci dna
1. 1. 1970.)

Ako sa meni vystup funkcie magia v zévislosti od ¢asu? Cas narastol o 10 sekitind, vystup

.....

vystup zase maly. Z toho uz lahko sformulujeme hypotézu:
Vystup funkcie magia je rovny aktualnemu timestampu modulo 947.

Rozpracovanie hypotézy

Kto sa dopracoval az sem, mal uz takmer vyhrané.

Upravme teda program tak, Ze magia bude rovno vracat posledni hodnotu pola data,
modulo 947. Co sa teraz s touto funkciou robi?

Riadok for (int i=1; i<=P; ++i) datal[i] -= magia(data); je jasny — tuto hod-
notu odé¢itame od kazdého prvku v poli. (VSimnite si, ze odé¢itavame stéle ti isti hodnotu,
lebo poslednt hodnotu v poli data zmensime aZ na koniec.)

Po vykonani tohto riadku sa teda hodnoty v poli data o trochu zmensia. A Specialne
sa stane to, ze timestamp, ktory je v poli data na poslednej pozicii, sa zaokrihli dodola na
najblizsi ndsobok 947.
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Ked sme my stari byvali mladi, chodila v telke relacia ,,900 sektind o knihach“ a trvala
presne Stvrt hodiny. Odtial mam uzito¢ny rychly odhad, kolko je tisic sektnd.

Co to znamen4 v nasom pripade? Ak je naozaj pravda, Ze vystup lotérie zavisi len od
¢asu, tak sa tento vystup bude menit zhruba raz za Stvrt hodiny.

Overenie hypotéz

Najpriamociarejsie, ¢o sa v tejto chvili sa dalo spravit, bolo odskusat vSetky moznosti.
Zacneme s aktudlnym timestampom a s krokom 947 postupne vyskusSame vsSetky az po
deadline na odovzdanie rieseni. Zakazdym spustime program, aby ndm povedal, kolko bodov
sa pocas doty¢nej Stvrthodiny bude rozdavat.

Potom si overime, Ze najbliz§ich niekolko vystupov sa skutoéne zhoduje s vystupmi
povodného programu. A ked vSetko sedi, uverime, zZe uz to mame.

Zaujimavé bodové zisky st v nasledujicej tabulke.

timestamp cas body
1272358301 utorok 27. 4. 2010 o 10:51:41 17
1272929342 utorok 4. 5. 2010 o 01:29:02 16

1273920851 sobota 15. 5. 2010 o 12:54:11 15
1274104569 pondelok 17. 5. 2010 o 15:56:09 12

(Ku kazdému bodovému zisku uvddzame posledny interval, kedy sa uvedené body dali
ziskat. Konkrétny timestamp lezi niekde v strede daného intervalu.)

No a uz len stacilo odovzdat v spravnom case a overif si, Ze naozaj na konte nabehol
spravny pocet bodov :-).

Slubovana druha &ast vzorového rieSenia

Ou kej, body mame, ale ako sa to rieSenie zbavi vsetkého okrem timestampu? Ako to, Ze
vystup nezavisi ani od vstupu, ani od toho, aké ndhodné ¢isla generator vygeneruje? A ako
dosiahne funkcia magia, ze jej vystup od skoro ni¢oho nezavisi?

Funkcia magia

Vsetky séitania uvedené v tejto Casti treba automaticky chapat modulo P = 947, lebo
sa mi to nechce v8ade rozpisovat a bude to takto prehladnejsie.

Odsimulujme si beh funkcie magia na menSom vstupe, napriklad (a,b,c,d,e). V kazdej
iterécii sa po sebe idtce dvojice ¢isel s¢itaji. Teda po prvej budeme mat (a+b, b+c, c+d, d+e),
po drubej (a +b+b+c,b+c+c+dc+d+d+e)=(a+2b+c,b+2c+d,c+2d+e),
po tretej to bude (a + 3b+ 3c+d,b+ 3c+ 3d + €) a po poslednej, Stvrtej iteracii dostavame
jediny prvok s hodnotou a + 4b + 6¢ + 4d + e.

Tieto koeficienty by uz mali byt kazdému, kto sa trochu obtrel o matematiku, povedomé
— st to kombinacné ¢isla. A skutocne, Tahko dokédZzeme matematickou indukciou podla N, zZe
ak za¢neme funkciu magia s polom (ag, a1, as,...,ay), tak ju skonéime s ¢islom

V naSom pripade nas zaujima N = P = 947. Lenze P je prvocislo, a teda kazdé z
kombinac¢nych cisel (113 ) az (P]i 1) je delitelné P. Preto hodnota, ktort magia vrati, vobec
nezavisi od hodn6t v poli data okrem tych na indexoch 0 a P. Presnejsie, magia vrati
hodnotu (data[0] + data[P]) mod P. No a kedze sme Sikovne zabezpecili, Ze na pozicii 0
v poli data je nula (lebo sme si ju tam vlozili — vidite kde? — a ni¢ mensie tam nikdy

nedame), tak magia musi vratit hodnotu data|P] mod P.

Funkcia zazrak

Uz sme si vysvetlili, ze ako prvé odpocitame od kazdej z hodnét v poli data ti ista
hodnotu.

V nasledujiicom riadku programu postupne kazda z tjychto hodnét pouzijeme na inicia-
lizaciu generdtora ndhodnych ¢isel. Toto je obyc¢ajnd kamuflaz. Ked totiz najskor zavolame

http://www.ksp.sk/ksp2.0

Téato praca bola podporend Agenttrou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



srand (X) a potom srand(Y), tak dostaneme generator nahodnych ¢isel inicializovany hod-
notou Y. Dolezité je teda len uplne posledné volanie srand, a jeho parametrom je, ako inac,
nas stary znamy nadol zaokrahleny timestamp.

Od tohto okamihu st vsetky hodnoty, ktoré buda vracaf volania rand, jednoznacne
urcené.

Jedinym problémom je, Ze v poli data esSte stdle mame nejaké tidaje, ktoré zadal pouzi-
vatel. Ako sa ich zbavime?

Vytla¢ime ich von. Posledny trik je v tom, Ze ¢islo 42 je parne. Ak teda prendsobime kon-
krétnu hodnotu datalj] ¢islom 42, na poslednom mieste v bindrnom zapise novej hodnoty
bude urcite 0. Potom pripocitame nejakii ndhodnti hodnotu — ta je ale jednoznac¢ne urcena
timestampom. V tomto okamihu teda posledny bit datal[j] zavisi len od timestampu a od
nic¢oho iného.

Ked sa to isté zopakuje znova, buda timestampom jednoznac¢ne urcené posledné dva bity
datalj]. A tak dalej. Kedze P + 97 je ovela viac ako 32, po P + 97 opakovaniach tprav pola
datal[j] uz nebude po pévodnych hodnotach ani chyru, ani slychu.

Nepovinna domaca tuloha

Vyrobit zadanie tejto tlohy bolo pravdepodobne naro¢nejsie ako ju vyriesit — bolo totiz
potrebné najst také konstanty a takd presni formu zadania, aby casy, kedy sa bude dat
,vyhrat“ vela bodov, vysli rozumne — teda napr. 15 bodov kazdému, kto sa do rieSenia pusti
skor ako cez posledny vikend a 12 kazdému, kto tak spravi aspon cez ten vikend. Skuste sa
zamysliet, ako by ste spravili zadanie podobnej tilohy, ak by termin odovzdania rieSeni bol
inokedy.

. ; opravoval Mio
6. Orientalny trh (max. 20 bodov)

Najprv by som vyjadril svoje sklamanie, Ze som nikomu nemohol daf plny pocet bodov.
Prisiel totiz len jeden vzorak, aj tomu chybal zdrojovy kod.
Bodovanie:

e Vzordk (¢as O(k), pamit O(k)) by dostal 20 bodov,

e program, ktory bezal v ¢ase O(klog k) dostal max. 15b,

e program, ktory bezal v horom ¢ase (k2, n - k) dostal max. 10b,

e za chybajici zdrojak bola odmena -5 bodov,

e za chybajice zlozitosti bolo -3b,

e za drobné chyby (lenivost skompilovat to po sebe) ste mohli ziskat bonus: odpocitanie
jedného bodu.

Predtym, ako sa dostaneme k samotnému rieSeniu, spravime si este jazykové okienko.
Viaceri z vas napisali, Ze ratali prefixové sumy. Toto nie je celkom pravda. Prefixové sumy
st od slova prefix = predpona. To znamena, Ze suma ide od zaciatku postupnosti, po nejaky
prvok. V tomto pripade ste ale pocitali od konca. Ked to uz chceme nazvat nejakym cudzim
slovom, tak tieto sumy nazveme suffixové.

A teraz koneéne ten vzorak:
Stru¢né zhrnutie algoritmu:

1. Vypocitame si vysledné ceny za jednotlivé damy v stankoch.

2. V linearnom c¢ase si ndjdeme median (stredny prvok) vyslednych cien.

3. Spocitame si pocet dam v prvej polovici pola.
Tu ndm moézu nastat 3 moznosti — bud ich je viac ako N, alebo po pripoc¢itani niekolkych
dam z medianu ich je presne N, alebo je ich po pripocitani vSetkych ddm z medidnu menej
ako N. V prvom pripade sko¢ime na krok 2, ale budeme poditat len s prvou polovicou
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pola, v druhom pripade uz méame vysledok a v trefom pripade sko¢ime na krok 2 pre druhu
polovicu pola, ale uz potrebujeme len N— (pocet dam v prvej polovici pola) dam. Toto celé
zbehne v linedrnom case.

Priprava

Prvou vecou, ¢o treba spravit, je vypoéitat si vysledni cenu damy v stdnku. Vypocitame
si teda, kolko ddma z tohto stdnku necha na druhej strane ulicky. Spravime si suffixové sumy
— odzadu vyplhame pole tak, Ze i-ty prvok dostaneme stuétom (i + 1)-vého prvku a sumy,
ktort necha v i-tom stanku. Tieto ceny potom pripocitame k cenam dam v stankoch. Tato
¢ast ma casovu zlozitost O(k).

Hladanie medianu

Hladanie medidnu je najzlozitejSou castou algoritmu. Medidn totiz potrebujeme néjst
v linedrnom case. Algoritmus pracuje takto:

Rozdeli prvky na pétice a tieto utriedi. Ak nie je pocet prvkov delitelny 5, tak posledné
skupinka mé& menej ako 5 prvkov. Triedif 5 prvkov vieme v konstantnom case, a teda utrie-
denie vsetkych pitic trva linedrny cas.

Z kazdej z tychto skupin potom vyberieme median (v konstantnom ¢ase, ¢ize spolu méame
zasa linedrny cas). Ak mame v poslednej skupinke parny pocet prvkov, vyberieme viic¢sieho
z prostrednych dvoch.

Rekurzivne ndjdeme medidn tychto vybranych medidnov, ozna¢me ho M. Rozdelime si
M rozmiestnime rovnomerne. Median sa nachadza vo vic¢sej z tychto dvoch Casti, preto ho
dalej rekurzivne hladdame tam.

.....
.....

.....

ako M; podobne 3n/10 prvkov je mensich alebo rovnakych ako M. V najhorSom pripade sa
preto rekurzivne zavoldme na 7n/10 prvkov.

V jednom rekurzivnom volani potrebujeme linedrny cas na triedenie pétic a vyberanie
medianov, dalej sa rekurzivne zavoldme na najviac n/5 prvkov a potom na najviac 7n/10
prvkov. Casovi zlozitost mozeme preto vypoéitat takto:

T(n) =T(n/5) + T(7n/10) + O(n)

Z tejto rovnosti pomocou trochy matematiky vyplyva T (n) = O(n), takze celé hladanie
mediadnu bezi v linedrnom case.

Samotné riesenie

V podstate hladame najdrahsi stanok, z ktorého musime niec¢o kupit. D4 sa to prirovnat
k bindrnemu vyhladavaniu. Postavime sa do stredu a pozrieme sa, ¢i mame dost. Ak nie,
hladdme v pravej polovici pola; ak méame akurét, tak sme skoncili; a ak méame malo, tak
hladdme v Tavej polovici. Problém je, Ze pole nie je utriedené, takze stredny prvok najdeme
pomocou algoritmu na najdenie medidnu. A to, ¢i mame dost, zistime len tak, Ze to po
jednom spocitame.

Néajdeme teda medidn a spocitame pocet dam v Tavej polovici. Kedze algoritmus nam
viac oplati brat z lavej polovice. Pokial je ich viac ako IV, tak z pravej polovice uréite nikoho
nechceme, lebo by nés to stalo viac penazi. Ale tiez nechceme vSetky damy z lavej polovice,
preto opakujeme algoritmus na tejto polovici. Pokial ich pocet po pripo¢itani niekolkych (od
0 po pocet ddm v stanku, ktory je medidn) ddm z medidanu je N, tak mame vysledok; uz
staci len zratat vysledni cenu. Pokial ich je mélo, tak kiipime vSetky damy v Tavej polovici
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a opakujeme algoritmus v pravej polovici, pricom uz chceme dokupit len N—(pocet dam
nalavo).

Toto celé funguje v linedrnom case. Dokaz: Median nadjdeme v linedrnom case, pocet
dam a ich vyslednt cenu tiez. KedZze sa algoritmus cykli a v prvom kroku vykoné k operécii,
v druhom k/2, ... ¢ize dostavame sumu k + k/2 + k/4 + ... < 2k.

Cize dostdvame ¢asovi zlozitost O (k) a pamitovi O(k), lebo si pamiitame len konstantne
vela informécii ku kazdému stéanku.

Pozndmka k zdrojdku: na vicsinu veci sa dé pouzit nejaky algoritmus z STL (ktory
takmer zarucene funguje lepsie ako moje implementacie), ja som ich tu ale pre nazornost
rozpisal.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

typedef pair<int, int> Stanok; // (cena, pocet dam)

//obycajny selection sort, kedze bezi pre najviac 5 prvkov, tak bezi v konstantnom case
//triedi interval <begin, end)
void sort(int begin, int end, vector<Stanok> &p){
for(int i = begin; i < end; i++)
for(int j =i+ 1; j < end; j++)
if(pli]l > pLiD
swap(plil, pl[jl);
}

//rozdeli interval <begin, end) na 2 casti podla pivota a vrati pocet prvkov lavej casti
int partition(int begin, int end, vector<Stanok> &p, Stanok pivot){
vector<Stanok> 1, r;
bool nalavo = false;
for(int i = begin; i < end; i++){
//prvky mensie ako pivot idu do laveho pola, vacsie do praveho,
//rovne striedavo
if(pli] < pivot || pli]l] == pivot && nalavo)
l.push_back(p[il);
else
r.push_back(p[il);

if(p[i] == pivot)
nalavo = !nalavo;

}

for(int i = 0; i < end - begin; i++) //prepiseme originalne pole
if(i < (int)l.size())
plbegin + i1 = 1[i];
else
plbegin + i] = r[i - l.size()];

//vratime velkost lavej casti
return l.size();

}

//hladanie medianu v intervale <begin,end)
Stanok median(int begin, int end, vector<Stanok> &p, int w){
int k = end - begin;
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//utriedime patice

for(int i = begin; i + 5 <= end; i += 5)
sort(i, i + 5, p);

sort(end - k % 5, end, p);

//ak mame male pole, hned vratime median
if(k <= 5)

return pl[w];

//zistime mediany patic

vector<Stanok> medianyb;

for(int i = begin; i + 5 <= end; i += 5)
mediany5.push_back(pl[i + 2]1);

if(k 5> 0
mediany5.push_back(plend - (k % 5 + 1) / 21);

//najdeme median medianov patic
Stanok median_medianov = median(0, mediany5.size(), mediany5, mediany5.size()

/ 2);

//rozdelime na 2 casti
int 1 = begin + partition(begin, end, p, median_medianov) ;

//bud sme nasli median a hned ho vratime
if(1 == w)

return median_medianov;

//alebo si vyberieme cast v ktorej je median(pochopitelne - vacsia z 2 casti)
if(1 > w)

return median(begin, 1, p, w);
else

return median(l, end, p, w);

}

//spocita damy v intervale <begin,end)
int zrataj_damy(int begin, int end, vector<Stanok> &p){
int sum = 0;
for(int i = begin; i < end; i++)
sum += pl[i].second;
return sum;

}

//spocita cenu vsetkych dam v intervale <begin,end)
int zrataj_cenu(int begin, int end, vector<Stanok> &p){
int sum = 0;
for(int i = begin; i < end; i++)
sum += pl[i].first * p[i].second;
return sum;

}

//samotne riesenie ulohy
int zrataj(int k, int n, vector<Stanok> &p){
int begin = 0, end = k, cena = 0;
while (true) {
int m = (begin + end) / 2;
median(begin, end, p, m);

int pocet_l = zrataj_damy(begin, m, p);
int pocet_m = p[m].second;
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if(pocet_l <= n && n <= pocet_l + pocet_m){
cena += zrataj_cenu(begin, m, p);
cena += (n - pocet_1) * p[m].first;
return cena;

}else if(n < pocet_D{

end = m;

}else{
cena += zrataj_cenu(begin, m, p);
n -= pocet_l;

begin = m;

int main(){

int k, n;

cin >> n > k;

vector<Stanok> pole;

vector<int> sperky;

pole.resize (k) ;

sperky .resize(k) ;

//nacitanie vstupu

for(int i = 0; i < k; i++)
cin >> poleli] .first;

for(int i = 0; i < k; i++)
cin >> poleli] .second;

for(int i = 0; i < k; i++)
cin >> sperky[il;

//zratanie suffizovych suctov
for(int i = k - 2; 1 >= 0; i--)
sperky[i] += sperkyl[i + 1];

//zratanie vyslednej sumy za damu v i-tom obchode
for(int i = 0; i < k; i++)
pole[i] .first += sperkyl[i];

cout << zrataj(k, n, pole) << endl;

o 3 . opravoval Bob
7. Oranzové stuzky (max. 20 bodov)

Ach jaj, prisli iba Styri rieSenia. O ¢o lahSie sa to bude opravovat, o to fazsie sa bude vymyslat
vzorak.

Fajn, postazoval som sa, prekonal som vrodeni lenivost aj letné horiucavy a teraz huréd
na rieSenie: Rozhodcov plan, podla ktorého pospdja stuzkami dievéaté a chlapcov z jedného
timu, je vlastne graf. Vrcholy tohto grafu reprezentuju deti a hrany zase stuzky.

Pocet hran, ktoré vychadzaju? z vrcholu v, ozna¢ujeme ako stuperi v. Ulohou je dosiah-
nut, aby mal kazdy vrchol takt paritu svojho stupiia, ak pozaduje vstup. Jediné, ¢o moézeme
urobit, je odstranit z grafu niektoré hrany.

4Alebo vchadzaju? Mame neorientovany graf, tak neviem.
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Ak graf nie je suvisly, staci sa zaoberat kazdym komponentom osobitne — odstrénenim
nejakej hrany totiz zmenime stupne len dvom vrcholom z toho istého komponentu. Dalej
preto budeme predpokladat, ze graf je suvisly.

Kedy treba kri¢at, Ze sa to neda?

Ked s¢itame stupne vSetkych vrcholov grafu, dostaneme dvojnasobok pocétu hran. Preco?
Kazda hrana méa dva konce, preto ju zapocitame do stuptia prave dvom vrcholom. Z tohto
tvrdenia vyplyva uzito¢ny poznatok: sucet stuprniov vSetkych vrcholov grafu je parny.

Ak je v grafe neparny pocet chlapcov, potom by mal byt vo vyslednom grafe neparny
pocet vrcholov s neparnym stuptiom (uf). To ale znamend, Ze aj sucet stupiiov vSetkych
vrcholov by mal byt neparny, ¢o nie je mozné.

Mame teda nutni podmienku pre existenciu rieSenia: pocet chlapcov v grafe musi byt
parny.5

Ako nijst rieSenie

Predpokladajme, Ze chlapcov je parny pocet. Najprv odstrarime z grafu vSetky hrany,
potom budeme mozno niektoré z nich pridavat naspét.

Kazdy vrchol ma teraz stupen 0. Podmienka pre dievéata je splnena — vSetky vrcholy
maju parny stupen (ano, 0 je parne ¢islo). Horsie je to s chlapcami. Ak vSak v grafe ziadni
nie s, potom sme vyhrali a mame riesenie.

Ak tam predsa len nejaki chlapci si, tak st tam aspon dvaja. Vyberme Iubovolnych
dvoch, ozna¢me ich u (Urban) a v (Vlado). Medzi u a v existovala v povodnom grafe cesta
(bol predsa suvisly). Vezmime vSetky hrany na nejakej uv ceste a zmenme ich ,stav“: ak sa
hrana v aktudlnom rieseni nenachadza, priddme ju; inak ju vyhodime.

Tymto sme pomenili stupne vrcholom na uwv ceste. Vo vSeobecnosti nevieme povedat, ako
sa zmenili jednotlivé ¢isla — nagtastie to ani nepotrebujeme. Ddlezit4 je iba parita stupiia a ta
zostala pre kazdy vnatorny vrchol cesty® zachovana. Overif sa to d4 rozobratim vsetkych
pripadov alebo pocitanim modulo 2: do vnutorného vrcholu cesty vedii dve hrany, ktorym
bol zmeneny stav; kazda zmena stavu (pridanie alebo vyhodenie hrany) zmeni paritu stupia,
preto sa dve zmeny na parite neprejavia.

Vrcholy u a v st ale krajné, do kazdého vedie len jedna hrana z cesty. Parita ich stupna
sa preto uréite zmeni — ¢o je dobré, kedze povodne mali parny stupen. Takto méame o dvoch
nespokojnych chlapcov menej.

Ak este zostali nejaki chlapci s parnym stupnom, cely postup pre nich zopakujeme. Vsim-
nite si, ze ostatnym vrcholom paritu nemenime. V kazdom kroku znizime pocet nespokojnych
chlapcov o 2, takze nakoniec sa dopracujeme k rieSeniu (pri neparnom pocte chlapcov by to
zjavne nefungovalo).

Vzorové rieSenie

Priamociara implementécia rieSenia z predchadzajicej ¢asti by mala ¢asova zlozitost
O(N - (N + M)) — chlapcov moze byt O(N) a pre jednu dvojicu pri hladani cesty prejdeme
cely graf.

Vsimnime si, Ze vysoky pocet hran v grafe nie je velmi uzito¢ny, skor naopak. Nas postup
totiz vyzaduje iba to, aby bol graf stuvisly, teda by fungoval aj na strome. Na druhej strane,
vela hran predlzuje hladanie ciest.

Tu by sme mohli na ceste k vzorovému rieseniu odbo¢it a zrychlif algoritmus, ktory
uZ mame: staci ho spustif iba na kostre” daného grafu. Casovéa zlozitost sa tak zlepsi na

5V pripade nestvislého grafu to znamena, 7e aj v kazdom komponente musi byt pocet chlapcov parny.
S0Okrem krajnych vrcholov u a v st vSetky vrcholy cesty vnatorné.

"Kostra grafu je najmensi savisly podgraf obsahujuci vsetky vrcholy — vizdy je to strom.
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O(M + N?), ¢éo mozno niekoho potesi, ale nam to stac¢it nebude. Zaujimavou ¢astou je viak
najdenie nejakej kostry grafu.

Pretoze nam sta¢i skuto¢ne Tubovolna kostra, rieSenie je jednoduché: pouZijeme pre-
hladévanie do hibky. Do kostry buda patrit prave tie hrany, ktorymi sme sa prestavali do
nenavstiveného vrcholu.

TakZe sme sa uz zbavili zbytoénych hran a pévodnt tlohu méme splnit na strome.
Oznaéme jeden z jeho vrcholov ako koreni a spustime z neho dalsie prehladévanie do hibky,
ktoré bude vracat true, ak je v prehladanom podstrome neparny pocet chlapcov, inak vrati
false.

Okrem toho budeme pocas prehladavania vyberat hrany do vysledného grafu tak, ze ked
prehladame nejaky podstrom, vSetky vrcholy v fiom okrem jeho koretia budti mat spravnu
paritu stupna. Ak je v podstrome parny pocet chlapcov, aj korefi bude mat spravnu paritu
stupnia, v opa¢nom pripade nie (vtedy to ani nie je mozné).

Ak sme v liste, vratime false alebo true podla typu vrcholu (diev¢a alebo chlapec).
Ak sme vo vrchole v, ktory mé nejakych potomkov uy, ..., ux, spustame z nich rekurzivne
prehladévanie.

Rozoberme teraz dva pripady: Ak prehladavanie z potomka u vrati false, cely jeho pod-
strom vratane u spliia pozadované parity stupfiov vrcholov. Ak vrati true, potom pridame
do vysledného grafu hranu vu a uz aj vrchol u bude mat spravnu paritu stupiia.

Ked toto vykoname pre vSetkych potomkov vrcholu v, cely podstrom okrem v uz bude
mat spravne parity stuptiov. Aby sme vedeli, aki paritu stupiia mé teraz vrchol v, musime
zistit, kolko hran vchadzajacich do v sme pridali do vysledného grafu. Toto ¢islo bude mat
urc¢ite rovnaka paritu ako pocet chlapcov v podstromoch wuy,...,u; (lebo priddme jednu
hranu za kazdy podstrom s neparnym poc¢tom chlapcov).

Zostava doriesit, ¢o ma prehladavanie z vrcholu v vratit. St $tyri moznosti:

vrchol v pocet chlapcov v podstromoch wuq, ..., ug navratova hodnota
dievca parny false
chlapec neparny false
dievca neparny true
chlapec parny true

Vsimnite si, true vratime préave vtedy, ked je pocet chlapcov v podstrome v nepérny,
a tiez prave vtedy, ked vrchol v nemé spravnu paritu stupnia.

Vo vzorovom programe sa vSetky fazy (overenie nutnej podmienky, hladanie kostry aj ge-
nerovanie riesenia) vykonavaji pocas jediného prehladavania do hibky. Casova aj pamiifova
zlozitost je O(N + M) — sta¢i ndm pamiitat si graf a raz ho prejst.

Tak, sme na konci. UZzite si vzorovy kéd a nezabtdajte na spravny pitny rezim.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <string>
using namespace std;

typedef pair<int, int> PI; // (druhy koniec, c¢islo) hrany

vector<vector<PI> > G; // dany graf
vector<bool> V; // bol vrchol navstiveny?
vector<bool> E; // je hrana v rieseni?
string P; // poZadovand parita vrcholov
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bool DFS(int x){
VIx] = true;
bool res = (P[x] == ’C?);

for (vector<PI>: :iterator i = G[x].begin(); i '= Glx].end(); ++i)
if('V[i->first] && DFS(@i->first)){
E[i->second] = true;
res = lIres;

}

return res;

}

int main(){

int N, M;

cin >> N >> M;

G .resize(N) ;

for(int i = 0; i < M; ++1){
int a, b;
cin > a >> b;
--a, —--b;
G[a].push_back(PI(b, i));
G [b].push_back(PI(a, i));

}

cin >> P;

bool dasa = true;
V.resize(N, false);
E.resize(M, false);

for(int i = 0; i < N; ++i)
if('"V[i] & DFS(@))

dasa = false; // pocet chlapcov v komponente md byt pdrny

if('dasa)
cout << “nemozne“ << endl;
else{
bool prvy = true;
for(int i = 0; 1 < M; ++i)
if(EMIA{
if(prvy)
prvy = false;
else
cout << ? ?;
cout << i + 1;
}

cout << endl;

. . opravoval Mic
8. Temné Castice (max. 25 bodov)

Rieseni neprislo vela a ¢o je horsie, ziadne z nich nebolo vzorové, ¢o znamend v ¢ase O(n logn).
Priglo vSak niekolko spravnych rieseni s ¢asovou zloZitostou O(n?). Najskor si ukaZzeme toto
rieSenie a potom si povieme, ako ho vylepsit na vzorové rieSenie.

http://www.ksp.sk/ksp2.0

Téato praca bola podporend Agenttrou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



Zrekapitulujme si zadanie. Ulohou bolo najst k n priamkam najmensi taky obdlznik, Ze
obsahuje vSetky priese¢niky vsetkych priamok.

Pomalé rieSenie

Zoberme si najvyssi prieseénik. Kedze tento prieseénik musi byt vo vnutri obdlznika,
horné strana obdlZnika musi byt nad nim alebo nim prechadzat. Ak je vSak nad nim, vieme
spravit mensi obdlZnik tak, Ze hornt stranu obdlZnika posunieme nizsie, aby prechadzala
najvyssim priese¢nikom. Toto isté plati pre najnizsi priese¢nik a spodnt hranu a podobne
aj pre najlavejsi a najpravejsi priese¢nik. Preto nam tieto 4 priesecniky jednoznac¢ne uréuju
hladany obdlZnik.

Ako néjst tieto priesecniky? Mozeme vyskusat vSetky dvojice priamok, najst ich priesec-
niky a vybraf z nich najvyssi, najnizsi, najpravejsi a najlavejsi prieseénik. Toto vieme spravit
napriklad dvoma vnorenymi for-cyklami, ¢o mé ¢asovi zlozitost O(n?).

Rychle riesenie

Ukazeme si, ako najst tie 4 dolezité prieseéniky v ¢ase O(nlogn). VyuZijeme fakt®, ze ak
si zoradime vSetky priamky podla uhla (berieme uhly od 0 po 180 stuptiov), ktory zvieraju s
osou x, tak najvyssi z prieseénikov je priese¢nikom dvoch susednych priamok. Preto nam staci
usporiadat priamky podla uhla, ktory zvieraju s osou x, vyrobif priese¢niky zo susednych
dvojic a vybrat z nich ten najvrchnejsi.

Analogicky postup sa da pouzif pre ostatné priesecniky, ibaze vSetko budeme robif oto-
¢ené o 90, 180, 270 stupriov. Ak sa nad tym hlbsie zamyslime, tak si mozeme vSimnut, ze
Styrikrat triedime, ale poradie priamok bude vzdy velmi podobné. Ak totiz oto¢ime priamky
0 90 stupnov a utriedime, dostaneme poradie, ktoré je len cyklicky posunuté oproti pévod-
nému poradiu. Preto budeme triedit iba raz a zo zoznamu priamok si spravime cyklicky
zoznam (za poslednym prvkom ide prvy prvok). Potom staci pozriet prieseéniky vSetkych
susedov v zozname a najst medzi nimi najvyssi, najnizsi, ...

Utriedenie priamok vieme spravit v ¢ase O(nlogn) a ndjdenie priese¢nikov vieme spravit
v ¢ase O(n), preto je ¢asova zlozitost celého algoritmu O(nlogn).

Ostéva nam vyriesit dva detaily. Ako najdeme priese¢nik dvoch priamok a este si mu-
sime dokéazat, Ze plati fakt, ktory sme pouzili na konstrukciu rychlejsieho rieSenia. Za¢neme
dokazom.

Doékaz
Chceme ukazat, ze tie 4 dolezité priesecniky si niektoré z priese¢nikov priamok, ktoré
st vedla seba po utriedeni podla uhla, ktory zvieraju s osou z. Tvrdenie ukédZzeme len pre
najvrchnejsi prieseénik, pre ostatné priese¢niky je dokaz analogicky.®
Tvrdenie dokdzeme sporom. Nech A = (z,y) je najvrchnejsi priese¢nik, to znamen4 taky,
ze ma maximélne y zo vSetkych priese¢nikov (ale nevylucujeme, Ze neexistuje iny prieseénik
s rovnakou ,vyskou”). Nech A je priese¢nikom priamok p a ¢, pricom p nech je v usporiadani
skor ako g a priese¢niky vSetkych priamok medzi p a ¢ s priamkou p st rézne od A. Nech
tieto priamky nie st susedné v usporiadani a teda existuje priamka r, ktora je v usporiadani
medzi priamkami p a ¢. Pozrime sa na jej priese¢nik s priamkou p. Oznac¢me tento prieseé¢nik
B = (2/,y"). Mame tri moznosti:
1. 3y’ > y: Tento pripad nemdze nastat, lebo A je najvyssi priese¢nik.
2. y' = y: Toto tiez nemdze nastat, lebo potom A = B a teda medzi p a ¢ existuje priamka,
ktora méa priesecnik s p v bode A, ¢o je spor s predpokladom.
3.y < y: Zoberme si teraz bod C' = (z”,y”), ktory tvori prieseénik priamky r a g.
Ukézeme, ze y” > y ¢éim prideme do sporu s tym, ze A je najvrchnejsi priesecnik. Ak by

8. ..ktory neskoér aj dokazeme.

9 Akurat otoceny o 90, 180 alebo 270 stupiiov.
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totiz y” < y, tak potom priamka r musi byt v usporiadani pred priamkou p. Rovnako
y" # vy, lebo potom by r bola totozna s priamkou p. To znamena, ze y" > y.
Ako vidime, kazd4 situacia nés priviedla do sporu a preto v usporiadani medzi p a g nesmie
byt Ziadna priamka.

Hladanie prieniku dvoch priamok

Ostédva nam vyriesit problém hladania prieniku dvoch priamok. Kazda priamku zo
vstupu budeme reprezentovat rovnicou ax + by = ¢. Priamku budu tvorit vSetky také body
(z,7), ktoré splhaju dant rovnost.

Na vstupe dostavame priamky zadané dvojicou bodov. Nasu reprezentaciu priamky
vieme jednoducho vytvorit. Majme dva body (1, y1), (22, y2), ktoré uréujt priamku az+by =
c. Checeme uréit koeficienty a, b, c. Dosadime oba body do rovnice priamky a dostaneme dve
rovnice o troch nezndmych: ax; + by; = ¢ a axs + bys = c. Tato stustava rovnic mé vela
rieSeni, jedno z nich je napriklad a = y; — y2, b = 2 — x1, ¢ = Toy; — x1Yy2. Existuje vela
inych, toto mé& vyhodu v tom, Ze neobsahuje ziadne delenie, a preto ak mame celociselné
suradnice, aj koeficienty a, b, ¢ budu celociselné.

Na hladanie prieniku dvoch priamok pouzijeme podobny postup. Nech a1z + b1y = ¢;
a asx + boy = co st rovnice urcujuce dve priamky. Ak najdeme rieSenie tejto ststavy rovnic,
najdeme spolo¢ny bod tychto priamok. KedZe méame zarucené, Ze ziadne dve priamky nie
s rovnobezné, tato ststava rovnic mé vzdy prave jedno riesenie. Toto rieSenie je prienikom
danych dvoch priamok.

Existuje niekolko sposobov, ako vyriesit tieto nerovnice. Ak si to vyriesime symbolicky,
moZzeme sa dostat k nasledovnému rieseniu: x = % ay = 22224 Vieme to

192—a201 a1062—az61
napriklad dostat tak, Ze s¢itame obe rovnice a vyjadrime z vyslednej rovnice y. Potom
od¢itame obe povodné rovnice a vyjadrime z toho y, ddme to do rovnosti (lebo y = y)
a vyjadrime z toho x. y dostaneme analogicky. VSimnite si vyraz v menovateli. Ten bude
nulovy prave vtedy, ak st priamky rovnobezné a teda my sa delenia nulou bat nemusime
(lebo vieme, Ze nie st rovnobezné).

Bodovanie

Za vzorové rieSenie by som dal 25 bodov, keby nejaké prislo. Za kvadratické rieSenie som
déaval 15 bodov, ak mu ni¢ nechybalo. V opa¢nom pripade som stthal body. Za chybajice
odhady ¢asovej zlozitosti som strhal 1 bod, za zly popis som stfhal dva body (ale zly popis
je lepsi ako ziadny, tam by som delil dvoma). Za chybajuci zdrojovy kéd som strhal polovicu
bodov.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

typedef pair<double, double> Bod;

struct Priamkad{

double a, b, c;

Priamka () {};

Priamka(Bod A, Bod B){
//Vypocitame parametre priamky
a = A.second - B.second;
b = B.first - A.first;
¢ = A.second * B.first - A.first * B.second;
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bool operator < (const Priamka &p) const{
//Porovnavaci operator, porovnavame podla “uhla“
if(this->b == 0) return !(this->b == p.b);
if(p.b == 0) return this->b == p.b;
return (-this->a / this->b) < (-p.a / p.b);

}

Bod intersect (Priamka &p){
//Vypocitame prienik
return make_pair(
(this->c * p.b - p.c * this->b) / (this->a * p.b - p.a * this->b),
(this->a * p.c - p.a * this->c) / (this->a * p.b - p.a * this->b));

};

int main(){
vector<Priamka> A;

int N;

cin >> N;

for(int i = 0; i < Nj; i++){
Bod bl, b2;

cin >> bl.first >> bl.second >> b2.first >> b2.second;
A .push_back(Priamka(bl, b2));
}

sort (A.begin(), A.end());
Bod UL = A[O0].intersect(A[1]1), BR = A[O0].intersect(A[1]);

//Pridame zaciatok na koniec, nech mame cyklicky zoznam

A .push_back(A[0]);

for (unsigned int i = 0; i < A.size() - 1; i++){
Bod B = ATli].intersect(A[i + 1]);
UL.first = min(UL.first, B.first);
BR.first = max(BR.first, B.first);
UL.second = min(UL.second, B.second);
BR.second = max(BR.second, B.second);

}
cout << UL.first << “ “ << UL.second << “ “ << BR.first << “ “ << BR.second <<
endl;
}
.. ) opravoval U$Amec
9. Tancujuce vily (max. 25 bodov)

Vitam vas v receptari najlepsieho programatora. Niekedy pred mesiacom mi vily poskytli
krasnu prilezitost, ako sa dobre zabavif. Aby ste si niekedy v budiicnosti mohli uzit aj vy,
ukazem vam, ako na to.

Kolko bude trvat tanec

Méme zadant permutéciu (to, kam sa ktora vila presunie). Ako zadanie napoveda, per-
mutdaciu treba rozbif na cykly. Napriklad ked vila ¢islo 5 prejde pocas tanca policka 3, 2,7, 5,
tak vily 2, 3,7 tiez prejdu len tieto poli¢ka (len v inom poradi) a preto5 -3 -2 -7 —5
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tvori cyklus dizky 4. Zaroveii do tohoto cyklu sa Ziadna iné vila nepripletie (lebo by musela
smerovat na jedno z policok 2,3,5,7 a tam uz smeruje niekto iny).

Takto rozlozime celt permutéciu. Ozna¢me dlzky cyklov i, ca, . .., ¢m. Zjavne po ¢; kro-
koch je i-ty cyklus na svojom povodnom mieste. Takze ked k je pocet krokov, ked je vSetko na
svojom mieste, tak musi byt delitelné ¢y, ca, ..., ¢p. A najmensie také k je lem(cq, ca, ..., cm)
(lem oznacuje najmensi spolo¢ny nasobok).

Trivialne rieSenie

Moézeme si v&imat, Ze ked si definujeme dizky cyklov, tak vieme podla toho zostrojit
permutaciu. Prvy cyklus spravime medzi vilami 1,2, ..., cy; druhy cyklus medzi ¢; + 1,¢1 +
2,...,c1+co; ... KedZze mame zadant dlzku permutécie, tak chceme, aby stucet dizok cyklov
bola dlzka permutécie: ¢; + ¢3 + ... + ¢, = N. Takze mozeme vysktsaf vietky mozné
rozdelenia N na sucet ¢isel a pre kazde spocitat, kolko takyto tanec bude trvaf. VylepsSenie
je skusaf sucet roznych ¢isel (zjavne sa ndm dva rovnako dlhé cykly neoplatia). Toto je stale

.z . v . o . % , v v , ~ v . eTFV’I’L/-?) 10
exponencialne riesenie, kedze priblizny pocet rozlozeni na rézne casti je O i .
n

Vzorové rieSenie

Podme predchadzajtce riesenie vylepsit o niekolko uzitoénych pozorovani.

Pozorovanie prvé: Viac vil, viac zabavy. V preklade: ked zvysSime pocet vil z k na
k + 1, dlzka tanca pre k + 1 vil bude aspoii tolko ako pre k. Dokaz: Ked méame k + 1 vil,
mozeme nechat posledna vilu stat na mieste a mame tanec ako pre k vil.

Pozorovanie druhé: Ni¢ nepokazime, ak najvicsi spoloény delitel dlzok cyklov bude 1.
Dékaz: Nech ¢;, ¢; maji najvicsi spolocny delitel d a ich najmensi spolo¢ny nasobok je k,
potom aj ¢;, ¢j/d maji najmensi spolo¢ny nasobok k a zvysné vily, ¢o ni¢ nerobia, mézeme
vyuzit ina¢ (alebo ich nechat stat).

Pozorovanie tretie: Ni¢ nepokazime, ak dlzka cyklu bude mocnina prvoéisla. Dokaz: Nech
c; = pytpy? ... p2 . Tento cyklus zmenime na cykly s dlzkami p{',ps2,...,po . Zjavne ich
najmensi spoloény nasobok bude ¢; a stcet ich dlzok bude mensi ako ¢;.

Zhriime si to: Optimalne riesenie sa da vyskladat z cyklov, ktorych dizka je mocnicna
prvodisla, a niekolkych cyklov dizky 1; ich dlzky st pritom navzajom nestdelitelné. Dokaz:
Zoberieme iné optimalne riesenie a prerobime ho na nase. Ak dlzky niektorych cyklov nie
st mocniny prvocisel, upravime ich podla tretiecho pozorovania. Ak nam ostali nejaké cykly,
ktorych dizka je stdelitelna, upravime ich podla druhého pozorovania. Takto mame riesenie,
ktoré je rovnako dobré a spliia zopar podmienok navyse.

Takto sme si trochu obmedzili prehladévany priestor. Zvysok je uz len dynamické prog-
ramovanie.

Ozna¢me f(z,y) najvacsi rad (pocet otoceni vil) permutécie takej, ze ma x prkov a jej
cykly maji dlzky, ktoré st mocninami prvych y prvoéisel. Zjavne f(x,0) = 1 pre Tubovolné
x > 0. Este treba sposob, ako vypo¢itat f(x,y) pre fubovolné z, y.

Venujme ¢ast nasej permutécie cyklu dizky pz (kde p, je y-te prvocislo). Zvysok per-
mutécie mé dlzku = — pg a uz v iom nepotrebujeme cyklus, ktorého dizka je mocninou Dy-
A tam je najlepsie rieSenie f(z —pl,y—1). A teda nas rad bude p} - f(z —pl,,y — 1) (modzeme
nasobit, kedze to bude nesudelitelné). Takze na zistenie f(x,y) staci zistit tento vysledok
pre vSetky rozumné i (¢ize aby p; < z) a vybrat maximum.

Toto vieme robit v ¢asovej zlozitosti O(NQ), kde @ je pocet mocnin prvocisel mensich
ako N. Tu méme ale tichy predpoklad, Ze vieme nésobit Tubovolne velké ¢isla v konStantnom
¢ase. Cislo Q mdzeme zhora odhadniit ako N. Presnej$i odhad by bol napriklad O(N/log N).

Ohttp://mathworld.wolfram.com/PartitionFunctionq.html
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Pamétova zlozitost vieme zredukovat na O(N), kedze si sta¢i pamétat len dva ,riadky*,
teda ¢isla f(0,v), f(1,y), ..., f(N,y)a f(0,y+1), f(1,y+1),..., f(N,y+1); alebo dokonca
ak patri¢ny riadok vylepsujeme od konca, tak si sta¢i pamiitat iba jeden riadok.

Na to, aby sme potom zrekonstruovali dizky cyklov, ndm staci uz len vyfaktorizovat ¢islo

f(N,pz).

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

vector<long long> pc;

void gen(long long N){
vector<bool> p(N + 10, true);
for(int i = 2; i < N + 10; i++)
if(plil){
pc.push_back(i);
for(int j = 2 *xi; j < N + 10; j += 1)
pl(j] = false;

}

int main(){
long long N;
scanf(“%Ld“, &N);
gen(N);
vector<long long> sol(N + 1, 1);
for(int i = 0; i < pc.size(); i++)
for(long long j = N; j >= 0; j—-){
long long moc = pclil;
while(moc <= j){
sol[j] = max(sol[jl, sol[j - moc] * moc);
moc *= pclil;

}

long long sum = 0;
for(int i = 0; i < pc.size(); i++){
long long f = 1;
while(sol[N] % pclil == 0){
sol[N1 /= pclil;

f *= pclil;
}
if(f > 1){
for(int j = 0; j < f - 1; j++)
printf(“%Ld “, sum + j + 2);
printf(“%Ld “, sum + 1);
sum += f;
}

}

while(sum < N)
printf(“%Ld “, ++sum);

printf(“\n*) ;
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. e , opravoval Zemco
10. Teroristické bunky (max. 25 bodov)

Riesenie tohto prikladu vyzaduje celkom pokrocilé teoretické vedomosti a preto nebol Tahky.
Napriek tomu je skoda, Ze ste ho nevyriesili viaceri. Prisli len dve rieSenia a obe ziskali plny
pocet bodov. Kazdy, kto to mysli so sifazami v programovani vazne a tuto tlohu riesit
nevedel, by si mal precitat tento vzorak, pretoze podobné tlohy sa ¢as od ¢asu vyskytuji
napriklad na TopCoderi, vysokoskolskych programatorskych siutaziach a vSade mozne inde.

Nasou tlohou je teda odstranif z grafu ¢o najmenej vrcholov tak, aby z A do B ne-
existovala cesta dlzky jeden, dva ani tri. Cesta dlzky jeden neexistuje podla predpokladu
zo zadania o nesusednosti A a B. Cesta dizky dva vedie cez spolo¢ného suseda vrcholov
A a B. Je teda zjavné, ze tento vrchol musime urcéite odstranit. V dalsom teda budeme
predpokladat, Ze spolo¢ni susedia sa v grafe uz nenachadzaji. A ako je to s cestami dizky
tri?

Viimnime si, ze cesta dlzky tri vychadza z vrcholu A, smeruje do nejakého jeho suseda,
odtial do nejakého suseda vrcholu B a odtial do B. Tuto cestu musime zrusit a moézeme to
spravit len tak, ze odstranime suseda vrcholu A alebo suseda vrcholu B. Odstranenie iného
vrcholu je zbytocné a preto pre nas tieto vrcholy nie st zaujimavé.

Pripomenme si, ze graf je bipartitny, ak sa jeho vrcholy daja ofarbit na cervené a ¢ierne
tak, aby kazda hrana grafu spajala Cierny a ¢erveny vrchol. Dve Casti grafu sa ucene volaja
particie. Odmyslime si na chvilu vrcholy, ktoré nie st susedmi A ani B a odmyslime si aj
vrcholy A a B. Dostavame bipartitny graf, ktorého jedna particia st susedia A a druha
susedia B. Graf je bipartitny, pretoze A a B nemaju spoloénych susedov. Chceme vyznacit
niektoré vrcholy, ktoré potom odstranime. Musime ich vyznacif tak, aby kazda hrana mala
asponl jeden vrchol vyznadeny, pretoze ak by nejaka nemala, nezni¢ili by sme cestu dizky tri
v povodnom grafe, ktord prechadza tymito dvoma vrcholmi. Okrem toho ale chceme, aby
bol pocet vyznacenych vrcholov ¢o najmensi.

Tejto tlohe sa hovori minimalne vrcholové pokrytie grafu.!! Vyznac¢ovanim vrcholov po-
kryvame hrany, az kym ich nepokryjeme vSetky. Vo vSeobecnych grafoch je tento problém
NP-uplny, ¢o prakticky znamena, ze nepozname polynomialny algoritmus na jeho riesenie.
My ale pracujeme s bipartitnym grafom, pre ktory je tento problém Tahsi. V odstavcoch
nizsie mozete najst algoritmus pracujici v éase O(NM). RieSenim je teda nédjst toto vr-
cholové pokrytie a vypisat vyznacené vrcholy. Kedze vSetky ostatné fazy pohodlne stihame
v ¢ase O(N?), potom bude celkovy ¢as riesenia nasej tlohy O(NM), za zjednodusujtceho
predpokladu, Ze hran je priblizne aspon tak vela ako vrcholov. Analyza by sa dala spravit aj
kvalitnejsia a do odhadu zlozitosti by sme dostali pocty susedov A a B. Kazdopadne, obet,
ktord si bude ¢itat a chapaf tento vzorak, mé uz aj tak dost kruty osud. ..

11Po anglicky Minimum vertex cover problem.
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Priklad bipartitného grafu s vyzna¢enym minimalnym vrcholovym pokrytim. Vzdy moézeme
dosiahnut vrcholové pokrytie vybranim celej jednej particie. Tento priklad ukazuje, Ze to
nie je vzdy optimalne riesenie.

Poznamka na zaver: s vrcholovym pokrytim tzko suvisi tiloha maximalnej nezavislej
mnoziny. Mame dany graf, v ktorom chceme vyznacit niektoré vrcholy tak, aby pre kazda
hranu platilo, Ze je vyznaceny najviac jeden jej vrchol. Chceme maximalizovat pocet vy-
znacenych vrcholov. Pre bipartitné grafy si mozeme predstavit nasledovni tlohu z praxe:
ste ucitel a mate na starosti stredoskolsku triedu s chlapcami a dievéatami. Chceli by ste
zorganizovat stanovacku, ale neradi by ste, aby sa tam diali nekalé veci. Mate dany zoznam
dvojic, pre ktoré hrozi, ze by si mohli dat pusu. Chcete zobrat na stanovacku ¢o najviac stu-
dentov, ale z kazdej rizikovej dvojice najviac jedného. Premyslite si, ze ak ndjdete najmensie
vrcholové pokrytie, tak ste vlastne nasli aj najvicsiu nezavisli mnozinu.'?

Hladanie najvicéSieho parenia v bipartitnom grafe

V tejto Gasti spomenieme na prvy pohlad nestvisiacu tlohu o pareni v bipartitnom grafe.
Uvedieme si tiez jednoduchy algoritmus, ktory tento problém riesi. T4, ktori tato lohu a tento
algoritmus na jej rieSenie poznaji, mozu preskocit na nasledujicu c¢ast. Existuji samozrejme
aj lepsie algoritmy na hladanie najvicsieho péarenia, avSak tie st prili§ komplikované a algo-
ritmus zlepSujucich ciest, ktory najdete tu, prakticky na sttaze v programovani postacuje.
Este dodajme, ze spravne slovenské slovo pre tuto tlohu je naozaj parenie. Parovanie je
¢echizmus.

TakZe zavrime o¢i'® a predstavme si, Ze sme uéitelia v tane¢nej skole. Na hodinu prisli
nejaké dievéaté a nejaki chlapci a kedZe si zaplatili, tak by sa mozno chceli nauéit aj nejaky
ten tanec. Kazdy z nich je ale fajnovy a nechce tancovat len tak s hocikym. Kazdy chlapec
chce tancovat iba s niektorymi dievéatami a kazdé dievéa je schopné tancovat iba s niektorymi
chlapcami. Navyse plati, Zze ak chlapec CH chce tancovat s dievéatom D, tak aj dievéa D
chce tancovat s chlapcom C'H.

Situéciu si mozeme reprezentovat grafom - vrcholy budu chlapci a dievéata. Hrana medzi
dvoma Iudmi pojde vtedy, ak chct spolu tancovat. KedZe prislusnici rovnakého pohlavia spolu
tancovat nechcti nikdy, potom kazda hrana vedie medzi chlapcom a dievéatom a preto je tento
graf bipartitny. Chceme urobit z chlapcov a dievéat pary na parkete a popri reSpektovani
ich poziadaviek chceme, aby ich tancovalo ¢o najviac. Kazdému chlapcovi chceme priradit
najviac jedno diev¢a a kazdému dievéatu chceme priradit najviac jedného chlapca. Inymi
slovami: chceme vybrat niektoré hrany grafu tak, aby mal kazdy vrchol spomedzi svojich
hran vybrata najviac jednu. Tejto tilohe sa hovori hladanie parenia v grafe.

Maéame sformulovant tlohu, podme ju skusif riesif. Najprv si treba uvedomit, Ze to vobec
nie je také trividlne, ako by sa mohlo zdaf a vSelijaké hlupe greedy algoritmy mozu lahko
skon¢it pochované nejakym kontraprikladom. Spravny algoritmus ale napokon prili§ zlozity
nebude.

Zakladna myslienka je nasledovna. Predstavme si, Ze sme uz nasli nejakych k hran, tieto
budeme volat parovacie. Radi by sme bud nasli dalsiu, alebo vyhlasili, Ze sa to neda. Na to
si ale musime zaviest novy pojem — zlepSujica cesta. Je to cesta, ktora zacina vo vrchole,
sklad4 sa striedavo z neparovacich a parovacich hran, pricom neparovacou hranou zacina aj
kon¢i. Lahko vidiet, Ze ak takito cestu v grafe ndjdeme, tak ndm sta¢i vymenit jej parovacie
hrany za neparovacie a naopak — a kedZze neparovacich bolo o jednu viac, tak sme préave nasli
parovanie velkosti k + 1. Premyslite si, Ze tato zmena je naozaj uskutoc¢nitelna a po nej bude
nadalej platit, Ze kazdy vrchol je spareny s najviac jednym inym.

12Riegenie: doplnok k nezavislej mnozine je vrcholové pokrytie. Doplnok k najvicsej nezavislej mnozine je mini-
malne vrcholové pokrytie.

134 &itajme pritom dalej vzorak!
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Zostava ukézat, ze ak uz zlepSujucu cestu nendjdeme, je aktudlne parenie najviicSie
mozné. V prvom rade si rozmyslite, Ze toto nie je zjavné! Vieme totiz zatial len to, Ze nasim
postupom toto nase parenie nevieme zlepsit. Nevieme ni¢ o tom, ¢i sa inym, lep§im spdsobom
nedé vyrobit lepsie pérenie.

Nuz, neda. Zoberme si dve parenia grafu, z ktorych jedno je maximalne a druhé je od neho
mensie. Pozrime sa na podgraf tvoreny hranami, ktoré st v prave jednom z tychto péareni.
V tomto podgrafe ma kazdy vrchol stupen najviac dva, pretoze kazda hrana v tomto podgrafe
je v prave jednom z dvoch pareni. Takze komponenty tohto podgrafu st len kruznice parnej
dizky (preco parnej?) a cesty. Fakt, Ze hran z lepSieho parenia je aspoi o jednu viac, nas
privadza k zaveru, ze aspon jeden z komponentov tohto podgrafu zodpoveda zlepsujtcej ceste
pre mens$ie parenie. Z toho vyplyva, Zze z Iubovolného parenia viem pomocou zlepsujicich
ciest dostat maximalne — a teda ak uz zlepSujica cesta neexistuje, parenie je nutne najviicsie
mozné.

Podme si teraz presnejSie popisat nas algoritmus. Pouzijeme upravené prehladévanie do
hibky, pretoze pri navrate z rekurzie mozeme pohodlne prehodif parovacie hrany za nepa-
rovacie a naopak. NavySe budeme vyuzivat fakt, ze ak sa nam niekedy pocas vykonédvania
algoritmu z nejakého vrcholu nepodari néjst zlepSujica cesta, potom sa ndm to uz nemoze
podarit ani nikdy potom. Okrem toho plati, Ze ak z nejakého vrcholu zlepSujicu cestu naj-
deme, potom bude tento vrchol od teraz az do konca behu algoritmu spareny. Kto poslednym
dvom vetdm neveri, nech si premysli. Obe sa daji odovodnit pozorovanim, ¢o sa vlastne pri
hladani zlep$ujucich ciest so sparenymi a nesparenymi vrcholmi deje. Vdaka tymto dvom
vetam staci z kazdého vrcholu skusit hladat zlepSujicu cestu len raz. NaSe prehladévanie
bude navyse prechadzat pre jednoduchost implementacie len po vrcholoch jednej particie.

Ked sme v nejakom vrchole u, pozrieme sa na vSetky vrcholy, s ktorymi susedi. Ak je
niektory z nich nespareny, sparime ho s u a vratime nejak hodnotu (v nasej implementécii
true), ktora bude signalizovat, Ze sa nasla zlepSujuca cesta a mame poprehadzovat hrany.
Ak vidime suseda w, ktory je spareny s vrcholom v (v # u), tak sa zavolame na rekurzivne na
vrchol v. Ak nam tento vrchol vrati, ze sa nasla zlepsujuca cesta, tak w sparime s u (vSimnite
si, Ze tymto ho odparime od v, ¢im efektivne prehadzujeme hrany) a tiez vratime signal
o najdeni zlepsujuicej cesty. Ak nam ale vSetky susedné vrcholy vratia, ze sa cesta nenasla,
tak vratime aj my, Ze sa nenasla. Takto teda v ¢ase O(N + M) ndjdeme zlepSujicu cestu pre
jeden vrchol. Celkovo prehladavanie volame N-krat a dokopy nam to dava O(N(N + M)),
alebo jednoduchsie O(NM).

Pre Uplnost e$te poznamenajme, Ze aj pre nebipartitné grafy méa tloha o pareni zmysel
a existuje polynomidlny algoritmus na jej riesenie. Je ale o dost komplikovanejsi ako ten,
ktory sme prave prezentovali.

Minimalne vrcholové pokrytie v bipartitnom grafe

Ako sme vysvetlili v prvom odstavci, potrebujeme hladat najmensie vrcholové pokrytie
v bipartitnom grafe. Aby sme si s tym poradili, musime si uviest rozhodujicu vetu, ktora
sa vola Konigova a vznikla davno predtym, ako boli vyrobené prvé moderné pocitace. Tato
veta hovori, Ze pre bipartitny graf je pocet hran v najvic¢som péareni rovny poctu vrcholov
v minimalnom vrcholovom pokryti. Tato veta je jednou z viacerych min-max viet v tedrii
grafov.

Takze vidime, Ze parenie a vrcholové pokrytie v bipartitnom grafe spolu naozaj stuvisia
a ze Cast vySSie je naozaj k veci a nie je len vyplodom pubertalneho humoru autora tohto
vzordku. My ale nechceme len pocet vrcholov, ktoré treba odstranit, ale aj nejaki konkrétnu
mnozinu vrcholov. Na to pouzijeme nasledovny algoritmus.

Predstavme si, Ze sme nasli najvicsie parenie. Teda mame bipartitny graf, v ktorom
st niektoré hrany vybrané do parenia. Oznac¢me si dve particie R a L. Uvazujme mnozinu
vrcholov T'. Na zaciatku do T dajme vrcholy z L, ktoré si nesparené. Okrem toho do T
pridajme vrcholy, do ktorych sa da dostat z nesparenych vrcholov z L po takych cestach,
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ktoré vedd smerom z L do R po nesparenych hranidch a smerom z R do L po sparenych
hranéch. Vrcholové pokrytie dostaneme, ked zoberieme vrcholy z L, ktoré nepatria do T a
vrcholy z R, ktoré patria do T'. Dobre pozujte.

Listing programu:

#include <iostream>

#include <vector>

#include <cstring>

#define FOR(i, N) for(int i = 0; i < (N); i++)
#define MAXN 1000

using namespace std;

//SUSA,SUSB: je vrchol sused A/B?,

int GIMAXNI[MAXN], SUSA[MAXN], SUSBIMAXNI;
int D[IMAXN], SPARENE[MAXN], T[IMAXN];

//graf vo forme zoznamu susedov, kvoli rychlemu DFS
vector<vector<int> > E;

int N, M, A, B, prvy;

//metoda hlada DFSkom zlepsujucu cestu v grafe
bool zlepsi(int v){
DI[v] = 1;
//hladame vsetkych susedov, ktori su z druhej particie a este sme v nich neboli
FOR(G, E[v].size())
if(DIE[v]I[il] == 0 & SUSBIE[v][il]l == 1){
//je tento sused zatial nespareny? vyborne, skoncili sme
if(SPARENEI[E[v][i]] == -1){
SPARENEI[E[v][il] = v;
SPARENE([v] = E[v]I[i];
return true;
}
//dokazeme cez tohto suseda najst dalej zlepsujucu cestu?
if(zlepsi(E[v] [i]1)){
SPARENE[E[v][il] = v;
SPARENE[v] = E[v][il;
return true;
}
}
return false;

}

//metoda ma identifikovat mnozinu T, ktoru pouzijeme na najdenie vrcholoveho
pokrytia
void hladajt(int v){
T[v] = 1;
FOR(@G, Elv].size())
if(SUSBIE[v]I[il]l == 1 && TIE[v1[il] == 0 & SPARENEI[v] !'= E[v][i]){
TIE[VI[IT = 1;
if(SPARENEI[E([v]I[il] !'= -1)
hladajt (SPARENE[E[v][i1]1);

}

int main(){
cin >> N >> M;
E.resize(N, vector<int>(0));
FOR@U, M){
int x, y;
cin >> x > y;
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X==; Y=o
GIxllyl = 1;
Glyllxl = 1;
E[x].push_back(y);
E[y].push_back(x);

}

prvy = 1;

cin >> A > B;
A--; B--;

//odstranime spolocnych susedov A a B a zapiseme si, kto susedi s A a B
FOR(@, N){
if(GLi1[A]l == 1 && GI[il[B] == 1){
if(prvy == 0){ cout << “ “; }
else{ prvy = 0; }
cout << (1 + 1);

FOR(G, N){
Gl = 0;
G[I10] = 0;

}

continue;

}
if(G[il1[A]l == 1) SUSAIil
if(GIil1[B] == 1) SUSBIil

o
e e

}
//ideme hladat najvacsie parenie
memset (SPARENE, -1, sizeof(SPARENE));
FOR(@, N)
if(SUSAT] == DA
memset(D, 0, sizeof(D));

zlepsi(i) ;
}
//skonstruujeme mnozinu T
FORG, N)
if(SUSAIi] == 1 & SPARENEI[i] == -1 && TI[i] == 0)
hladajt (i) ;

//identifikujeme najmensie vrcholove porkytie - vrcholy, ktore treba odstranit
FORG, N)
if((SUSAT[] == 1 & TI[i] == 0) || (SUSBI[] == 1 && T[i] == 1)){
if(prvy == 0){ cout << “ “; }
else{ prvy = 0; }
cout << (i + 1);
}
if(prvy == 1) cout << “Ziadne vrcholy netreba odstranit!“;
cout << endl;
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