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Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

. o , . opravovala Dominika
1. Zmiesana postupnost (max. 10 bodov)

Niektori riesitelia sa nechali nachytaf a ratali s tym, Ze na vstupe dostant usporiadant
postupnost. To nie je pravda, a preto ich rieSenie nebolo spravne, dostali maximélne 2 body.
Vzorové rieSenie malo linearnu ¢asovi zlozitost O(N') a konstantni pamétfovi zlozitost O(1).
Body som stahovala za horsiu éasovu zlozitost, za chybajuci popis k rieSeniu a za chybajaci
alebo zly odhad zlozitosti.

Spravne rieSenie moze pouzit rdozne pristupy. Ja som si zvolila najjednoduchsi z nich.
Najprv si musime uvedomit, Ze na vstupe dostaneme aspon tri prvky a ze vSetky prvky
v postupnosti st rozne. Ak st prvé tri prvky postupnosti neusporiadané, potom je neuspo-
riadand celd postupnost.

Preto ndm staci kontrolovat prvé tri prvky postupnosti. Ak st usporiadané, tak vyme-
nime prvy a druhy prvok, z ¢oho nam vznikne neusporiadand postupnost. Ak st prvé tri
prvky neusporiadané, tak ich vypiSeme odzadu, aby sme dostali postupnost roznu od pévod-
nej, pricom neporusime podmienku neusporiadanosti. Zvysné prvky postupnosti ndm potom
jednoducho stac¢i nacitavat a vypisovat v jednom cykle a s jednou premennou.

Listing programu:

program Zmiesana_postupnost;
var N, a, b, c, i: longint;

begin

ReadLn(N);

Read(a);

Read(b);

Read(c);

if ((a < b) and (b < c¢)) or ((a > b) and (b > ¢)) then
Write(b, ’’, a, 7, ¢)

else
Write(c, ’7, b, 77, a);

for i := 4 to n do begin
Read(a);
Write(’ 7, a);
end;
WriteLn;
end.

http://www.ksp.sk /ksp2.0

Tato praca bola podporovand Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



2 Zase tie zavislosti

. ;. . opravoval Hermi
2. Zase tie zavislosti (max. 10 bodov)

Uvodom musim povedat, Ze tento priklad bol z lahsich a viéSina riesitelov ziskala plny pocet.
Ak niekto nejaké body stratil, mal bud kvadraticka pamét, z1y /chybajici odhad, alebo vébec
nezdovodnil, preco by mal jeho program davat dobry vysledok. Podme ale priamo na rieSenie.

Balicky a ich zavislosti si reprezentujeme grafom. Graf tvoria vrcholy a hrany, ktoré
spajaja niektoré dvojice vrcholov. V nasom pripade st vrcholmi jednotlivé balicky, hranami
su zase zavislosti medzi nimi. PretoZe zavislost nie je symetrickd, nase hrany budt orientované
(kreslime ich ako sipku z jedného vrcholu do druhého). Presnejsie, hrana povedie z A do B,
ak je bali¢ek A zavisly na balicku B. Kedze podla zadania zavislosti netvoria cyklus, nas graf
je acyklicky .

Pozrime sa teraz na nejaky balicek, oznacme ho B. Jednoduchou tvahou zistime, ze ak
existuje balicek A, ktory zavisi na B, tak neméa zmysel B inStalovat. Ak totiz namiesto B
nainstalujeme A, dostaneme vsetky balicky, ktoré by sme dostali nainstalovanim B, a aspon
jeden navySe — samotny baliek A. (KedZze v zavislostiach nie je cyklus, nainstalovanim B
by sme A urcite nedostali.)

Ak je teda na balicku nejaky iny zavisly, nemusime ho instalovat. Naopak, ak na ba-
licku nie je ni¢ zavislé, musime ho nainstalovat rucne, lebo by ndm ho ni¢ iné automaticky
nenainstalovalo. Potrebujeme teda vyberat prave tie balicky, na ktorych nie je ni¢ zavislé.

Samotny algoritmus je jednoduchy. Do pola booleanov si budeme pocas nacitavania
vstupu pre kazdy bali¢ek znacif, ¢i je na nom nejaky iny balicek zavisly. Nepotrebujeme
si zapamétat cely vstup, takze nadm staci O(NN) pamiite (zavislosti moze byt teoreticky az
O(N?)).

Casova zloZitost tohto algoritmu je O(N?) — podet &isiel, ktoré treba nacitat. Pripadne
mozeme povedat, ze je to O(M), kde M je celkovy pocet zavislosti.

Listing programu:

program Zavislosti;
var n, k, c, i, j: integer;
videl: array [1..10000] of boolean;

begin
ReadLn(n);
{ predpokladdme, Ze treba nainstalovat vietky }
for i := 1 to n do
videl[i] := false;
for i := 1 to n do begin
Read (k) ;
for j := 1 to k do begin
{ postupne si oznacujeme balicky, ktoré netreba }
Read(c);
videl[c] := true;
end;
end;
{ na konci vypiseme balicky, ktoré treba nainstalovat }
for i := 1 to n do
if not videll[i] then Write(i, ’’);
WriteLn;
end.
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Zabudlivy dochodca 3

opravoval Majak

3. Zabudlivy doéchodca (max. 10 bodov)

Pan Michal dokaZe na niekolko krokov vymenit Tubovolné dva prvky na parnych poziciach
(podobne pre neparne), ur¢ite ale nedokéze vymenit nijaky prvok z parnej pozicie s prvkom
na neparnej. Preto méze triedif samostatne postupnost zloZeni z prvkov na parnych poziciach
a postupnost zlozenu z prvkov na neparnych poziciach. Tieto dve Specidlne podpostupnosti
budeme dalej nazyvat len podpostupnosti.

Na zistenie toho, ¢i dokdze utriedit celii postupnost, sa staci pozriet, ¢i bude usporiadana
po usporiadani podpostupnosti. Prec¢o? Vzdy, ked je postupnost usporiadana, tak s aj jej
podpostupnosti. TakZe nemoze nastat taka situacia, pri ktorej by podpostupnosti neboli
utriedené a samotna postupnost by bola.

Prejdime teraz k najdolezitejSej casti rieSenia, a to k triedeniu. Existuje viac spdsobov,
ako triedit, my si ukdzeme Merge sort!. Funguje na principe ,rozdeluj a panuj“. To znamena,
ze si nas problém najskor rozdelime na mensie, ktoré vieme jednoducho vyriesit. Nasledne
tieto vyriesené podproblémy spojime a dostaneme riesenie celého problému.

Postupnost budeme rozdelovat tak, Ze ju v polovici rozstrihneme a dostaneme dve mensie.
To budeme opakovat s novymi postupnostami, kym sa nedostaneme k jednému alebo dvom
prvkom, pretoze tie vieme jednoducho hned utriedit.

Spéajanie dvoch uz utriedenych postupnosti nie je zlozité. Stac¢i vidy porovnat najmensie
prvky z nich, a ten mensi prelozit do spojenej postupnosti. Tento postup robime dovtedy,
k{m sme obe postupnosti nespojili. Ak ich dlzka je dokopy N, tak zlozitost tohto spojenia
je O(N).

n

n/2 n/2
T T~ T T~ log,(n)

urovni

n/4 n/4 n/4 n/4

00 - 00 - 00 - 00

11 11 11 11

Obréazok naznacuje, ako bude beh tohto algoritmu vyzeraf. Urovni je O(log N), pretoze
celd postupnost ma N prvkov a v kazdom rekurzivnom volani sa rozdeli na polovicu. Na
kazdej urovni dokopy spajame N prvkov, ¢o ndm zaberie O(N) ¢asu. Spolu za vSetky trovne
to bude O(N log N)

Pamitova zlozitost bude O(NV), pretoze okrem vstupnej postupnosti a pomocnych poli
pri spajani si ni¢ iné nepotrebujeme pamétat.

Plny pocet bodov bol za optimalne riesenie s odhadmi zlozitosti a s vysvetlenim, preco je
v4§ algoritmus spravny. Za riesenie v O(N?) ste mohli dostat najviac 7 bodov. Za pomalsie

Ltriedenie spajanim

http://www.ksp.sk /ksp2.0

Tato praca bola podporovand Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



4 Zabudlivy dochodca

eSte menej. A za Uplne nefunkcéné riesenia ste nemohli odakéivat viac ako dva body, ¢o bol
pripad najméi tych z vas, ktori nepochopili zadanie.

Listing programu:

program Dochodca;

var n, i, j, k: integer;
ok: boolean;
podpostupnosti: array [1..2, 1..10000] of integer;
pomocne: array [1..10000] of integer;

procedure mergesort (zaciatok, koniec, p: integer);
var polovica: integer;
begin
polovica := (koniec - zaciatok) div 2 + zaciatok;
{ ak mame viac prvkov ako dva, tak sa rekurzivne zavolam na mensie casti >
if (koniec - zaciatok) >= 2 then begin
mergesort (zaciatok, polovica, p);
mergesort (polovica + 1, koniec, p);
end;
{ ak nemame len jeden prvok, tak spojim dve utriedene casti }
if zaciatok < koniec then begin
for i := zaciatok to koniec do
pomocnelil := podpostupnostilp, il;
i1 := zaciatok;
j := polovica + 1;
for k := 0 to koniec - zaciatok do begin
if (j > koniec) or ((i <= polovica) and (pomocneli]l] <= pomocne[j])) then
begin

podpostupnosti[p, zaciatok + k] pomocnel[i] ;
Inc(i);
end else begin
podpostupnostilp, zaciatok + k]
Inc(j);
end;
end;
end
end;

pomocnel[j];

begin
{ nacitame data }
ReadLn(n);
for i :=0ton-1do
Read(podpostupnosti[(i mod 2) + 1, (i div 2) + 11);

{ usporiadame podpostupnosti }
mergesort(l, (n + 1) div 2, 1);
mergesort(l, n div 2, 2);

{ overime, ci je aj cela postupnost utriedena }
ok := true;
for i := 0 ton -2 do
if podpostupnosti[(i mod 2) + 1, (G div 2) + 1] >
podpostupnosti[((i + 1) mod 2) + 1, ((i + 1) div 2) + 1] then
ok := false;
if ok then
WriteLn(Ano.”)
else
WriteLn (’Nie.”) ;
end.
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Zdkerné kopce 5

, ; opravovalo sa samo, vzorak MiSof
4. Zakerné kopce (max. 15 bodov)

Vzdy, ked sa vés zadanie ulohy pyta na najmensi pocet krokov, na ktory sa da nejaky ciel
dosiahnut, mali by sa vaSe myslienky okamzite vydat nasledujicim smerom: Podla situécie
v tlohe si zostrojime vhodny graf a v tomto grafe najdeme najkratsiu cestu. Graf vznikne
zakazdym rovnako: jeho jednotlivé vrcholy zodpovedaju stavom, v ktorych sa moézeme na-
chédzaft, a hrany vychadzajice z vrcholu zodpovedaji tahom, ktoré mozeme v danej situacii
spravit.

Ako to bude vyzerat v nasom pripade? Stavy, teda vrcholy grafu, budi pochopitelne
jednotlivé pozicie, na ktorych sa Artur moze nachadzat. Kedze R,C < 1000, bude nas graf
teda mat nanajvys milién vrcholov. Kazdy vrchol vieme jednoznacne popisat dvomi ¢islami:
jeho stradnicami. No a z kazdého vrcholu povedu hrany zodpovedajtce krokom, ktoré v tej
chvili vie Artur spravit. Ked si napriklad zoberiete priklad vstupu a vystupu v zadani, tak
z vrcholu [2,4] (policko s vyskou 8) povedd dve hrany: na policka [3,2] (s vyskou 5) a [4, 6]
(s vyskou 6). Pre TubovoIny vrchol bude vychadzajicich hran najviac 24, lebo len z tolkych
okolitych policok mame na vyber.

Ked uz sme zostrojili graf, zostava v iom néjst najkratsiu cestu. Na to pouzijeme al-
goritmus nazvany prehladdvanie do Sirky (breadth-first search, BFS, niekedy tiez nazyvané
flood-fill). Toto prehladdvanie predstavuje sposob, akym by dany graf preskiimala voda,
Siriaca sa zo zaciatoného vrcholu rovnomerne do vSetkych smerov: najskor spracujeme za-
¢iato¢ny vrchol (vzdialenost doti je 0), potom postupne vsetkych jeho susedov (do kazdého
z nich je vzdialenost 1), potom susedov jeho susedov (vzdialenost 2), a tak dalej.

Prehladavanie do $irky Tahko implementujeme pomocou datovej Struktiry frontas:

prehladaj (vrchol v):
ozna¢ v ako navStiveny
vyrob frontu Q obsahujicu jediny prvok v
kym Q nie je prazdna:
vyber zo zaciatku fronty Q prvok x
pre kazdid hranu vedicu z x:
ak jej koncovy vrchol w nie je navStiveny:
ozna¢ w ako navStiveny
vzdialenost do w = 1 + vzdialenost do v
vloz w na koniec fronty Q

Casova aj pamitova zlozitost tohto riefenia je linedrna od velkosti mapy, teda O(RC).
Preco to tak je? V prvom rade si uvedomme, Zze mame RC vrcholov a najviac 24 RC' hran,
teda dokopy mame O(RC') vrcholov a hran. Kazdy vrchol najviac raz vlozime do fronty
(v okamihu, ked sa ndm don prvykrat podari dostat) a najviac raz ho z nej potom vyberieme.
Kazda hranu tiez spracujeme najviac raz: vtedy, ked spractivame vrchol, z ktorého vedie.
Celkovy pocet krokov, ktoré nas algoritmus spravi, je preto priamo tmerny poctu vrcholov
a hran v nasom grafe.

V nasej implementéacii si nepotrebujeme samostatne znacit, ktoré vrcholy uz st navsti-
vené: pozname to jednoducho tak, ze akondhle mé vrchol vzdialenost int1 ako nekonecéno, uz
sme ho niekedy navstivili.

Listing programu:

const nekonecno = 123456789;

var R, C, K, r0, <0, rF, cF, rl, cl, r2, c2, i, j: longint;
mapa, vzdialenost: array [1..1000, 1..1000] of longint;
fronta: array [1..1000047, 1..2] of longint;
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6 Zdkern€ kopce

fz, fk: longint; { premenne ukazujuce na zaciatok a *za* koniec fronty }

begin
{ nacitame vstup }
Read (R, C, K, r0, c0, rF, cF);
for i := 1 to R do
for j :=1 to C do
Read(mapali, j1);

{ inicializujeme premenne }
for i :=1 to R do
for j :=1 to C do

vzdialenost [i, j] := nekonecno;
vzdialenost [rO, c0] := 0;
fz := 1;
fk := 2;
frontalfz, 1] := r0;
fronta[fz, 2] := c0;

{ prehladavame graf }
while fk > fz do begin
{ vyberieme z fronty vrchol }
rl := frontalfz, 1];
cl := frontalfz, 2];
Inc(fz) ;

{ najdeme vsetky vrcholy, kam sa mozeme pohnut }
for i := -2 to 2 do

for j := -2 to 2 do begin
r2 :=rl + i;
c2 :=cl + j;

{ overime, ci smieme spravit krok z [r1, c1] na [r2, c2] }

if (r2 < 1) or (2 > R) or (c2 < 1) or (c2 > C) then
Continue;

if abs(mapalr2, c2] - mapalrl, cl1]) > K then
Continue;

{ ak sme na [r2, c2] este neboli, zaradime ho do fronty }
if vzdialenost[r2, c2] <> nekonecno then
Continue;
vzdialenost [r2, c2] := vzdialenost[rl, cl] + 1;
frontalfk, 1] := r2;
fronta[fk, 2] := c2;
Inc(fk) ;
end;
end;

{ vypiseme vystup }
if vzdialenost[rF, cF] = nekonecno then
WriteLn (CArtur, mas smolu.’)
else
WriteLin (vzdialenost [rF, cf]);
end.
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Osemetnd situdcia 7

v ’ e . . opravoval Tomi
5. Osemetna situacia (max. 15 bodov)

Normaélne sice zoradenie N-prvkového pola musi trvat asponn O(N log N) ¢asu, ale ak sa
vopred vie, ze v poli je len mélo roznych prvkov, ide to roznymi trikmi zlepsit. Tu mozu byt
na jednom policku len tri rozne ¢isla a to sa da vyuzit.

Riesenie s O(N) vymenami, O(N) ¢asom a O(N) pamitou je napriklad takéto: V cykle
prejdeme polom zo zaciatku na koniec a vSetky jednotky, ktoré najdeme, ddme na zaciatok
(t.j. vymenime t jednotku s najskorsim polickom, kde jednotka este nie je — to si pamétdme
v pomocnej premennej). Potom rovnako péjdeme od konca a ddme trojky na koniec. Vsetky
jednotky st urcite na zaciatku a vSetky trojky na konci, takze dvojky musia byt v strede.

Tento postup vymenami velmi nesetri — dokopy sa mohlo stat az 2/N vymen a to je ¢asto
zbyto¢ne vela. Ale pri O-notacii je jedno, ¢i je to N/2 alebo 3N + 47, pre O-notéaciu je to
vSetko stéle O(N).

Lepsie ako O(N) ¢asu to nepdjde, lebo to by sme ani nestihli nac¢itat cely vstup. Lepsie
ako O(N) vymen to nepodjde, lebo existuju vstupy, ktoré ocividne potrebuju asponi N/2
vymen — napriklad vstup pozostavajuci z N/2 dvojok a N/2 jednotiek. Ide eSte vobec nieco
zlepSit?

Ide — pamiitova zlozitost. Tento program mé ti nevyhodu, ze musi vSetky vstupné data
najprv naraz nacitat do paméte a az potom zacne ratat vystup. Ked méa vstupny stbor tri
terabajty, tak to zacne byt problém. Ale existuje rieSenie, ktoré uz za behu vypisuje vysledok
a potrebuje len O(1) pamiite.

Keby sme uz mali nac¢itani nejakt ¢ast vstupu a tato ¢ast by ndhodou bola spravne
zoradend, nemuseli by sme si ju celd pamétat — vieme, Ze tam je najprv A jednotiek, potom
B dvojok a C trojok. Staci vediet, kolko st A, B,C. A ked nacitame dalsi prvok, mdzeme
to udrzat zoradené — sta¢i poposuvat hranice medzi jednotkovou, dvojkovou a trojkovou
oblastou a na to vzdy treba najviac dve vymeny.

TakZe: na zaciatku nemame nacitané nic¢, a ,,ni¢“ je zoradené. A s kazdym dalsim prvkom
si to vieme udrzaf, takZe aj na konci to bude celé zoradené. A stadia nam na to len tri
premenné A, B,C. Mame pamit O(1) a nepokazili sme si ani ¢as O(NV), ani viymeny O(N).

Optimalne rieSenia mohli dostat 15 bodov. Funkéné a dobre popisané riesenia s dob-
napriklad O(N?), dostévali okolo piatich bodov. Body sa strhavali hlavne za chybni imple-
mentéciu (t.j. myslienka je dobre, ale program nejaké vstupy nespravne riesi) a za chybajtci
alebo nespravny odhad zlozitosti.

Listing programu:
var N, I, A, B, C, p: integer;

begin
Read(N);
A := 0;
B := 0;
C := 0;
for I := 1 to N do begin

{ teraz je to A jednotiek, B dvojok, C trojok... a nieco nacitam }
Read(p);
if p = 1 then begin

{ teraz je to A jednotiek, B dvojok, C trojok, 1 jednotka }

if C <> 0 then WriteLn(A + B + 1, 7’7, I);
{ teraz je to A jednotiek, B dvojok, 1 jednotka, C trojok }
if B <> 0 then WriteLn(A + 1, ’’, A+ B + 1);
{ teraz je to A jednotiek, 1 jednotka, B dvojok, C trojok }
A=A +1;

end;
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8 O svédskych stoloch

if p = 2 then begin
{ teraz je to A jednotiek, B dvojok, C trojok, 1 dvojka }

if C <> 0 then WriteLn(A + B + 1, 7’7, I);
{ teraz je to A jednotiek, B dvojok, 1 dvojka, C trojok }
B =B + 1;

end;

if p = 3 then begin
{ teraz je to A jednotiek, B dvojok, C trojok, 1 trojka }

C :=C+1;
end;
{ a uz je to zase A jednotiek, B dvojok, C trojok }
end;
end.
. . opravoval Pito
6. O sveédskych stoloch (max. 20 bodov)

Ak by sme vedeli rozhodnif, ¢i sa niektorych k tcastnikov vie najest, mohli by sme to
vyskusat pre vSetky k£ od 1 po N. Ak by to pre nejaké k bolo mozné a pre k + 1 uz nie,
potom k by bolo hladané maximum. Preco? Lebo ak pre lubovolnych & + 1 tcastnikov nie je
dost jedla, tak pridanim Iubovolného dalSieho si vSetci buda chciet prilozit a aj on si bude
chciet nabrat, no nikto uz nebude mat z ¢oho. Zarovern aj pre vSetky mensSie pocty ako k sa
vedia najest, pretoze staci z tych k ti¢astnikov niekolko odobrat. Okrem toho, Ze oni nebudt
jest, aj ti zvysni zjedia menej.

Aby sme vedeli rozhodnif, ¢i sa dokaze niektorych k Gé¢astnikov najest, staci si uvedomit,
ze ak sa vie najest niektorych k, uréite sa vie aj tych k, ¢o zjedia najmenej. Vieme presne
urc¢it, kolko kazdy zje, pretoze ich pocet — k — si pevne stanovime.

Teraz uz vieme napisat jednoduché riesenie. Postupne pre vsetky k od 1 do N opakujeme
nasledovny postup: Pre kazdého tc¢astnika si vypocitame, kolko by zjedol, ak by bol pri stole
spolu s k — 1 inymi uc¢astnikmi. Vzostupne ich usporiadame a spoc¢itame, ¢i mame dost jedla
pre k najmenej pazravych. Hladanym maximom je najviicsie k, pre ktoré bolo dost jedla.

Vyskusame O(N) roznych hodnot k; mnozstvo jedla pre kazdého ucastnika si spocitame
v O(N), takisto v O(N) s¢itame jedlo skonzumované k najmenej pazravymi tcastnikmi. Teda
ak tcastnikov usporiadame v ¢ase O(N log N), bude celkovd ¢asova zlozitost O(N?log N).
Tieto riesenia dostali 14 bodov, pomalsie v O(N?) 12 bodov.

Ak ndm nestaci tento algoritmus, mozeme sa zamysliet a vSimnaf si par moznosti, ako ho
zlepsit. KedZe sa urcite moze najest lubovolny podet icastnikov mensi ako hladané maximum

Binarne vyhladavanie vo vSeobecnosti funguje tak, Ze si vezmeme pociato¢ny interval a
pozrieme sa na jeho stredny prvok. Ak je hladany vysledok v Tavej (pravej) polovici, vezmeme
si Tav (prava) polovicu a opakujeme postup, kym nemame interval obsahujuici len jeden
prvok.

V tejto tlohe za¢neme s intervalom 1... N a vzdy skontrolujeme, ¢i sa dokéze najest
taky pocet ucastnikov, aky je stredny prvok intervalu. Ak 4no, potom je hladany maximéalny
pocet v pravej polovici; v opacnom pripade pokracujeme v hladani v lavej polovici.

Pri bindrnom vyhladévani je velmi uzito¢éné pouzivat polootvorené intervaly. Teda hladat
vysledok na intervale (zacdiatok; koniec) — udrziavat si interval tak, aby prvky od zadiatku
(vratane neho) po koniec hladani vlastnost mohli maft, ale koniec uz nie. V kazdom kroku si
z(zime interval, kde sa moze nachédzat vysledok, na polovicu, ¢ize urobime O(log V) krokov.
V kazdom z nich vykondme O(N log N') operacii, teda dostaneme vysledni ¢asovu zlozitost
O(N log® N). Tieto rieenia ziskali 17 bodov.
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O svédskych stoloch 9

Vsimnime si, ze ked overujeme dostatok jedla pre k tc¢astnikov, potrebujeme z nich len
najst k£ najmenej pazravych, nepotrebujeme vediet ich presné vzajomné poradie. Chceli by
sme preto vymysliet algoritmus, ktory ndm v ¢ase lepSom ako ©(N log N) preusporiada pole
tak, aby prvych k prvkov bolo najmensich k prvkov (nezaruéi ndm ale ni¢ o ich poradi).
Kniznica STL takyto algoritmus obsahuje, nazyva sa nth_element. My si popiSeme rieSenie
vyuzivajuce Quick select, ¢o je vlastne upraveny Quick sort.

Quick sort si vyberie niektory prvok (voldme ho pivot) a jednym prechodom v O(N)
preusporiada celé pole tak, aby na jeho zaciatku boli prvky mensie ako pivot, potom nasle-
tretiu ¢ast. Ak vyberie vhodny pivot (najlepsie median — stredny prvok usporiadaného pola),
bude delif pole priblizne na polovice a teda rekurzia sa bude vetvit len do hibky O(log N).

Pri jednom takomto preusporiadani vieme podla velkosti ¢asti presne povedat, v ktorej
z nich sa bude nami hladany k-ty najmensi prvok nachadzat. Ak to bude té strednd, vyhrali
sme a pivot je to, ¢o hladame; inak sa rekurzivne zavolame len na ta ¢ast, kde sa nachadza
hladany prvok.

Na rozdiel od Quick sortu v kazdej irovni rekurzie pracujeme s ¢oraz mensim tsekom
pola a celkova ¢asova zlozitost je v priemernom pripade O(N). Existuje dokonca algoritmus,
ktory méa zaruceni ¢asov zlozitost O(N) aj v najhorSom pripade, nazyva sa Median of five.
Je sice linedrny, ale s velkou konStantou, v praxi je preto lepSie pouzivat Quick select.

S pouzitim bindrneho vyhladévania a hladania k-teho najmensieho prvku sa ndm nako-
niec podarilo dosiahnuf ¢asovi zlozitost O(N log N) vdaka O(log N) rozhodovaniam v ¢ase
O(N). Pamiitova zlozitost vSetkych algoritmov nemala dévod prekroéit O(N), potrebovali
sme len konstantny pocet poli dizky N a niekolko premennych. RieSenia s touto zlozitostou
(aj ked ju dosahovali len v priemernom pripade) dostali 20 bodov.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <cstdlib>
#include <ctime>
using namespace std;

#define MAX_N 1047

void quickSelect(int *A, int zac, int n, int kon) {
if (kon - zac <= 1)
return;

int pivot = Al[zac + rand() % (kon - zac)];
int i = zac, j = kon - 1;

while (G < j) {
while (A[i] < pivot && i < j)

++1;
while (A[j] >= pivot && j > 1)
—i;
if (1<
swap(ATlil, ALGD;
}
if (n < 1)
quickSelect (A, zac, n, i);
else {
while (A[i] == pivot && i < kon)
++1;

http://www.ksp.sk /ksp2.0
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10 Oktavy

quickSelect (A, i, n, kon);
}

int main() {

srand (time (NULL));
int AIMAX_NI[2], BIMAX_N], N, M;
int min = 987654321;
cin >> N >> M;
for (int i = 0; i < Nj; ++i) {

cin > AT[il[0] >> AT[il[1];

if (min > AT[i][0])

min = A[i]l[0];

}

if (min > M) {
cout << 0 << endl; // ak sa nenaje ani ten najmenej paZravy sam,
return 0; // tak potom mikto

}

int zac = 0, kon = N, str, sum;
while (kon - zac != 1) {
str = (zac + kon) / 2;
for (int i = 0; i < N; ++i)
B[l = AT[][0] + str * ATi][1];

quickSelect (B, 0, str, N);
//nth_element(B, B + str, B + N); // STL

sum = 0;
for (int i = 0; i <= str; ++i)

sum += BI[i];

if (sum <= M)

zac = str;
else
kon = str;
}
cout << zac + 1 << endl;
}
; opravoval Usamec
7. Oktavy (max. 20 bodov)

Pred ¢itanim tohoto vzoraku je odporucané si zohnat niec¢o pod zub, lebo kym ho docitate,
budete urcite hladni.

Nacditanie vstupu

Tento priklad bol mierne otravny tym, Ze vstup nebol v tplne idealnej forme. To, ¢o by
sme chceli, je miesto oznacéenia ténov mat ¢isla podla vysky ténu (CO dostane ¢islo 0, CisO
¢islo 1, C1 dostane 12, ...). Otézka znie, ako toto precislovanie spravif bez toho, aby sme sa
pritom zbléznili a nezapisali zbytoc¢ne vela kédu. Prvy elegantny sposob je nahadzat si vsetky
tény do unordered_map?, ktord ndm poskytne mapovanie zo stringov do ¢isel v dobrom ¢ase

2v C++ treba includnut tri/unordered_map
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(je implementovana ako hash-mapa, kde operécie insert a search trvaja ¢as O(1)). Potom
sa to uz parsuje Tahko. Iny stru¢ny kéd parsovania je tu:
int noty[l = {9, 0, 0, 2, 4, 5, 7, 11};
int parse(char *s) {
return noty[s[0] - *A°’] + (strlen(s) > 2) + 12 * (s[strlen(s) - 1] - °0°);
}

Klasické delostrelectvo

Nasou tlohou je najst nejaky pattern v texte s tym, Ze je dovolené ho eSte nejak upravit.
Na chvilu zabudnime na tpravy a predstavme si dva klasické spdsoby, ako riesit tuto tilohu
dostatocne rychlo.

Prvou metédou bude hashovanie. Predstavme si, Ze kazdému kusu stringu S s dizkou I
priradime ¢islo h(S) (hash) nasledovne:

h(S)=(S[l]4+z-S[l —1]+a* Sl —2]+...+2'"1-S[1]) mod p

Kde z,p st nejaké nadhodne vybrané prvodisla (kto si chce zjednodusovat zivot a pokladat
p = 232 bude zmlateny Chuckom Norrisom, takZe to nerobte). Spocitame si hash patternu
h(P). A teraz ho chceme hladat v texte T'. Spo¢itame si hash prvych [ znakov z T'. Ak je ina
ako h(P), tak tu pattern isto nie je. Ak je rovnaka, tak tu asi méme pattern, ale pre istotu to
eSte overime. Teraz sa chceme v texte posunit o jeden znak a vyratat novi hash. Vseobecne
chceme z hashe pre T[i|T[i + 1]...T[i + | — 1] vyratat hash pre T'[i + 1]T[i + 2]...T[i +1].
Spravime to nasledovne: Odpoé¢itame x'~! - T[i], vynisobime to = a pripocitame T'[i + ]
(vSetko modulo p). Citatel moze lahko overit, ze dana konstrukcia je skuto¢ne funkénd a
trva konstantny ¢as (hodnotu z!~! si samozrejme vypoéitame raz a zapamitame). Takto
vieme overif kazdy vyskyt patternu. Pokial nemame prili§ velkii smolu, tak hashe sa budu
rovnat len pre rovnajice sa stringy a celkovy ¢as hladania bude linedrny od dlzky patternu
a textu.

Tato metdda sice vyzaduje generator nahodnych ¢isel a dostane menej bodov, ale zase
programuje sa trochu lahSie, je menej mys$lienkovo ndro¢né a umoziiuje niekolko zaujimavych
trikov. Napriklad skuste si spoéitat z hashe h(P) hashe stringov takych, kde je kazdy znak
posunuty o hodnotu 1,2, 3, .... Alebo ked mame hash stringov A, B, tak vieme Tahko spocitat
hash ich zrefazenia. A naopak ak mame hash stringu A a zrefazenia stringov A a B tak
Tahko spoc¢itame hash pre string B (toto si vyskusajte za domécu tlohu).

Teraz si ukdzZeme ind metddu, ktorej sa v odbornych kruhoch hovori Knuth-Morris-
Prattov algoritmus (skratene KMP). Ozna¢me si prefixy patternu ¢éislami 0, 1, 2, ..., [, ktoré
vyjadruju, kolko znakov zo zac¢iatku patternu sme zobrali (takze pre pattern abababc je prefix
3 aba). Pre kazdu poziciu v texte si teraz spocitame vSetky mozné prefixy, ktoré mozu na
danej pozicii konéit. Napriklad v texte gabababd mozu na pozicii 7 konéit prefixy 6, 4, 2,
0. Ak niekde koné¢i prefix [, tak sme nasli pattern. Toto mé samo o sebe priserni ¢asovi
zlozitost, ale teraz vykoname niekolko vylepSeni.

Prvé uzito¢né pozorovanie: Ak na pozicii ¢ konéi prefix p (iny ako 0), tak na pozicii i — 1
musi kon¢it prefix p — 1.

Druhé uzito¢ne pozorovanie: Ak na pozicii ¢ konéi prefix p, tak vSetky kratsie prefixy ako
p, ktoré tam budt konéit, st jednoznac¢ne urcené. Inymi slovami, ak niekde kon¢ili prefixy 4,
2, 0 a o inej pozicii vieme, Ze tam kon¢i 4, tak jasne vieme, Ze tam konci aj 2 a 0.

Vdaka druhému pozorovaniu si ndm stac¢i paméitat pre kazda poziciu najdlhsi prefix aky
tam kon¢i. A zaroven potrebujeme tabulku, ktorda nam hovori ,ak tu konéil prefix p, tak
najdlh&f kratsi prefix, o tu kondi je ¢“, toto si oznaéime ako B[p] = ¢. Specialne B[0] = 0.
Vdaka tejto tabulke jasne vieme zrekonstruovat vSetky prefixy, ¢o niekde kondia.
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12 Oktavy

Teraz budeme postupne zistovat prefixy pre kazda poziciu v texte. Ak pozname najdlhsi
prefix pre poziciu i — 1 (ozna¢me ho p), tak najdlhsi prefix pre poziciu i ziskame nasledovne:
kym p != 0 a P[p+1] !'= T[i]:
p = Blp]
ak P[p+1] = T[i]:

pt+

Po tomto kuse kddu mame v hodnote p najdlhsi prefix pre poziciu i. Vlastne len postupne
prezerame vsetky prefixy ¢o konéia v i — 1 a skiSame najst zhodu v znakoch. Este Specidlny
je prefix 0, ten sa moze vyskytnat vzdy.

Teraz este ukédZzeme, Ze tento prechod textu ma linearnu zlozitost. Zjavne uvedeny kus
kédu sa zopakuje M krat (M je dlzka, textu). Operacia p++ sa zopakuje tiez M krat. Operacia
p = Blp] znizi hodnotu p asponi o 1 a teda sa neméze zopakovat viac ako M krat. A teda
mame linearnu zlozitost od dlzky textu.

Teraz eSte treba ukazat ako vygenerovat hodnoty B. Presne tak isto ako sme pocitali
dlzku najdlhsieho konciaceho prefixu v texte! Hodnota B[p] vlastne znamené aky najdlhsi
prefix kratsi ako p konéi v patterne na pozicii p. A z Blp—1] ju vygenerujeme presne rovnako
ako pri texte. A eSte natvrdo nastavime prvé 2 hodnoty B[0] = B[1] = 0. Podobne ako pri
prechode textom aj tu sa da ukazat, ze Gasova zlozitost je linedrna od dizky patternu.

Po6vodna uloha

Najprv si ukdzeme vyuzitie hashovania. Spocitame si hash Halucinkinej melddie. A spo-
¢itame si hash rovnako dlhej melddie zo samych jednotiek (oznacime h(J)). Prechadzanie
textom spravime skoro rovnaké ako pri klasickom hladani v texte, az na mali zmenu. Ne-
budeme kontrolovat presnti rovnost hashi, ale pozrieme sa na ich rozdiel. Ak tento rozdiel
je rozumny (od -36 do 36) nasobok h(J), tak mame kandidita na dobré miesto. Rozumné
nasobky si ulozime do unordered_mapy, aby sme mali konstantny ¢as hladania. Celkovy cas
je O(N 4+ M 4 T), kde N, M st dizky melddii na vstupe.

A teraz si ukdzeme trochu seridznejsie riesenie. VSimnime si, Ze nech melddiu postvame
akokolvek, tak rozdiely medzi ténmi zostant rovnaké. Preto z oboch melddii si spravime
postupnosti také, Ze ich prvky budu rozdiely dvoch po sebe idicich ténov. A potom mdzeme
jednu postupnost vyhladévat v druhej. A to, ¢o ndjdeme bude uréite spravna melddia. Cel-
kovy ¢as mame linedrny na pripravu a linedrny na hladanie pomocou hashovania, ¢i KMP
algoritmu.

Listing programu:

#include <string>
#include <vector>
#include <cstdio>
#include <cstring>
using namespace std;

int noty[l = {9, 0, 0, 2, 4, 5, 7, 11};

int parse(char *s) {
return noty[s[0] - *A°’] + (strlen(s) > 2) + 12 x (s[strlen(s) - 11 - °07%);
}

int main() {
vector<int> haluc, hermi;
int n, last, cur;
char buf[10];
scanf(“%d“, &n);
last = -47;
for (int i = 0; i < n; i++) {
scanf(“%s“, buf);
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cur = parse(buf);

if (last >= 0)
haluc.push_back(cur - last);

last = cur;

}
scanf(“%d“, &n);
last = -47;

for (int i = 0; 1 < n; i++) {
scanf(“%s“, buf);
cur = parse(buf);
if (last >= 0)
hermi.push_back(cur - last);
last = cur;

}

// Vyrobime si prefizovu tabulku
vector<int> kmp;
kmp.resize (hermi.size() + 1);
kmp[0] = 0; kmp[1l] = O;
for (int i = 2; i <= hermi.size(); i++) {
int x = kmpl[i - 1];
// Indexujeme od 0, takze sme oproti vzoraku posunuti
while (x !'= 0 & hermil[x] !'= hermi[i - 1])
x = kmp[x];
if (hermi[x] == hermili - 1])
X++;
kmp[i] = x;
}

// Pouzijeme ju
int p = 0;
for (int i = 0; i < haluc.size(); i++) {
while (p !'= 0 & hermi[p] != halucli]l)
p = kmpl[pl;
if (hermilp] == halucl[il)
pH+;
if (p == hermi.size()) {
printf (“ANO\n®) ;
return 0;
}
}
printf (“NIE\n“) ;

, . . . vzorak pisal Bob
8. Obedy sa vydavaju do siedmej (max. 25 bodov)

V tejto tllohe mame vlastne vypoéitat dizku najdlhsej spolo¢nej podpostupnosti® zoznamu
jedal a studentov v rade. Len pre upresnenie: na rozdiel od podretazca, podpostupnost nemusi
byt savisla.
Najdlhsia spolo¢na podpostupnost

Riegenie zaloZime na dynamickom programovani. Studentov a jedl4 si oznac¢ime (podobne
ako v zadani) postupnostami A = (ay,as,...,a,) a B = (by,bs,...,b,). Do dvojrozmerného

3 http://en.wikipedia.org/wiki/Longest_common_subsequence
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14 Obedy sa vyddvaji do siedmej

pola D velkosti (m + 1) x (n + 1) si na poziciu D[i][j] ulozime dlzku najdlhsej spolo¢nej
podpostupnosti prvych i Studentov a prvych j jedal, teda (a1,...,a;) a (by,...,b;).

Za¢énime pole D vyplitat. Hodnoty D[i][0] a D[0][j] st zjavne rovné 0 pre Tubovolné
i, j — spolo¢na podpostupnost s prazdnou postupnostou musi byt prazdna. Hodnotu D][i][;]
pre ¢, > 1 ndjdeme nasledovne: Ak sa prvky a; a b; rovnaji, potom ich moézeme po-
kojne vyhlésif za posledny prvok najdlhsej spolo¢nej podpostupnosti a dalej sa zaoberaf len
postupnostami (aq,...,a;—1) a (b1,...,b;—1), teda D[i][j] = 1+ D[i — 1][j — 1]. V opac-
nom pripade nemozu byt v najdlhSej spolo¢nej podpostupnosti oba prvky a; a b; naraz.
Preto skisime obe moznosti (ktory z prvkov vyhodime) a vyberieme z nich ta lepsiu, teda
DIi][j] = max(D[i — 1][j], D[i][j — 1]). (Pre¢o nemusime brat do tvahy tretiu moznost? Co
ak treba vyhodit aj a; aj b;?)

Pri vypocte D[i|[j] uz potrebujeme poznat hodnoty v D pre mensie i, j. Sta¢i preto vy-
pliiat pole D postupne po riadkoch alebo stlpcoch. Nakoniec vypiseme ako vysledok hodnotu
D]m][n]. Skuste si premysliet, ako by sa dalo vyplnené pole D vyuzif, ak by sme potrebovali
vypisat aj celi najdlhsiu spolo¢ni podpostupnost.

Casova aj paméitova zlozitost tohto algoritmu je ©(mn). Pri vhodnom poradi vypliiania
sa da pamiif usetrit — ak vypliiame D napriklad po riadkoch, staéi si pamiitat iba ten aktualny
a predchddzajuci. Takto dosiahneme pamiitov zlozitost ©(m + n).

Takéto rieSenie je celkom fajn, dokonca aj nejaké body ziskalo. Z limitov pre m a n
v zadani v8ak vidno, Ze na vyrieSenie najvicsieho vstupu budeme potrebovat nieco rychlejsie.
A asi by sa zislo vyuzif informéciu, ze ziadny Student nestoji v rade na obed viackrat.

Precislovanie studentov

Pre nasu dlohu je uplne nepodstatné, aké konkrétne ¢isla maja Studenti priradené. Na-
vySe mozeme rovno zahodit jedla, ktoré nikto zo Studentov v rade nechce. Vysledok pre vstup
(47,42,1000000000) a (1,42,13,42,47) je predsa ten isty, ako pre vstup (1,2,3) a (2,2,1).

Preto hned po nacitani vstupu zmenime Studentom ¢isla tak, Ze Studentovi a; priradime
¢islo i. Stcasne sa tato zmena musi prejavit aj v postupnosti B. Vyrobime z nej novi
postupnost C = (cq, ..., ¢): Ak je jedlo b; pripravené pre nejakého Studenta a; v rade, potom
do C vlozime prvok ¢ (nové ¢islo Studenta a;); inak mozeme jedlo b; zahodit. Ako ale efektivne
najst taka poziciu i, ze a; = b;7 Pévodni postupnost A utriedime (ku kazdému prvku si
navyse zapamétame jeho poévodné umiestnenie) a potom mozeme b; binarne vyhladat.

Niektoré programovacie jazyky nam tuto pracu este zjednodusia, lebo poskytuju tzv.
asociativne pole. Takéto pole sa dé indexovat napriklad aj refazcami, desatinnymi aj celymi
¢islami z miliardového rozsahu, pricom v pamiéti zabera radovo rovnako vela priestoru ako
obyc¢ajné pole. Priklad pouzitia asociativneho pola v C++ (map) néjdete v kéde na konci
vzoraku.

Casova zlozitost prec¢islovania Studentov je pri pouziti triedenia a bindrneho vyhladavania
aj pri pouziti map-y z C++ rovnakéa: ©((m + n)logm). Ak by sme mali asociativne pole
implementované hashovanim, dosiahli by sme ocakdvant ¢asovu zlozitost ©(m + n).

Takze teraz hladdme najdlhsiu spoloéntt podpostupnost postupnosti (1,2,...,m) a C.
Vsimnime si, ze kazda ich spoloéna podpostupnost je rastiica a naopak, kazda rastica pod-
postupnost C je spolo¢na s (1,2,...,m). Staci nAm teda zistit dizku najdlhsej rasticej pod-
postupnosti* C.

Najdlhsia rastiica podpostupnost
Opit existuje jednoduchy algoritmus rieSiaci tto ilohu zalozeny na dynamickom prog-
ramovani. Tentoraz ndm postaci jednorozmerné pole D velkosti k. Postupne pre i = 1,...,k

“http://en.wikipedia.org/wiki/Longest_increasing_subsequence
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Obedy sa vyddvaji do siedmej 15

si na poziciu D[i] ulozime dlzku najdlhsej rastiicej podpostupnosti C, ktora konéi na pozi-
cii i. Aby sme tato hodnotu vypocditali, vysktisame vSetky moznosti pre predposledny prvok
hladanej podpostupnosti. Takze ak pre vSetky j < i plati ¢; > ¢;, potom DJ[i] = 1, inak

Dli] =14+ max DJj]. Vysledkom je najvicsia hodnota pola D.
J<t N c;<c;

Priamociarym prepisanim tejto myslienky do kédu sice ziskame kratke riesenie, lenze
bezi v ¢ase O(k?) (a navyse potrebujeme precislovat studentov), takZe sme si oproti tomu
predchédzajicemu velmi nepomohli. Nastastie méame eSte kopu priestoru na zlepSovanie.

Rychlejsie hladanie maxima: pohlad cez hodnoty c;
Pozrime sa blizsie, z ktorych hodnot vyberdme maximum pri vypoéte D][i]. Podmienku

j < i splnime jednoducho, sta¢i v ¢ase vypoc¢tu DI[i] uvazovat len prvky (ci,...,ci—1), az
potom k nim pridat ¢;. S druhou podmienkou je to trochu horsie: tie c;, ktoré st mensie ako
¢i, sa mozu nachadzat kdekolvek medzi prvkami (cq,...,¢i—1).

Pouzijeme preto pomocné pole F s velkostou k inicializované nulami, do ktorého si
budeme ukladat dizku zatial najdenej najdlhsej rastticej podpostupnosti konéiacej v danej
hodnote. Vsimnite si rozdiel oproti polu D: F indexujeme hodnotami ¢;, nie ich umiestnenim
i. Pri vypoéte D[i] budeme brat maximum z F'[1],..., F[¢; — 1]; potom upravime hodnotu

Hmm, potrebujeme efektivne zistovat maximum z intervalu a tiez menif hodnoty jed-
notlivych prvkov F' — ako vhodné rieSenie sa nika intervalovy strom. V tomto pripade nam
viak postadi aj trochu slabgie kladivko, finsky (Fenwickov) strom®. Ten m4 sice vo svojej
maximovej verzii zopar obmedzeni (pozna iba maximum prefixov a meneny prvok nesmieme
zmen§it), ale pri tomto probléme ndm to neprekaza.

Dostali sme teda rieSenie, ktoré by malo ziskat plny pocéet bodov — jeho ¢asovéa zlozitost
(bez precislovania) je O(klog k), kedZze intervalovému aj finskemu stromu trva kazdé operécia
©(log k). Podrobnosti o tom, ako tieto stromy funguji, tu nendjdete; bolo by to na dlhsie. ..
a existuje rieSenie, ktoré ich nevyuziva.

Rychlejsie hladanie maxima: pohlad cez hodnoty D]

Vrafme sa k pomalému sposobu hladania najdlhsej rastticej podpostupnosti (©(k?)).
Tentoraz budeme potrebovat pole E (za tymi ndzvami sa naozaj ziadny hlbsi zmysel ne-
skryva). Na pozicii E[¢] budeme mat zapisani najmensiu hodnotu, na ktort konéi nejaka
zatial ndjdend rastica podpostupnost dizky ¢ (alebo oo, ak sme takt dlht rastticu podpo-
stupnost este nenasli).

Preco nam staéi uvazovat zo vietkyjch zatial najdenych rasticich podpostupnosti dizky ¢
prave t s najmensou hodnotou na konci? T4 je totiz ,najlepsia“. Nech sme zatial spracovali
len prvky (ci,...,c;); zoberme si dve rasttice podpostupnosti P a @) rovnakej dlzky, pri¢om
nech P konéi na p, @ na q a p < q. Potom vzdy, ked budeme chciet predizit postupnost Q
nejakym prvkom c; pre j > i, mdzeme namiesto nej predlzit postupnost P (p < ¢ < ¢;).

Dalej si uvedomme, Z%e prvky v poli E budd vzdy v rasticom poradi (aZ na tie co na
konci). Ak by totiz E[f] > E[{ + 1], potom by existovala rastiica podpostupnost dlzky ¢
konéiaca na ¢éislo mensie ako E[¢ + 1] (zoberieme ,najlepsiu“ podpostupnost dizky ¢ + 1
a vyhodime jej posledny prvok) a teda aj mensie ako E[/].

Pri vypocte hodnoty D[i| binidrne vyhladdme v poli F najvicsie také £, ze E[(] < ¢;,
potom D[i] = 1+ . NavySe musime upravit hodnotu E[¢+ 1] na ¢;, kedZe sme nasli rastiicu
doteraz ,najlepsia“ najdena podpostupnost. (Preco nemoze byt E[¢+1] < ¢;7 Zachovali sme
povodny vyznam pola E?)

Shttp://www.ksp.sk/ksp2.0/wiki/Kucharka/FinskyStrom
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16 Tvorivi mladenct

Takze znova riesenie v ¢ase O (klogk) (k bindrnych vyhladavani). Hoci vyzera zlozitejsie
ako to predchadzajice, kédi sa celkom jednoducho. NavysSe nevyzaduje, aby boli hodnoty
C' z malého rozsahu (hoci v nasom pripade kvoli precislovaniu Studentov aj tak si) — polia
totiz indexujeme len ¢islami do k, nezavisle od hodnot C.

Na zaver som si nechal sikovnii implementaciu podla rieSenia Mareka Spana. Naco zby-
toc¢ne pisat bindrne vyhladdvanie, ked mame v C++ k dispozicii set: prvky pola E su aj
tak usporiadané, oo si nemusime paméitat a insert vloZi ¢; presne tam, kam patri.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <map>
#include <set>

using namespace std;

int main() {
int m, n;
cin >> m >> n;
map<int, int> studenti;
for (int i = 0; 1 < m; ++i) {
int x;
cin >> x;
studentilx] = i; // $tudentovi a_i priradime ¢islo i

}

set<int> najlepsie;
for (int i = 0; 1 < n; ++i) {

int x;
cin >> x;
if (studenti.count(x) == 0)
continue; // také jedlo nikto nechce

set<int>::iterator it = najlepsie.lower_bound(studenti[x]) ;
if (it !'= najlepsie.end())

najlepsie.erase(it) ; // vyhodime stary najlepsi koniec
najlepsie.insert (studenti[x]) ;

}
cout << najlepsie.size() << endl;
}
.. ; . opravoval Usamec, vzorak pisal Bob
1::9. Tvorivi mladenci (max. 25 bodov)

Hoci tato tloha nebola ovela fazsia ako priemerné sedmicka ¢i osmicka, nasli sa iba dvaja
odvézni riesitelia. Vy ostatni: nebojte sa a skuiste aj Técko. Vdaka zmene v pravidlach mézete
svoje rieSenia po konzultacii s opravovatelom postupne vylepSovat.

Takze tlohou bolo néjst ¢o najkratsi zapis zadaného retazca, pricom mozeme k vysky-
tov retazca X zakdédovat ako k[X]. Kedze nevidno nijaky priamy sposob, ako vygenerovat
hladany zéapis, obratime sa na dynamické programovanie.

Ozna¢me zadany retazec Z = 2125. .. z,. PouZijeme pomocné dvojrozmerné pole D; na
poziciu DI[d][i] si ulozime dizku najkratsieho zapisu podretazca Z zaéinajticeho i-tym znakom
a dlhého d znakov, teda z;z;11 ... z;1q—1. Tieto hodnoty budeme postupne pocitat zac¢inajic
od kratsich podretazcov.

http://www.ksp.sk /ksp2.0
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Tvorivi mladenci 17

Chceme teda zistif hodnotu D[d][i] a uz méme vyratané hodnoty D pre mensie dlzky.
Podretazec z;z;11 ...2;1+q—1 sa da v principe zapisat troma sposobmi:

e ZapiSeme ho nezmeneny, v plnom zneni. Dizka takého zapisu je d.

e Najprv zapiSeme najkratsim sposobom prvych j znakov (vyskasame vsetky j od 1 do
d — 1) a potom zvys$nych d — j znakov. Dlzka bude D[j][i] + D[d — j][i + 7].

e Ak nas podretazec ma periédu dizky j (vysktSame vietky j od 1 do d/2), potom
ho zapiSeme ako opakovanie najkratsieho zapisu jeho periédy. Dlzka tohto zépisu je
Cld/j]l + 2+ DI[j][i], kde C[k] je pocet cifier ¢isla k zapisaného v desiatkovej sustave.

Zo vsetkych sposobov zapisu si samozrejme vyberieme ten najkratsi. Hodnoty C[k] si

predpocitame klasickym sposobom (postupne delime k desiatimi, kym nedosiahneme 0).
Zostava ndm uz len vedief efektivne hladat periddy v refazci. Intuitivne sa zd4, Ze by nam
stacilo najst len ti najkratsiu periédu (vSetky ostatné si jej ndsobkami), ale to by sme
potrebovali dokézat a aj tak by to rieSenie asymptoticky nezlepsilo.

Vseobecnejsiu tlohu ,dany je retazec S, najdite vSetky jeho periddy* riesime tak, Ze
hladdme vyskyty S v retazci SS (S napisany dvakrat za sebou). Skuste si rozmysliet, ¢o
nam takyto najdeny vyskyt povie o periéde S. Pre dosiahnutie optimélnej ¢asovej zlozitosti
mozeme na vyhladavanie vzorky v texte pouzit hashovanie alebo algoritmus KMP. V nasom
pripade sa vSak zaobideme aj bez bez tychto hroz.

Do pola P sina poziciu P[d][i] predpoc¢itame najvicsie také j, ze podrefazec 2z ziy1 . .. Ziyj—1
sa d& napisat ako niekolko képii z;2;11 .. .2;1q_1 za sebou, pricom t& poslednd képia nemusi
byt uplna. Napriklad pre abcabcabbb je P[3|[1] = 8. Tieto hodnoty vypocitame priamo
nezhodu.

Teraz uz vieme lahko overit, ¢i ma podrefazec zjzii1 ...z q—1 periédu dizky j: j musi
delit d a P[j][¢:] musi byt aspon d.

Nakoniec ndm ostal maly detail: lohou bolo vypisat najkratsi zapis daného retazca, nie
jeho dizku (ktorti uz mame v D[n][1]). Mohli by sme si pocas vypoctu jednotlivych hodnét
D zapamiitat aj to, ktorym sposobom vznikol ten najkratsi zapis a potom ho pomocou
tychto udajov rekurzivne vypisat. V mojej implementacii som ale vyuzil iny pristup: znova
vysktsam vSetky sposoby a vyberiem z nich ten najkratsi.

Vipocet hodnot C trva ©(nlogn); hodnoty P aj D spocitame v ¢ase ©(n3); vypis trva
ur¢ite O(n3). Spolu je teda ¢asova zlozitost ©(n?), pamiitova zlozitost je ©(n?).

Listing programu:

#include <iostream>
#include <string>
#include <vector>
using namespace std;

string Z;

int n;

vector<int> C;
vector<vector<int> > P, D;

void vypis(int d, int i) { // viac-menej okopirovany kdd, ktory rdtal D
if (D[d]I[] == d) {
cout << Z.substr(i, d);
return;

}

for (int j =1; j<=d - 1; ++j)
if (DIdI0] == D[IGI + DIAd - j10G + j1) {

http://www.ksp.sk /ksp2.0

Tato praca bola podporovanid Agenturou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



18 Tvorivi mladenct

vypis(j, 1);
vypis(d - j, i + j);
return;

}

for (int j =1; j<=d / 2; ++))
if (d% j==0&& P[I[] > d && DI[d]I[] == DI0] + CId / j1 + 2) {
cout << d / j << [*;
vypis(j, 1);
cout << ’]7;
return;

}

int main() {
cin > Z;
n = Z.size();

C.resize(n + 1, 0);
for (int i = 1; 1 <= n; ++i) {
int x = i;
while (x > 0) {
x /= 10;
++CI[il;

}

P.resize(n + 1, vector<int>(n));
for (int d = 1; d <= n; ++d)
for (int i = 0; i <= n - d; ++) {
PId]l[] = d;

for (int j = d; i + j < n; ++j, ++P[d]1[D
if (Z0 + 31 '= Z0 +§ % dD
break;
}

D.resize(n + 1, vector<int>(n));
for (int d = 1; d <= n; ++d)
for (int i = 0; i <= n - d; ++) {
DId1Ml = d; // nezmeneny

for (int j = 1; j <=d - 1; ++)) // zlozeny z dvoch
DI[d1[i]l = min(D[d1[1, D[I0G] + DId - j10 + j1);

for (int j = 1; j <=d / 2; ++)) // opakovanie periddy
if (d%j==0 e PG >= d)
DI[dI[] = min(D[d1[i]l, DI[I0H] + CId / j1 + 2);
}

vypis(n, 0);
cout << endl;
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e , opravoval Zemco
1::10. Teoria vyberu suseda (max. 25 bodov)

Toto veru nebola jednoduché tloha. Jej obtiaznost spoc¢ivala najprv v myslienkovom odhaleni
geometrickej podstaty (my v KSP dobre vieme, Ze ak chceme, aby ste riesili geometricka
tlohu, musime ju dobre zamaskovat) a neskor v na pohlad naro¢nej implementécii. Prisli
dve rieSenia s neoptimalnym casom a bez programu, ktoré dostali 12 bodov.

Kde sa nam v tejto tlohe zobrala geometria? Na tuto otdzku odpovieme trochu neskor.
Najprv si podme napisat ilohu matematicky. Na vstupe mame tri $pecidlne ¢isla - U$amove
mnozstva potravin, tie ozna¢ime uq, us, uz. Potom mame N — 1 ostatnych hodnét potravin,
i-tu trojicu z nich oznacime a; 1, a; 2, a; 3. Ak maja nejaké hodnoty z,y, 2 spliiaf poziadavku
zadania, potom musi platit:

a11% + a12yY +a1.32 < ULT + Uy + U3Z

a2 1% + G22Y + a2.32 < ULT + Uy + U3Z

aN—11T +an_12Y +an_1,32 < U1T + Uy + U3z

Dostavame teda ststavu N — 1 nerovnic. Po jednoduchej tiprave dostaneme:

(a1 —ur)z + (a12 —u2)y + (a1,3 —uz)z <0
(ag,1 —u1)x + (a22 — u2)y + (azs —u3)z <0

(CLN_1,1 — ul)m + (CLN_LQ — ug)y + (CLN_173 — U3)Z <0

Vsimnime si, ze ked mame nerovnicu splnent trojicou (zx,y, z), potom bude splnené aj
trojicou (rz,ry, rz) pre kazdé redlne r > 0. Dosadenie tychto hodndt totiz nie je ni¢ iné ako
prenasobenie Tavej strany (respektive celej nerovnice) konstantou r. Kedze r je kladné, potom
sa nam to platnost nerovnice uréite neovplyvni. To ale znamena, ze ku kazdej spliiajice;
trojici nezdpornych &isel (x,y, z) kde z # 0, existuje spliiajica trojica (z/z,y/2,1). Takie
budeme hladaf rieSenie, v ktorom je z = 1. Samozrejme, musime overovat aj existenciu
rieSeni, v ktorych z = 0. S tym si vSak vieme poradit napriklad tak, Ze skonStruujeme
druht sériu nerovnic predpokladajicich tato hodnotu a spustime na nich rovnaky algoritmus.
Pokracujme teda v pripade z = 1. Ak si teraz oznac¢ime hodnoty:

a;1 — UL = Y1
Az 2 — U2 = Vi 2

Uz — a4,3 = V3,3

potom moZeme sustavu napisat ako:

V1,12 +v1,2Y < V13
V217 + V22Y < V23

UN-1,1 +UN_12Y < UN_-1,3

Mimochodom, toto zbavenie sa hodnoty z méa svoju peknii geometrickii reprezentaciu.
Vsetky pripustné trojice x, y, z tvoria akysi podpriestor trojrozmerného priestoru. PoloZzenim
parametra z = 1 dostavame prienik tohto podpriestoru s rovinou, ¢im spomedzi pripustnych
rieSeni za¢neme uvazovat len nejakti mensiu (a lahsie popisatelnl) mnozinu reprezentantov.
To len na okraj. Kto mé zaujem, moze si to skusit nakreslit a my ostatni pokracujme.
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20 Teoria vyberu suseda

Ked uz sme tu znova spomenuli ti geometriu, podme sa jej drzat. V mnohych pripa-
doch je totiz tloha, podobnd tejto, pekne reprezentovatelnd v dvojrozmernom alebo troj-
rozmernom priestore. To ndm c¢asto pomaha, pretoze ak si situaciu zredukujeme na zndmy
geometricky problém, potom nam stac¢i pouzit Standardny algoritmus na rieSenie.

V naSom pripade pracujeme s linedrnymi nerovnicami s dvoma parametrami x a y. To
naznacuje, ze sa budeme pohybovat v dvojrozmernom priestore. V pripade, Ze by sme mali
rovnice boli by to obycajné reprezentacie priamok. V pripade nerovnic to budt polroviny.
A kedZe nerovnost je ostra, buda to polroviny, do ktorych ich hranica patrif nebude. Ak
hodnoty z, y nejakej konkrétnej nerovnici vyhovuji, znamena to, ze bod [x,y] patri do
prislusnej polroviny. Hladame teda bod, ktory patri do vSetkych polrovin. Inymi slovami,
potrebujeme vypoditat prienik polrovin.

Tento prienik moéze byt neohraniceny, avsak vzdy je suvisly a konvexny. Pripomenime si,
ze utvar U (vSeobecnejsie mnozina bodov, avSak ttvar nie je ni¢ iné ako mnozina bodov,
ktora mu patri) je konvexny, ak pre kazdé dva body A, B € U plati, ze mnozina {rA+(1—r)B
| r € R,r € [0,1]} C U. Inymi slovami, ze ak dva body patria do ttvaru, tak do neho patri
celé tisecka spajajuca tieto dva body. To st vsetky body, ktoré su ich (vhodnou) linedrnou
kombindciou. VSimnite si, Ze nekone¢nost (respektive neohranic¢enost) titvaru nie je v nijakom
spore s konvexnostou podla uvedenej matematickej definicie.

N4&$ algoritmus bude pouzivat metédu Divide & Conquer a bude mat velmi jednoduchy
priebeh:

Vstup: ¢islo K, polroviny p1,p2, - .., Pk-
Vystup: ich prienik.
. ak K =1, vrat Gtvar ohraniceny p;.
.ak K > 2,nech M = K/2.
. podprienik r; = spocitaj rekurzivne prienik pq,...,pns.

. podprienik ro = spocitaj rekurzivne prienik ppsy1,...,pk-

U = W N =

.vrat v Nrg.

LCudskymi slovami: prienik K polrovin dostaneme, ak zratame prienik prvej polovice a
druhej polovice osobitne a potom spravime prienik tychto dvoch dtvarov. Uz nam zostalo
len popisat, ako vypoéitat prienik dvoch konvexnych (potencidlne neohrani¢enych) ttvarov,
ale o tom potom. Ozna¢me ¢as potrebny na vypocitanie tohto prieniku zatial ako T'(n), kde
n je sucet poctov vrcholov tychto utvarov. VSimnime si, Zze ak ratame prienik n polrovin,
potom moze mat tento Gtvar najviac n vrcholov. Toto sa lahko dokdze indukciou, pridanim
novej polroviny do prieniku pribudne najviac jeden vrchol. Preto nam stac¢i uvazovat K ako
jediny vstupny parameter tohto algoritmu. Ak ozna¢ime ¢as jeho behu A(K), dostavame
nasledovny rekurzivny vztah:

A(K) = {2 CA(K/2)+ T(K) + 0(1), ak K > 2;

O(1), ak K < 2.

Analyzu Casovej zlozitosti dokonéime faktom, Ze prienik dvoch konvexnych atvarov pri
vhodnej reprezentéacii vieme realizovat v linedarnom c¢ase. VSetky implementacné detaily a
algoritmus si mozete najst v prislusSnom odstavci nizsie. Tu pokracujme v pohlade zhora
a dokonc¢ime odhad casovej zlozitosti. Linearny algoritmus znamena, ze pocet vykonanych
operacii sa da zhora ohrani¢it hodnotou cK pre nejakt konstantu c¢. Nahradme teda T'(K)
vyrazom cK a rozpiSeme uvedeny vztah:

http://www.ksp.sk /ksp2.0

Tato praca bola podporovand Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



Teoria vyberu suseda 21

A(K) = 2A(K/2) + cK
=2(2A(K/4)+ ¢(K/2)) 4+ cK = 4A(K/4) + 2¢(K/2) + ¢cK
= 4(2A(K/8) + (K /4)) + 2¢(K/2) + cK = 8A(K/8) + 4e(K /4) + 2¢(K/2) + cK

Lahko vidno, ze postupnym rozvijanim ndm zakazdym pribudne najviac cK operacii a
zaroveni sa nam zmensi velkost v nerozvinutom ¢lene na polovicu. V rozvoji by sme preto
mohli pokracovat log K krat. Pri tejto analyze si pozorny ¢itatel uréite v§imol, Ze sme zaned-
bali ¢len O(1). Nie je zlozité presved¢it sa, ze v koneénom désledku je naozaj zanedbatelny.
Ak schovame konstantu ¢ do O notécie, dostavame celkovy ¢as behu algoritmu O(K log K).
Pamitové naroky su linedrne od poc¢tu polrovin. Na tomto mieste pohlad zhora kon¢i. Snad
uznate, ze zékladna myslienka nie je vobec zlozita. Nasleduje uz len popis algoritmu na
prienik konvexnych utvarov.

Reprezentacia polroviny a uitvaru

Poznédma: budeme predpokladat, Ze citatelovi nasledovnych odstavcov s pojmy ako
vektor a vektorovy sucin zname.

Maéme viacero moznosti, ako si reprezentovaf polrovinu. V nasej implementéacii si priamku,
ktora polrovinu ohranic¢uje, pamétame vo forme dvoch bodov patriacich tejto priamke. Stranu
roviny, ktort tvori nasa polrovina, mame ulozeni vo forme tretieho bodu, ktory lezi na
spravnej strane. Ked preto chceme zistif o nejakom bode, ¢i sa nachadza v danej polrovine,
mozeme napriklad porovnat hodnotu vektorového stéinu smeru priamky a vstupného bodu
a vektorového sucinu smeru priamky a bodu, ktory mame ulozeny na identifikaciu polroviny.

Standardny pohodlny spdsob reprezentacie geometrickych ttvarov ako zoznam bodov
v poradi, v akom sa objavuji na obvode, tentokrat preferovat nebudeme. Jednou z prié¢in
je, Zze nd$§ utvar moze byt aj neohraniGeny a praca s ohranic¢ujuicimi priamkami je teda
prirodzenejsia. V dalSom texte budeme niekedy stotoziiovat pojmy ohrani¢ujica priamka a
ohranic¢ujtca polrovina, malo by to byt vzdy zrozumitelné.

Utvar si budeme reprezentovat v podobe dvoch zoznamov ohrani¢ujtcich polrovin -
Tavého a pravého okraja. Na kazdu polrovinu, ktord nie je vodorovna s osou z, sa totiz
mozeme pozriet ako na cast roviny, ktord je nalavo, respektive napravo od svojej deliacej
priamky. Roviny, ktoré maju deliaciu priamku rovnobezni s osou z budeme osetrovat tplne
Specidlne a mozeme predpokladat, Ze sa nam v tychto zoznamoch neobjavia. Body si priamo
nepamitame, pretoze v pripade potreby si ich vzdy vieme vypocitat v konStantnom case
(ak nevie§ ako, dozvies sa v odstavci nizsie). V oboch zoznamoch st polroviny v poradi
od najvyssej - to znamend s najvysSou y suradnicou. Zoznam moze byt aj prazdny, vtedy
je utvar na prislu$ni stranu neohraniceny. Iny spésob, ako moze reprezentovany utvar byt
neohraniceny, je, ak sa prvé priamky v Tavom a pravom zozname nepretinaju (pripadne
posledné priamky z oboch zoznamov).

Ako vytvorif novy utvar z jednej polroviny je, aspon z teoretického hladiska, jednoduché.
Polrovinu dame do prislusného zoznamu v zavislosti od uhla jej priamky a toho, ktora stranu
tejto priamky reprezentuje (a druhy zoznam nechdme prazdny). Technické detaily a rozbor
pripadov nechame na citatela. MozZete nahliadnut na nasu implementéciu, kde sa prislusny
kéd nachédza v konstruktore ttvaru.

Ako sa mozete presvedc¢it v dalSom ¢itani, vdaka celo¢iselnému vstupu méme vSetky
hodnoty, ktoré sa nam v tomto vzorovom rieseni vyskytnu, racionalne. Preto budeme pouzi-
vat racionalnu aritmetiku. Praca s raciondlnou aritmetikou nas sice moze miestami spomalit
(hlavne pri redukovani zlomku do zdkladného tvaru po aritmetickych operaciach), avsak
zbavuje nas nepresnosti vyplyvajicich z pouzivania redlnych cisel. Je prudko odporacané
vyhnit sa redlnym ¢islam vzdy, ked je to len trochu mozné.
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Pri analyze ¢asovej zlozitosti sme tiito polozku zanedbali. Keby sme chceli byt tplni, mu-
seli by sme na$ odhad poctu operacii eSte vynasobif ¢asom potrebnym na vykonanie jednej
operacie s raciondlnymi ¢islami (kedze pri normalizacii zlomkov pouzivame Euklidov algorit-
mus®, vysiel by z toho radovo logaritmus velkosti uvazovaného ¢itatela a menovatela, ¢o je
prinajhorSom maximum vstupnej sturadnice). Tento detail je pre nés prili§ nizkouroviiovy. V
kone¢nom dosledku by sme totiz, ak uz chceme byt taki detailisti, potrebovali tito analyzu
spravit aj pri lubovolnej inej reprezentéacii ¢isel. Bezne sa to pri analyze na vysSej irovni pre
jednoduchost prehliada, hoci to ¢asto nie je konStantny ¢as. Na teoretickej irovni je totiz
zaujimavejsie sledovat pocet operacii ako taky, nie pocet strojovych instrukeii.

Pocéitanie prieniku dvoch priamok

V tejto Casti si popiSeme jeden zo stavebnych kamenov tohto aj mnohych inych geomet-
rickych algoritmov: pre zadané dve tsecky alebo priamky vypocitat bod, v ktorom sa stretni
(pripadne prehlésit, ze taky bod neexistuje). Tento odstavec bude viac analytickd geometria
ako programovanie.

Majme teda dve priamky p; a ps. V naSej reprezentacii médme na vstupe dva body
priamky p;, ozna¢me ich A = [ay,a2] a B = [b1,bs], obdobne dva body priamky ps, ktoré
ozna¢ime C' = [¢1, ¢ a D = [dy,d2].

Osetrime najprv pripad, kedy st priamky rovnobezné alebo totozné. Je to prave vtedy,
ked majui smerové vektory rovnaky smer. Smerové vektory u, v dostaneme jednoducho: u =
(uy,uz) = (a3 — by,as — be), v = (v1,v2) = (¢1 — dy,ca — dg). Smerovy vektor totiz nie je
ni¢ iné ako posun z jedného bodu priamky do druhého. Ak si vektor predstavime ako Sipku
zakreslent do roviny, tak existuje nekonecne vela vektorov, ktoré maja rovnaky smer (uhol
Sipky) a lisia sa vo velkosti (dlzke sipky) alebo orientécii (orientéciu $ipky na jednu z dvoch
moznych stran), v nasej situdcii ndm stac¢i lubovolny.

Ak chceme zistif, ¢i maju tieto vektory rovnaky smer, pouzijeme vektorovy sacin. Vy-
pocitame teda hodnotu ujvy — ugvy. Ak je tdto hodnota nula, priamky su rovnobezné. Ak
st totozné, maju vSetky body spolo¢né, ak st iba rovnobezné, nemaji ziadny spolo¢ny bod.
Aby sme to rozlisili, vezmeme fubovolny bod patriaci prvej priamke (napriklad jeden z dvoch,
ktoré mame zapaméitany) a pomocou dalsiecho vektorového st¢inu zistime, ¢i patri druhej
priamke. Ak sme zobrali bod C, tak ak mé patrif priamke idicej cez body A a B, musi byt
smer z bodu A do bodu B rovnaky ako smer z bodu A do bodu C.

Ak nenastal pripad rovnosti smerovych vektorov, potom existuje prave jeden bod prie-
niku. Aby sa nam lepsie pokracovalo, uvazujme bezné analytické vyjadrenie priamky ako
vztahu

ar+by+c=0

Ak dosadime bod [z, y] do tejto rovnice a rovnost bude platif, znamena to, Ze bod patri
priamke (v opa¢nom pripade nie). Ak mame priamku dant dvoma bodmi [a1,as] a [b1, bs],
potom uvedeny tvar dosiahneme polozenim

(bg — ag)l’ + (a1 — bl)y + (a1b2 — blag) =0

Prvé dva koeficienty ziskame dosadenim normalového vektora. Ten je kolmy na smerovy,
a vieme, Ze ak mame vektor (a,b), vektor kolmy na neho ma hodnotu napriklad (—b,a).
Posledny koeficient mézeme dosiahntit napriklad vSeobecnym dosadenim hodnét [aq,as] za
x a y do rovnice priamky, v ktorej potom ostane uz len jedna nezndma c). Ak mame priamky
vyjadrené ako

P17+ p2y +p3 =10

Shttp://sk.wikipedia.org/wiki/Euklidov_algoritmus
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@1r + qy+q3 =0

potom sa na situdciu moézeme divat ako na stustavu dvoch rovnic o dvoch neznamych.

Ich vyrieSenim moZeme dostat hodnoty x = B392—93P2 5 o — J1P3_P193 Vg&imnite si vyraz v
P142—4q1P2 P192—a1P2

menovateli. Ten bude nulovy prave vtedy, ak st priamky rovnobezné a tento pripad sme uz

osetrili.

Poéitanie prieniku dvoch konvexnych atvarov

Ked uz sme sa rozcvicili na prieniku dvoch priamok, podme si teraz povedat algoritmus
na vypocet prieniku dvoch konvexnych utvarov. Nas ciel je, aby pracoval v linedrnom case od
poctu vrcholov vstupnych utvarov. Ako sa to uz v geometrii stava, algoritmus bude zametaci.
Oznacme si vstupné atvary U a V.

Samotny algoritmus prebieha nasledovne: postupujeme smerom zhora dole, spracova-
vame hrani¢né zoznamy oboch vstupnych utvarov Ly, Py, Ly, Py a postupne konStruujeme
favl a prava hranicu vystupného utvaru - L a P. Ak by sme si situdciu zakreslili, potom
zametanie (spracovavanie vstupnych atvarov) si méZzeme znézornit ako postvanie vodorov-
nej ¢iary (budeme jej hovorit zametacia ¢iara) smerom dole. To, ¢o je nad ¢iarou uz mame
spracované a to ¢o je pod nou nas este len caka.

KedZe ttvary su konvexné, v kazdom momente pretina z kazdého zoznamu nasu zame-
taciu ¢iaru najviac jedna priamka. Preto pri implementécii nepotrebujeme pouzivat ziadne
zlozité Struktury. Bohato ndm postaci pamiitat si Styri ¢isla - indexy aktudlnych priamok
(teda priamok, ktoré st pretinané zametacou ¢iarou) v prislusnych zoznamoch (alebo Spe-
cidlnu hodnotu, ktord nam povie, Ze ziadna také priamka neexistuje).

U

Najblizsi zaujimavy bod je p, po posunuti zametacej ¢iary na tento bod budeme
spracovavat hranu e. Ak indexujeme od 0, hodnoty jednotlivych ukazovatelov su pre
Ly=2Ly=1,Pb=NULL, Py =1.

Ako za¢neme? Nech Dy je najvrchnejsi bod prvého vstupného utvaru (ak neexistuje,
tak Specidlne polozme Dy = [o0,0]), nech Dy je to isté pre druhy utvar. Nech M je
minimum z y stradnic tychto bodov. KedZe prienik tatvarov st body, ktoré patria obom z
nich, potom je Tahko vidno, Ze ziadny bod s vysSsSou stradnicou do tohto prieniku nemoze
patrit. Preto odignorujeme vsetko v zoznamoch Ly, Ly, Py, Py, ¢o sa odohrava nad M (ak
bolo M = oo, potom neodignorujeme ni¢). Najvyssie polroviny, ktoré sa oplati uvazovat, su
tie, ktoré pretinaju zametaciu ¢iaru nastaveni na trovni M.

Najblizsia zaujimava udalost sa udeje, az ked posunieme zametaciu ¢iaru na dalsi bod
niektorej z hranic. Vyberieme si teda najvyssi spomedzi tychto prieseénikov a podme riesit,
ako bude dalej vyzerat hranica vysledného utvaru. Kedze méme len $tyri moznosti, potom
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tento prieseénik lahko ndjdeme vysktSanim vSetkych moznosti. Ak ndhodou nastéva rovnost
y sturadnic, potom budeme najskor spracovavat priesecniky s niZSou x sturadnicou.

Uvazujme situaciu, ze najblizsi spracovavany priesecnik je v zozname Ly . Oznac¢me tento
bod ako p a hranu, ktord z neho vychadza smerom nadol e. Pri vykonavani nasledovnych
testov si treba daf pozor, Ze teraz uz nepracujeme s celou hrani¢iacou priamkou, ale iba
s jej tusekom, ktory zaéina v bode p a pokracuje az do dalsieho prieniku v hranici Ly (ak
existuje) a samozrejme aj kontrolovat, ¢i prienik s inou priamkou nastava na mieste, kedy
tato ind priamka ohranicuje svoj ttvar. Moze sa totiz stat, Ze vypocitame prienik napriklad
s hraniciacou priamkou z Py, ale na mieste tohto prieniku uz atvar V ohranicuje tplne ina
priamka. Musime teda skontrolovat nasledovné (v uvedenom poradi):

e Skontrolovat, ¢i sa bod p nachéddza medzi aktudlnou hranou Ly a Py . Inymi slovami, ¢i
sa nachadza tento bod vnutri druhého atvaru. Ak ano, potom je zaciatok hrany e zjavne
na hranici vysledného prieniku a teda hranu e treba pridat na koniec vznikajiceho
zoznamu L.

e Zistit, ¢i sa hrana e pretina s aktualnou hranou Py . Ak ano, tak sa v tseku hrany e
deje jedna z dvoch veci: hranica Py zac¢ina nalavo od e a po jej pretnuti konéi napravo,
alebo opacne. V prvom pripade je Gtvar V na stcasnej Grovni zametania nalavo od
U, avsak nizsie, na trovni konca hrany e, sa uz vstupné utvary pretinaji. Preto treba
pridat aktuélnu polrovinu z hranice Py, do zoznamu P a hranicu e do L. Prave toto
miesto je totiz najvrchnejsi bod vznikajiceho vystupného ttvaru. V druhom pripade
je situacia opacna - tvar prieniku nam zanika, pretoze na urovni bodu p je eSte prava
hranica utvaru V napravo od Tavej hranice tvaru U, avSak v dolnom konci hrany e je
uz V nalavo od U.

e Zistif, ¢i sa hrana e pretina s aktudlnou hranou z Ly . Toto je trochu podobny pripad.
Ak k tomuto prieniku dochadza, znamena to, Ze od tohto tseku sa zmeni vstupny
utvar, ktory bude ohranicovat vystup zlava. Ak je bod p napravo od hrany z Ly,
potom priddme do L hranu z Ly, v opa¢nom pripade pridame e.

Po vykonani tychto troch testov sme pridali do L prave vsetky hrany, ktoré bolo treba
(premyslite si, ze poradie tychto testov je ddlezité a ze keby sme ho nedodrzali, mohol by
nastat problém). Zvysné tri pripady, ked najblizsie spracovavany priese¢nik je na niektorej z
inych hranic, sa riesia analogicky. Po spracovani posledného prieseéniku mame rovno hotové
aj priebezne budované hranice nového ttvaru. Zaverom konstatujeme, ze dokaZeme spracovat
jedno posunutie zametacej ¢iary v konstantnom ¢ase. Posunuti je len tolko, kolko je bodov vo
vstupnych ttvaroch. Preto je cely tento algoritmus na prienik dvoch Gtvarov naozaj linearny.

Na zaver niekolko poznamok k implementécii. Uvedeny algoritmus musi Specidlne oSet-
rovaf roviny, ktorych deliaca priamka je rovnobezné s osou x, pretoZze na viacerych miestach
by pri zametani skomplikovalo situdciu. Tieto priamky nam cely priestor, v ktorom hladdme
rieSenie, ohranicuja do horizontalneho pasu - nech D je maximum z y siradnic priamok, ktoré
ohranicuju situaciu zdola a H minimum z hodnét y pre priamky, ktoré ohranic¢uju situaciu
zhora. Preto pri ¢itani vstupu budeme poditat tieto hodnoty a prislusné roviny zahadzovat.
Potom zametanie upravime, aby pracovalo len medzi tymito hodnotami.

Nasou tlohou je vypisat nezdporné ¢isla. Aby sme toto dosiahli, priddme do situécie este
dve polroviny, —y < 0 a —x < 0. Prva z nich je rovnobeznd s osou x, preto len zmaximali-
zujeme hodnotu D s nulou. Tieto polroviny sd, na rozdiel od vSetkych ostatnych, uzavreté
(maju neostra nerovnost). Kedze sa ndm do zametania dostane len jedna z nich, nevadi to.
Prienik priamky ohranicujticej uzavrett polrovinu a priamky ohranicujtcej otvorent polro-
vinu totiz do prienku polrovin stéle nepatri. Z podobnej pri¢iny nevadi ani uzavretost dolnej
polroviny.

Vsimnime si napriklad $pecidlne bod [0,0]. Ak bol rieSenim iba on sam, tak je sice v
prieniku nasich dvoch pridanych polrovin, ale musel by tiez byt prienikom s nejakou tretou,
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ktorad je uz urcite otvorend a do rieSenia by nemohol patrif. Ak by také tretia polrovina
neexistovala, potom by musel byt rieSenim nielen tento bod, ale aj nejaké jeho okolie.

Listing programu:

#include<cstdio>
#include<iostream>
#include<cmath>
#include<vector>
#include<algorithm>
using namespace std;
#define INF 1000

//trieda na racionalnu aritmetiku
class Racio{
public:
long long citatel, menovatel;
Racio(long long a, long long b){
citatel = a;
menovatel = b;
}
Racio(O{
citatel = 0;
menovatel = 1;
}
//uprava zlomku na zakladny tvar, vyuzijeme funkciu __gcd, ktora sa nachadza v
<algorithm>
void normalizuj(){
while (true){
long long d = __gcd( abs(citatel) , abs(menovatel) );
if (d <= 1) break;
citatel /= d;
menovatel /= d;
}
}
Racio operator+( const Racio b ) const{
Racio vratim = Racio( citatel*b.menovatel+b.citatel*menovatel ,
menovatel*b.menovatel );
vratim.normalizuj() ;
return vratim;
}
Racio operator-( const Racio b ) const{
Racio vratim = Racio( citatel*b.menovatel-b.citatel*menovatel ,
menovatel*b.menovatel );
vratim.normalizuj() ;
return vratim;
}
Racio operator*( const Racio b ) const{
Racio vratim = Racio( citatelxb.citatel , menovatel*b.menovatel );
vratim.normalizuj() ;
return vratim;
}
Racio operator/( const Racio b ) const{
Racio vratim = Racio( citatel*b.menovatel , menovatelxb.citatel );
vratim.normalizujQ ;
return vratim;

}
bool operator==( Racio b ) const{

return citatel*b.menovatel == menovatel*b.citatel;
}
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bool operator<( Racio b ) const{
return citatel*b.menovatel < menovatel*b.citatel;
}
bool operator>( Racio b ) const{
return citatel*b.menovatel > menovatel*b.citatel;
}
bool operator>=( Racio b ) const{
return citatel*b.menovatel >= menovatel*b.citatel;
}
bool operator<=( Racio b ) const{
return citatel*b.menovatel <= menovatel*b.citatel;
}
bool kladne(){
return citatel*menovatel > 0;
}
bool zaporne(){
return citatel*menovatel < 0;
}
bool nula(){
return citatel == 0;
}
};

typedef pair<Racio,Racio> bod;

//vektorovy sucin dvoch vektorov
Racio vs( Racio ul , Racio u2 , Racio vl , Racio v2 ){
return ul*v2 - u2xvl;

}

//true, ak ma byt bod A spracovany pri zametani skorej ako bod B
//je to vtedy, ked ma A vyssiu y-ovu suradnicu, v pripade rovnosti mensiu T-ovu
bool skorej( bod A , bod B ){
if (A .second == B.second){
return A .first < B.first;
}
return A .second > B.second;

}

//struktura na hraniciacu polrovinu
struct priamka{
//dva body, ktore urcuji hraniciacu priamku
bod A,B;
//bod, ktory lezi na strane priamky, kde je reprezentovana polrovina
bod patri;
//Test, ci je bod C v tejto polrovine.
//Test robime podla vektoroveho sucinu, vektorovy
//sucin smeroveho vektoru s vektorom do bodu C ma mat rovnake
//znamienko ako sucin smeroveho vektoru a vektoru do bodu ’patri’.
//Vieme, ze polrovina je otvorena, teda bod patriact hraniciacej priamke do nej
nepatri,
//preto newvazujeme pripad, kedy VS vyde 0
bool spravnastrana( bod C ) const{
Racio ul = A.first - B.first;
Racio u2 = A.second - B.second;
Racio vl = A.first - patri.first;
Racio v2 = A.second - patri.second;
Racio w1l = A.first - C.first;
Racio w2 A .second - C.second;
Racio vsl = ul*v2 - u2x*vl;
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Racio vs2 = ul*w2 - u2*xwl;
return ( (vsl.kladne() && vs2.kladne()) || (vsl.zaporne() && vs2.zaporne()) );
}
//vrati bod, ktory patri priamke a nachadza sa na prislusnej
//y-ovej suradnici. vstup predpoklada, ze priamka nie je rovnobezna
//s osou x
bod bodpriamky( Racio y ) const{
//sklon - smernica priamky (ako velmi sa meni 'z’ pri naraste ’y’)
Racio sklon = (A.first - B.first) / (A.second - B.second);
Racio x = Racio( y - A.second ) * sklon + A .first;
return bod( x , y );
}
};

//struktura na utvar
struct utvar{
//hranice, P = prava, L = lava
vector<priamka> P,L;
//vytvor utvar ohraniceny jedinou polrovinou
utvar (priamka p){
L = vector<priamka>(0);
P = vector<priamka>(0);
//rozbor pripadov, ci sa nachadza polrovina na pravo alebo na lavo od priamky
if (p.A.second > p.B.second){
Racio u2 = p.A.second - p.B.second;
Racio ul = p.A.first - p.B.first;
if ( vs(ul,u2,p.patri.first-p.B.first,p.patri.second-p.B.second) .kladne() ){
P.push_back( p ); }
else{ L.push_back( p ); }
}else{
Racio u2 = p.B.second - p.A.second;
Racio ul = p.B.first - p.A.first;
if ( vs(ul,u2,p.patri.first-p.A .first,p.patri.second-p. A .second) .kladne() ){
P.push_back( p ); }
else{ L.push_back( p ); }
}
}
utvar (){
L.resize( 0 );
P.resize( 0 );
¥

};

//globalne premenne

int N;

priamka P[100000];

int ul,u2,u3;

int a[100000]1,b[1000001,c[100000];

//hore, dole - hodnoty y, medzi ktorymi sa odohrava zametanie
//inicializuje sa podla rovin rovnobeznych s osou 'z’

Racio hore,dole;

//vrati bod, v ktorom sa pretnu priamky p1 a p2. do flagu sa nastavi, ci prienik existuje
bod prienik( const priamka &pl , const priamka &p2 , bool &flag ){

flag = true;

//na rozdiel od textu vzoraku, tu si rovno pocitame normalove

//vektory na zistenie rovnobeznosti

//premyslite si, ze je to ekvivalentny test

Racio ul = pl.B.second - pl.A.second;

Racio u2 = pl.A.first - pl.B.first;
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Racio vl = p2.B.second - p2.A.second;
Racio v2 = p2.A.first - p2.B.first;
Racio D = ul*v2 - u2+vl;
//su priamky rovnobezne?
if ( D.nula() ){
if ( vs(ul,u2,p2.A . first-pl.B.first,p2.A .second-pl.B.second).nula() ){
return bod( pl.A.first , pl.A.second );

Yelse{
flag = false;
return bod( Racio(0,1) , Racio(0,1) );
}
}

Racio cl = pl.A .first¥pl.B.second - pl.A.second*pl.B.first;
Racio c2 = p2.A .first*p2.B.second - p2.A.second*p2.B.first;
Racio d1 cl*xv2 - c2*u2;
Racio d2 = ul*c2 - vlx*cl;
return bod( d1/D , d2/D );

}

//pre dany zoznam hraniciacich priamok tvoriacich hranicu
//a index v tomto zozname vrati najblizsi priesecnik na tejto hranici.
//ak sme na poslednej priamke a teda tento bod neexistuje, vratime bod velmsi daleko
dole
//na poslednej priamke
bod dalsiprienik( const vector<priamka> &hranica , int p ){
bod vratim = hranica[p].bodpriamky( dole );
bool flag;
if (p < (int)hranica.size() - 1) vratim = prienik( (priamka&)hranicalp] ,
(priamkag&)hranica[p+1] , flag);
return vratim;

}

//pre dane dva intervaly (11,p1) a (12,p2) nastavime bod B,
//ktory ma z-ovu suradnicu v oboch intervaloch a y-ovu z parametra
//funkcia predpoklada, ze intervaly maju neprazdny prienik
//ak nastane specialna situacia, ze prienik je prave jeden bod, nenastavi sa nic
void nastavbod( Racio y , Racio 11 , Racio 12 , Racio pl , Racio p2 , bod& B ){
Racio vlavo = 11;
if (11 < 12) vlavo = 12;
Racio vpravo = pl;
if (p1 > p2) vpravo = p2;
if ( vlavo == vpravo ) return;
B = bod( (vpravo+vlavo)/Racio(2,1) , y );
}

//metoda na spracovanie usecky/polroviny, ktora ohranicuje situaciu zlava.
//horny bod tejto usecky je ’dalsi’, samotna priamka je ’p’.
//hodnoty od,po oznacuju horizontalny pas, v ktorom tato usecka ohranicuje utvar
//ostatne vstupne parametre su vznikajuce zoznamy vystupneho utvaru a ostatne
vstupne ohranicujuce zoznamy.
//pre popis testov vid text vzoraku
void spracujlavu(bod dalsi, priamka p, Racio od, Racio po, const vector<priamka> &
praval, int pl, const vector<priamka> &lava2, int 12, const vector<priamka> &prava2,
int p2, vector<priamka> &doplnany, vector<priamka> &doplnanyp, bod &bodvnutri){

if ( po > hore || od < dole ) return;

bool bolprienik = false;

//test 1

bool vlavo = true, vpravo = true;

if ( 12 < lava2.size() ) if ( !'lava2[l2].spravnastrana(dalsi) ) vlavo = false;

if ( p2 < prava2.size() ) if ( !'prava2[p2].spravnastrana(dalsi) ) vpravo = false;
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if ( vpravo && vlavo ){
bolprienik = true;
doplnany.push_back( p );

}
//test 2
bool flag = true;
bod B;
if ( p2 < prava2.size() ){
B = prienik( p , prava2[p2] , flag );
if ( (flag == true) && (B.second <= od) && (B.second >= po) &% (B.second >=
dalsiprienik (prava2,p2) .second) && (B.second > dole) ){
if ( prava2([p2].spravnastrana( dalsi ) ) return;
bolprienik = true;
doplnany.push_back( p );
doplnanyp.push_back( prava2[p2] );

}
}
//test 3
flag = true;

if (12 < lava2.size() ){
B = prienik( p , lava2[l2] , flag );
if ( (flag == true) && (B.second <= od) && (B.second >= po) && (B.second >=
dalsiprienik (lava2,12) .second) && (B.second > dole) ){
bolprienik = true;
if ( lava2[l2].spravnastrana( dalsi ) ){
doplnany.push_back( lava2[12] );
Yelsed{
doplnany.push_back( p );
}
}
}
//ak sme na tejto y-ovej urovni zistili, ze vstupne utvary tu maju neprazdny prienik,
potom skusme
//vypocitat priklad bodu vo vyslednom utvare
if (bolprienik){
Racio vpravol = Racio(INF,1), vpravo2 = Racio(INF,1), vlavo2 = Racio(-INF,1);
if ( pl < praval.size() ){
vpravol = praval[pl].bodpriamky( dalsi.second ) .first;
}
if ( p2 < prava2.size() ){
vpravo2 = prava2[p2].bodpriamky( dalsi.second ).first;
}
if ( 12 < lava2.size() ){
vlavo2 = lava2[l2].bodpriamky( dalsi.second ) .first;
}
nastavbod( dalsi.second , dalsi.first , vlavo2 , vpravol , vpravo2 , bodvnutri );
}
return;

}

//metoda na spracovanie novej usecky pravej, analogicka interpretacia ako pri metode
‘spracujlavu’
void spracujpravu(bod dalsi, priamka p, Racio od, Racio po, const vector<priamka>
&laval, int 11, const vector<priamka> &lava2, int 12, const vector<priamka> &prava2,
int p2, vector<priamka> &doplnany, vector<priamka> &doplnanyl, bod &bodvnutri){

if ( po > hore || od < dole ) return;

bool bolprienik = false;

//test 1

bool vlavo = true, vpravo = true;

if ( 12 < lava2.size() ) if ( !'lava2[l2].spravnastrana(dalsi) ) vlavo = false;
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if ( p2 < prava2.size() ) if ( !'prava2[p2].spravnastrana(dalsi) ) vpravo = false;
if ( vpravo && vlavo ){
bolprienik = true;
doplnany.push_back( p );
}
//test 2
bool flag = true;
bod B;
if ( 12 < lava2.size() ){
B = prienik( p , lava2[l2] , flag );
if ( (flag == true) && (B.second <= od) && (B.second >= po) &% (B.second >=
dalsiprienik (lava2,12) .second) && (B.second > dole) ){
if ( lava2[l2].spravnastrana( dalsi ) ) return;
bolprienik = true;
doplnany.push_back( p );
doplnanyl.push_back( lava2[l2] );

}
¥
//test 3
flag = true;

if ( p2 < prava2.size() ){
B = prienik( p , prava2[p2] , flag );
if ( (flag == true) && (B.second <= od) && (B.second >= po) && (B.second >=
dalsiprienik (prava2,p2) .second) && (B.second > dole) ){
bolprienik = true;
if ( prava2([p2].spravnastrana( dalsi ) ){
doplnany.push_back( prava2[p2] );
}else{
doplnany.push_back( p );
}
}
}
//bol neprazdny prienik vstupnych utvarov?
if (bolprienik){
Racio vlavol = Racio(INF,1), vpravo2 = Racio(INF,1), vlavo2 = Racio(-INF,1);
if ( 11 < laval.size() ){
vlavol = lavall[ll].bodpriamky(dalsi.second) .first;
}
if ( p2 < prava2.size() ){
vpravo2 = prava2[p2].bodpriamky(dalsi.second) .first;
}
if ( 12 < lava2.size() ){
vlavo2 = lava2[l2].bodpriamky(dalsi.second) .first;
}
nastavbod( dalsi.second , vlavol , vlavo2 , dalsi.first , vpravo2 , bodvnutri );
}
return;

}

//metoda vypocita prienik dvoch utvarov a ak je neprazdny, nastavi bod ’b’
//ako priklad bodu, ktory je vnutri vystupneho utvaru
//hodnota tohto bodu sa pocita pri priebeznom spracovani useciek
utvar * prienik( const utvar &pl , const utvar &p2 , bod &b ){
utvar * vratim = new utvar();
//inicializujeme zametaciu ciaru na nizsi z najvyssich bodov vstupnych utvarov
//sweep - y-ova hodnota tohto bodu
Racio sweep = hore;
if ( (pl.L.size() > 0) & (pl.P.size() > 0) ){
bool flag = true;
bod p = prienik( (priamka&)pl.L[0] , (priamka&) pl.P[0] , flag );
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if (flag == true && p.second < sweep) sweep = p.second;
}
if ( (p2.L.size() > 0) & (p2.P.size() > 0) ){
bool flag = true;
bod p = prienik( (priamka&)p2.L[0] , (priamka&)p2.P[0] , flag );
if (flag == true && p.second < sweep) sweep = p.second;
}
//indexy, kde sa aktulane v hraniciacich zoznamoch nachadzame
int pll = 0, plp = 0, p21 = 0, p2p = 0;
bool flag;
//ignorujeme vsetko nad hodnotou sweep
while( pll < (int)pl.L.size(O-1 ){
if ( dalsiprienik(pl.L,pll).second > sweep ){ pll++; }
else{ break; }
}
while( plp < (int)pl.P.size(O-1 ){
if ( dalsiprienik(pl.P,plp).second > sweep ){ plp++; }
else{ break; }
}
while( p2l < (int)p2.L.size()-1 ){
if ( dalsiprienik(p2.L,p2l) .second > sweep ){ p2l++; }
else{ break; }
}
while( p2p < (int)p2.P.size()-1 ){
if( dalsiprienik(p2.P,p2p) .second > sweep ){ p2p++; }
else{ break; }
}
//na wvod spracujeme hraniciace priamky na urovni sweep
//pri vsetkych spracovavaniach musime vypocitat hodnoty ’zaciatok’ a ’koniec’,
//to je vertikalny pas, kde je prislusna polrovina ohranicuje utvar
if ( pll < pl.L.size() ){
bod zaciatok = pl.L[pll].bodpriamky( hore );
if ( pll > 0 ) zaciatok = prienik( (priamka&)pl.L[pll-1] , (priamka&)pl.LI[pll] ,
flag );
bod koniec = dalsiprienik( pl.L , pll );
spracujlavu( zaciatok , pl.L[pll]l , zaciatok.second , koniec.second , pl.P , plp
, p2.L , p21 , p2.P , p2p , vratim—->L , vratim->P , b );
}
if ( p2l < p2.L.size() ){
bod zaciatok = p2.L[p2l].bodpriamky( hore );
if ( p21 > 0 ){ zaciatok = prienik( (priamka&)p2.L[p2l-1] , (priamka&)p2.L[p21] ,
flag ); }
bod koniec = dalsiprienik( p2.L , p2l );
spracujlavu( zaciatok , p2.L[p2l] , zaciatok.second , koniec.second , p2.P , p2p
, pl.L , pll , pl1.P , plp , vratim->L , vratim->P , b );
}
if ( plp < pl.P.size() ){
bod zaciatok = pl.P[plp]l.bodpriamky( hore );
if ( plp > 0 ) zaciatok = prienik( (priamka&)pl.P[plp-1] , (priamka&)pl.P[plp]
, flag );
bod koniec = dalsiprienik( pl.P , plp );
spracujpravu( zaciatok , pl.P[plp] , zaciatok.second , koniec.second , pl.L ,
pll , p2.L , p21 , p2.P , p2p , vratim->P , vratim->L , b );
}
if ( p2p < p2.P.size() ){
bod zaciatok = p2.P[p2p]l.bodpriamky( hore );
if ( p2p > 0 ){ zaciatok = prienik( (priamka&)p2.P[p2p-1] , (priamka&)p2.P [p2p]
, flag )5 }
bod koniec = dalsiprienik( p2.P , p2p );
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spracujpravu( zaciatok , p2.P[p2p] , zaciatok.second , koniec.second , p2.L ,
p2l , pl.L , pll , pl1.P , plp , vratim->P , vratim->L , b );
}
//a samotne posuvanie sa a zametanie
//vybrany - identifikator hranice, z ktorej pochadza bod, ktory najblizsie treba
spracovat
int vybrany = 0;
while(vybrany != -1){
bod dalsi = bod( Racio(INF,1) , dole );
vybrany = -1;
if ( pll < (int)pl.L.size() - 1 ) if ( skorej( prienik((priamka&)pl.L[pll] ,
(priamka&)pl.L[pll+1] , flag ) , dalsi) ){
dalsi = prienik( (priamka&)pl.L[pll] , (priamka&) pl.L[pll+1] , flag );
vybrany = 0;
}
if ( plp < (int)pl.P.size() - 1 ) if ( skorej( prienik((priamka&) pl.P[plp] ,
(priamka&)pl.P[plp+1] , flag ) , dalsi) ){
dalsi = prienik( (priamka&)pl.P[plp] , (priamka&)pl.P[plp+1] , flag );
vybrany = 1;
}
if ( p2] < (int)p2.L.size() - 1 ) if ( skorej( prienik((priamka&)p2.L[p2l] ,
(priamka&)p2.P[p21+1] , flag ) , dalsi) ){
dalsi = prienik( (priamka&)p2.L[p2l] , (priamka&)p2.L[p2l+1] , flag );
vybrany = 2;
}
if ( p2p < (int)p2.P.size() - 1 ) if ( skorej( prienik((priamka&)p2.P [p2p] ,
(priamka&)p2.P[p2p+1] , flag ) , dalsi) ){
dalsi = prienik( (priamka&)p2.P[p2p] , (priamka&)p2.P[p2p+1] , flag );
vybrany = 3;
}
//ak je prienik uplne dole, uz ho nespracovavame
// (v pripade rovnosti urcite nove usecky neprispeju do utvaru, kedze polroviny su
otvorene)
if (dalsi.second <= dole) return vratim;
if (vybrany == 0){
pll++;
bod koniec = dalsiprienik( pl.L , pll );
spracujlavu( dalsi , pl.L[pll] , dalsi.second , koniec.second , pl.P , plp ,
p2.L , p21 , p2.P , p2p , vratim->L , vratim->P , b );
}

if (vybrany == 1){
plp++;
bod koniec = dalsiprienik( pl.P , plp );
spracujpravu( dalsi , pl.P[plp] , dalsi.second , koniec.second , pl.L , pll ,
p2.L , p2l , p2.P , p2p , vratim->P , vratim->L , b );
}

if (vybrany == 2){
p2l++;
bod koniec = dalsiprienik( p2.L , p2l );
spracujlavu( dalsi , p2.L[p2l] , dalsi.second , koniec.second , p2.P , p2p ,
pl.L , pll , pl.P , plp , vratim->L , vratim->P , b );
}

if (vybrany == 3){
pP2p++;
bod koniec = dalsiprienik( p2.P , p2p );
spracujpravu( dalsi , p2.P[p2p] , dalsi.second , koniec.second , p2.L , p2l ,
pl.L , pll , p1.P , plp , vratim->P , vratim->L , b );
}
}

return vratim;
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}

//zakladna funkcia algoritmu. vstup je niekolko polrovin danych
//usekom pola polroviny na indexoch [odkial,pokial] vratane.
//uloha je vypocitat utvar ktory je ich prienikom, popritom
//sa do bodu ’a’ nastavi priklad bodu patriaci do tohto utvaru
utvar * f( priamka polroviny[]l , int odkial , int pokial , bod &a ){
if (pokial == odkial){
a = (bod&)polroviny[odkial] . patri;
return new utvar( polroviny[odkiall );

}
int m = (odkial+pokial)/2;
bod temp;

//pre vacsie mnozstvo polrovin ratame prientik prieniku prvej polovice a prieniku
druhej polovice

return prienik( *f(polroviny,odkial,m, (bod&)temp) ,
*f(polroviny,m+1,pokial, (bod&) temp) , a );
}

int main(){

int rovin = 0;

hore = Racio(INF,1);

dole = Racio(-INF,1);

scanf(“%d “,&N);

scanf(“%d %d %d “,&ul,&u2,&u3);

for ( int i=0; i<N-1; i++ ){
//nacitavame a transformujeme vstup na nerovnice, v ktorych z = 1
//priklad bodu patriaceho do danej polroviny zistujeme analyzou pripadov
//overujucemu citatelovi odporucame napisat si na papier
scanf(“%d %d %d “,&alrovin],&b[rovin],&c[rovin]);

alrovin] -= ul;
blrovin] -= u2;
cl[rovin] = u3 - clrovin];

if ( alrovin] '= 0 ){
if ( blrovin] '= 0 ){

Plrovin]l] .A = bod( Racio(0,1) , Racio(c[rovin],blrovinl) );
Plrovin] .B = bod( Racio(1,1) , Racio(c[rovin]-al[rovin],b[rovin]) );
}Yelseq{

Plrovin]l].A = bod( Racio(0,1) , Racio(0,1) );
Plrovin] .B bod( Racio(0,1) , Racio(1,1) );
}
rovin++;
}else{
//specialny pripad = rovina rovnobezna s osou 'z’ .
//nepridame ju medzi ostatne, ale spracujeme osobitne
if ( blrovin]l == 0 ){
//je aj druhy koeficient 0% potom alebo do nej patria vsetky body, alebo ziadny
if ( clrovin] <= 0 ){
printf(“Misof sa neda nastavit/\n“) ;
return 0;
}
}
if ( blrovin]l < 0 ){
if ( Racio(c[rovin] , b[rovin]) > dole ) dole = Racio( c[rovin] , b[rovin] );
}
if (b[lrovin] > 0){
if ( Racio(c[rovin] , b[rovin]) < hore ) hore = Racio( c[rovin] , b[rovin] );
}
}

}
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//nastavime horizontaly pas na len kladne y-ony, ak este nebol
if ( dole < Racio(0,1) ) dole = Racio(0,1);
if ( dole >= hore ){
printf(“Misof sa neda nastavit!\n“) ;
return 0;
}
//doplnime body patriace polrovinam
for (int i=0;i<rovin;i++){
Racio y = (dole+hore)/Racio(2,1);
if (alil > 0){
P[i].patri = bod( (Racio(c[i]l,1) - Racio(bl[i],1)*y)/Racio(alil,1) - Racio(1,1)
> Y s
}else{
PI[i].patri = bod( (Racio(c[i],1) - Racio(bl[i]l,1)*y)/Racio(alil,1) + Racio(1,1)
s Y )
}
}
//pridame rovinu, ktora obmedzi riesenia len na tie s nezapornymsi r-ami
//bezne su roviny sice otvorene, avsak toto nam nevadi
Plrovin] .A = bod( Racio(0,1) , Racio(0,1) );
Plrovin].B = bod( Racio(0,1) , Racio(1,1) );
Plrovin].patri = bod( Racio(1,1) , (dole+hore)/Racio(2,1) );
rovin++;
bod B;
utvar * p = f( P , 0, rovin-1 , B );
if ( p->L.size() + p->P.size() > 0 ){
B.first.normalizuj();
B.second.normalizuj(Q ;
printf(“Vyhovujuce su napriklad hodnoty [%1ld/%1d, %11d/%Ild,1]\n*“, B.first.citatel ,
B.first.menovatel , B.second.citatel , B.second.menovatel );
return 0;
}
//druha verzia vstupu, kedy pracujeme s pripadom z = 0
for( int i=0; i<rovin-1; i++ ){
Plil.A = bod( Racio(0,1) , Racio(0,1) );
P[il1.B = bod( Racio(blil,alil) , Racio(1,1) );
Racio y = ((dole+hore)/Racio(2,1));
if ( alil < 0 ){
PI[il.patri = bod( Racio(bl[il,alil)*y - Racio(1,1) , y );
Yelse{
P[i].patri = bod( Racio(bl[il,alil)*y + Racio(1,1) , y );
}

}
p=fCP , 0, rovin-l , B );
if ( p->L.size() + p->P.size() > 0 ){
B.first.normalizujQ ;
B.second.normalizuj(Q ;
printf(“Vyhovujuce su napriklad hodnoty [%1ld/%lld, %1ld/%Ild,0]\n“, B.first.citatel ,
B.first.menovatel , B.second.citatel , B.second.menovatel );
return 0;
}
printf(“Misof sa neda nastavit'\n“);
return 0;

}
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opravovalo sa samo, vzoradk Usamec
2::9. Tesnotka pred kontrolou (max. 25 bodov)

Priklad na prvy pohlad vyzeral vcelku odpudzujico. Mame rozdelit vstup na presne rovnaké
polovice a navy$e mame minimalizovat sticet dvoch podielov. Fuj. ..

Podme najprv vykonat niekolko uzitoénych pozorovani. Pozorovanie prvé: Ked viem cenu
a pocet samohlasok v jednej polovici, viem to automaticky aj pre druhti (odéitam od celkovej
ceny a poc¢tu samohlasok). Pozorovanie druhé: Stcet cien a sucet poctu samohlasok nie je
az tak vysoky.

Takto sa uz da zostavit celkom velarozmerna dynamika. Budeme chciet zistif, ¢i vieme
vybrat K knih s celkovo S samohldskami a celkovou cenou C. To déva celkové rozmery
26 x 25001 x 25001. Programovat sa to bude celkom jednoducho. Budeme postupne pouzivat
knihy. Na zaciatku sme nepouzili Ziadnu, takze vieme mat akurat 0 knih s celkovou cenou
a poctom samohlasok 0. Teraz zoberieme knihu. Pozrieme sa na vSetky mozné kombinacie,
¢o zatial mozeme spravit. Nech mé kniha cenu ¢ a pocet samohlasok s. Potom ak vieme
spravit doteraz bez nej kombinéciu (K, S, C'), tak s iou vieme mat kombinacie (K, S, C)
a(K+1, S+s, C+ c). Ked uz vyskiasame vsetky knihy, tak sa len pozrieme na mozné
dosiahnutelné stavy s polovicou knih v jednej polovici a vyberieme najlepsi.

Stale toto je ale prilis pomalé. Pozrime sa, ako sa pocita nase vysledné ¢islo, ak v jednej
kope mame knihy s cenou C' a poc¢tom samohlasok S (celkova cena je oznacend ako ¢ a
celkovy pocet samohlasok ako Xg):

C Yc-C

S Xs-8

Fixujme teraz hodnotu poc¢tu samohlasok v kope a polozme si otazku, akd je najvy-
hodnejsia cena jednej kopy. Tento vyraz je linedrna funkcia od C. TakZe je vyhodné mat
C ¢o najmensie, alebo ¢o najvicsie. Takze mozeme teraz pocitat nasledovné: Nech v jednej
polovici je K knih s S samohlaskami. Za ak najnizsiu a najvyssiu cenu to vieme dostat?
Toto sa uz da programovat a fahko pocitat. Ale spravime este jedno zjednodusenie. Budeme
si pocitat iba najnizsiu cenu. Totiz ak je vyhodna najvysSia cena pri pocte samohlasok S,
tak je rovnako vyhodna najnizsia cena pri pocte samohlasok g — S. Tato najnizsiu cenu si
ozna¢ime ako m(K, S).

Pre tplnost este popiseme ako bude vyzerat vysledna dynamika: Opit budeme postupne
pouzivat knihy. Na zacdiatku vieme akurat dosiahnut pocet knih 0, pocdet samohlasok 0 s
minimalnou cenou 0 (takze mame m(0,0) = 0. Teraz dostaneme knihu s cenou ¢ a po¢tom
samohlasok s. A teraz skusime vylepsit kazda dvojicu m(K, S). Vyberieme mensiu hodnotu
z dvojice m(K,S) a m(K — 1,5 — s) + ¢. Samozrejme si ddme pozor, aby sme vylepSovali
v rozumnom poradi (nech jednu knihu nepouzijeme 25-krat).

Pamiite potrebujeme teraz uz len O(N? - maxrgs) (mawxs je maximalny pocet samohlésok
v knihe), realne 25 x 25000. Casu potrebujeme O(N?3-maxg), ¢o je pri zadanych hodnotéach
zvladnutelné.

Listing programu:

#include <vector>
#include <cstdio>
using namespace std;

int main() {
int n;
scanf(“%d“, &n);
vector<pair<int, int > > book;
book.resize(n);
for (int i = 0; 1 < n; i++)
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scanf(“%d“, &bookl[i].first);
for (int i = 0; 1 < n; i++)
scanf(“%d“, &bookl[i].second);

vector<vector<int> > data;
data.resize(27);
for (int i = 0; 1 < 27; i++)

datali] .resize (25100, 1000000000);

data[0][0] = O;
for (int i = 0; 1 < n; i++)
for (int j=n/ 2-1; j> 0; j—-)
for (int k = 0; k < 25100; k++)
if (datal[jl[k] < 1000000000)
datal[j + 11[k + bookl[i].first] = min(datalj + 1][k +
bookl[i] .first], datal[j]l[k] + bookl[i].second);

int sums = 0, sumc = 0;
for (int 1 = 0; i < n; i++) {
sums += bookl[i] .first;

sumc += book[i].second;

}

long double mi = 1000000000;
for (int i = 0; 1 < 25100; i++) {
if (dataln / 2]1[i] >= 1000000000)
continue;
long double av = (long double) dataln / 2]1[i] / (long double) i + (long
double) (sumc - dataln / 2]1[i]) / (long double) (sums - i);
if (av < mi)

mi = av;
}
printf(“%.10LAn“, mi);
}
opravoval Tomi
2::10. Turbulencia a krevety (max. 25 bodov)

Na tlohy, kde je vela veci v rovine, ale maju celo¢iselné siuradnice, existuje niekolko vSeobec-
nych trikov. Tu pouzijeme dva z nich — precislovanie stiradnic a zametanie.

Vdaka precislovaniu nebudeme maf stiradnice od minus miliéna po plus milién, ale od
nuly po (rddovo) N. Zvlast sa to hodi v tlohach, kde vébec nezalezi na obsahu a vzdialenos-
tiach, lebo to ani nemusime neskor precislovat naspit, aby sme vyratali vysledok. V nasom
pripade nie je ddlezité, aké st tie §tvorce (teda po precislovani uz vii¢sinou obdlzniky) velké,
iba to, kde maju najvicsie pokrytie (krevetami).

Zametanie” sa d4 casto pouzif aj vtedy, ked stradnice nie st celo¢iselné. Zoberme ne-
koneéne dlhi metlu (¢ize vlastne priamku), za¢neme niekde daleko a postupne zametieme
vSetko, ¢o v rovine je. Ked tou metlou nieco najdeme, vola sa to udalost. Tuto pustime metlu
rovnobezne s nejakou stiradnicovou osou, preto udalosti nebudii samostatné body, ale ,nasiel
som usecku, ktorou zaéina/konéi Stvorec*.

Kostra riesenia

“http://en.wikipedia.org/wiki/Sweep_line_algorithm
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RieSenie v ¢ase O(N?) by vyzeralo tak, Ze preéislujeme stradnice a zratame pre celt
rovinu dynamickym programovanim, ktoré policko je ako zasiahnuté. Ale tu si ukdzeme
lepsie riesenie, ktoré bezi v O(N log N) ¢ase s O(N) paméftou.

Keby sme tilohu riesili rovno pre celt rovinu, aj s precislovanim stradnic to nezlepsime
pod O(N?). Ale vdaka zametaniu nam bude stacit pamitat si, ako vyzeraji $tvorce, ktoré st
prave pod metlou. Metla je priamka, takze nam staci vediet spravit ,teraz odtialto potialto
pribudol/odbudol $tvorec“ a ,zisti, aké je pod metlou najvii¢sie pokrytie“. Situaciu pod
priamkou eSte k tomu precislujeme, aby boli tie ,odtialto“ a ,potialto“ od nula po radovo
N.

Udalosti (t.j. zac¢iatok alebo koniec $tvorca) je O(N), takze aby sa to celé zmestilo do
O(N log N), spracovanie jednej udalosti moze trvat najviac O(log N). Vlastne mame pole
dlhé O(N) a potrebujeme sposob, ako robit dve veci: naraz ku vSetkym prvkom pola od a
po b pripocitat v, a zistif, akd je prave najvicsia hodnota v celom poli. A oboje musi ist
v O(log N). O chvilu si ukdzeme rozne datové struktury, co to dokdzu, ale predtym este
musime vyriesit par detailov.

Po prvé, podla zadania mame stredy Stvorcov vo vysledku ignorovat. Tak kazdy zaradtame
ako 1 x 1 §tvorec, ktory nie je za ,+1“ bod, ale ,—oc0*. (V praxi to nie je oo, ale také malé
Cislo, aby sa ten Stvorec zarucene nedostal na vystup — takze nieCo mensie ako —N.)

Po druhé, musime odignorovat miesta, ¢o nie st vnutri lietadla. Preto pri nacditavani
osekame vsetky stvorce tak, aby sa zmestili dnu. Jano Hozza ma este iny spdsob: vsade okolo
lietadla priddme dalsie ,,—oo.

Sme pripraveni, ide sa na vec:

Tomiho sti¢tovo-maximovy intervalovy strom

Koédi sa takmer rovnako ako normaélny intervalovy strom
v necakanych situaciach.

Intervalové stromy vedia véésinou dve veci, obidve v logaritmickom ¢ase: zmenit hodnotu
Ali] o v, a...

e suctovy: zistit, kolko je sucet A[0] + A[1] + ...+ Ali — 1] (to budeme volat P[i]).

e maximovy: zistif maximum z A[0], A[1],..., Ali].

8 a ma sklony byt uzitoény

e suctovo-maximovy: zistif maximum z P[0], P[1],..., P[i].

Na ¢o je to dobré? Presne na to, ¢o potrebujeme. Ked priddvame $tvorec, ¢o ide od y;
po Y2, tak na Afy;] priddme +1 a na A[ys] priddme —1. Potom hodnota P[y| vyjadruje okre-
vetenost pozicie y. A ked chceme vediet najvicsieho chudéka, tak chceme vedief maximum
zo vSetkych P[y].

Ako sa to naprogramuje? Rovnako, ako bezny suctovy alebo maximovy intervalac, ale
v kazdom vrchole si pamdtame dve rozne cisla, sicet a maximum, a pocitame ich tymito
vzorcami:

sucet[jal := sucet[lavysyn] + sucet[pravysyn]
maximum[jal := max(maximum[lavysyn], sucet[lavysyn]-+maximum[pravysyn])

Aby sme si zachovali O(logN) ¢as, tak ,maximum® vrcholu V nemoze zavisiet od nic¢oho,
¢o nie je v jeho potomkoch. Preto sa pri ratani maximum[V] chvilu tvarime, Ze V je koren a
ni¢ vlavo od neho neexistuje. Ked sa potom zistujeme maximum rodi¢a, musime to daf na
rovnakid mieru tak, Ze ku maximu pravého syna eSte pripoc¢itame sucet [lavysyn] (zase ako
keby ja bol koren a ni¢ vlavo od neho neexistovalo).

V tejto tlohe staci vediet zistovat maximum z celého stromu, ¢o uz je v maximum[koresi],
ale strom zvladne s mensimi dpravami zistovat aj maximum z P[0...b], a s viéSimi aj
maximum z Pla...b].

Lazy-loading intervalovy strom

8lebo som lenivy, tak si ho nastudujte vo vzordku 27. ro¢nika, prvého letného kola
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Lazy-loading stromy st sice StandardnejSie rieSenie na takéto tlohy, ale ja ich velmi
nemusim. .. nastastie to uz odovzdal MiSo Anderle, takZe som to nemusel vymyslat :-)

Pouzijeme maximovy lazy-loading strom, ktory vie jednak zistovat maximum zo vSetkych
Ali], a druhak vie vSetky Ala,...,b] naraz zmenit o v. DokéaZe to tak, Ze nemeni zaradom
Alal, Ala+1], atd az do A[b], ale v kazdom vrchole V si pamiita eSte hodnotu lazy [V], ktora

.....

sa mi to tam nechce zapisovat“. Vzdy, ked idem hlbsie ako do V, tak mdj lazy presuniem
do svojich potomkov, nech to tam dlho nestrasi.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <set>
#include <map>
#include <algorithm>
using namespace std;

int N, W, H, D;

// predislovanie
set<int> ypsilony;
map<int,int> skomprimuj;

// zametacie udalosti
struct event {
int x, yl, y2, hodnota;
event(int _x, int _yl, int _y2, int _hodnota) {
x = _x; yl = _yl; y2 = _y2; hodnota = _hodnota;
}
};

bool operator < (const event& a, const event& b) {
return a.x < b.x;

}
vector<event> eventy;

// struktura stromu:

// koren je vrchol 1

// potomkov maju vrcholy 1 aZ listov-1  (je ich dokopy listov-1)
//  listy st vrcholy listov aZ listov*2-1  (je ich dokopy listov)
int listov;

#define LEFT(v) ((v) * 2)

#define RIGHT(v) ((v) *2 + 1)

#define PARENT(v) ((v) / 2)

#ifdef CHCEM_TOMIHO_STROM
// stuétovo-mazimouvy intervaldd

A A s

vector<int> sucet, maximum;

void inicializuj_strom(int size) {
// listov == najmensia mocnina dvojky co je aspon size
listov = 1;
while (listov < size)
listov *= 2;
// vyrobime prdzdne sucet a mazimum
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sucet.clear(); sucet.resize(listovx2);
maximum.clear(); maximum.resize (listov*2);

}

void zmen_list(int v, int val) {
maximum [v] = sucet[v] = sucet[v] + val;
for (v = PARENT(v); v >= 1; v = PARENT(v)) {
sucet[v] = sucet[LEFT(v)] + sucet[RIGHT (v)];
maximum [v] = max(maximum[LEFT (v)], sucet[LEFT(v)] +
maximum [RIGHT (v)1);
}
}

void zmen_interval(int begin, int end, int val) {
zmen_list (listov + begin, val);
zmen_list (listov + end, -val);

}

int maximum_stromu() {
return maximum/[1];

}

#else
'/ lazy-loading mazimovy intervalac

/
A A A a4

vector<int> maximum, lazy;
vector<int> lavy_okraj, pravy_okraj;

void inicializuj_strom(int size) {
// listov == majmensia mocninca dvojky co je aspon size
listov = 1;
while (listov < size)
listov *= 2;
// vyrobime prdzdne maximum, lazy, lavy_okraj a pravy_okraj
maximum.clear(); maximum.resize(listov * 2);
lazy.clear () ; lazy.resize(listov * 2);
lavy_okraj.clear(); lavy_okraj.resize(listov * 2);
pravy_okraj.clear(); pravy_okraj.resize(listov * 2);
// lavy a pravy okraj == kam aZ siahaji moji vSetci potomkovia
// majprv to vyrdtam pre listy (tam je to vidy iba ten list samotny)
for (int i = 0; i < listov; i++) {
lavy_okraj[listov + i] = i;
pravy_okraj[listov + i] =i + 1;
}
// a potom zdola nahor pre vietky ostatné vrcholy
for (int i = listov-1; i >= 1; i--) {
lavy_okraj[i]l] = lavy_okraj[LEFT ()];
pravy_okraj[i] = pravy_okraj[RIGHT (i)];

}

void zmen_interval(int begin, int end, int val, int ja = 1) {

if (begin >= pravy_okrajl[jal || end <= lavy_okrajl[jal) {
// ak som ja uplne mimo intervalu, nic¢ nerob

} else if (begin <= lavy_okraj[jal && end >= pravy_okraj[jal) {
// ak som uplne vnitri intervalu, zapis to do lazy
lazy[jal += val;

} else {
// inak svoj lazy konecéne daj potomkom a zavolaj sa na nich
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lazy [LEFT (ja)] += lazyl[jal;

maximum [LEFT (ja)] += lazy[jal;

lazy [RIGHT (ja)] += lazyl[jal;

maximum [RIGHT (ja)] += lazy[jal;

lazy[jal = 0;

zmen_interval (begin, end, val, LEFT (ja));

zmen_interval(begin, end, val, RIGHT (ja));
}
// nakoniec updatnem svoje mazimum. musim pripoditat aj lazy[ja/, lebo
// “lazy“ znamend “tvdrme sa Ze vSetci podo mnou su o tolkoto viési“ a preto
// sa to rdta aj do mdéjho mazxima.
// (mazimum svojich potomkov priddm, iba ak nejakych mdm.)
maximum [ja]l = lazy[jal +

(ja >= listov ? 0 : max(maximum[LEFT (ja)], maximum[RIGHT (ja)l));

}

int maximum_stromu() {
return maximum/[1];

}

#endif
A A A e

void pridaj_stvorec(int stredx, int stredy, int velkost, int hodnota) {
// véetky intervaly si tu polootvorené, takZe na vietky konce priddm +1.
int 1 = max(1, stredx - velkost), r = min(W + 1, stredx + velkost + 1);
int u = max(1, stredy - velkost), d = min(H + 1, stredy + velkost + 1);
eventy.push_back(event(l, u, d, hodnota));
eventy.push_back(event(r, u, d, -hodnota));
ypsilony.insert (u) ;
ypsilony.insert(d) ;

}

int main() {

int i;

cin > H > W > N > D;

for (i = 0; 1 < Nj; i++) {
int x, y;
cin > y > x;
pridaj_stvorec(x, y, D / 2, 1);
pridaj_stvorec(x, y, 0, -2 * N); // -nekonecno

}

// zaradom vsetkym ypsilonom, aké sme videli, priradime nové hodnoty

i=0;

for (typeof(ypsilony.begin()) it = ypsilony.begin(); it !'= ypsilony.end(); it++) {
skomprimuj[*it] = i;
i++;

}

inicializuj_strom (ypsilony.size ()) ;
// zoradime zametané udalosti - je ich rddovo N (konkrétne 4N)
sort (eventy.begin(), eventy.end());
// spracujeme eventy a hladdme najvicsieho chuddka
int best = 0;
for (i = 0; i < eventy.size(); i++) {
event e = eventyl[il;
zmen_interval (skomprimujle.y1], skomprimujle.y2], e.hodnota);
// najprv spracujeme vietky eventy s rovnakou z-siradnicou, a aZ potom
// hladdme najvicésich chuddkov, aby ndm to nepokazil nejaky medzistav.
if (i !'= eventy.size() - 1 && eventyl[il.x == eventy[i + 1].x)
continue; // tohto preskocdime
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best = max(best, maximum_stromu());

}

cout << best << endl;
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