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Vzorové riesenia 1. kola letnej casti

.. vzorak pisal Mio
1. Ziarovky (max. 10 bodov)

Nebudeme sa s tym babraf a prejdeme rovno k veci. Uloha bola lahkéa, len si ju bolo treba
spravne prelozit. Tak podme prekladat: Ulohou bolo zistif, ¢ danj obvod svieti. Kedze je
obvod korektny, treba len zistif, ¢i je zapnuty vypina¢. Na zapnutom vypinaci nie je nic¢
podozrivé, ale ked si lepSie pozrieme vypnuty vypinaé¢, tak si v§imneme, Ze obsahuje znak
,/¢ alebo ,\“. Takyto znak vsak neobsahuje ziadna ina stuciastka. Teda prelozena tloha znie:
Zisti, ¢i sa v schéme nachadza znak ,,/“ alebo ,\“. Toto uz neznie tak zlozito.

Pomocou dvoch vnorenych cyklov sa pozrieme na kazdy znak v schéme (prvym precha-
dzame riadky, druhym jednotlivé znaky v nich) a skontrolujeme, ¢i to nahodou nie je jeden
zo znakov /¢ alebo ,\*. Ak ano, tak obvod nesvieti. Ak sme presli vSetky znaky a nenagli
sme ,,/“ ani ,\“, tak obvod svieti. Odpoved vypiSeme a je to.

Casova zlozitost je linearna od velkosti vstupu: O(r - s). Rychlejie to nejde, pretoze
musime skontrolovat kazdy znak.

Pamiitova zlozitost je konstantna (O(1)), pretoze si pamétame len konstantne vela
informacii.

Listing programu:

program Ziarovky;
var r, s, i, j: integer;
z: char;
ok: boolean;

begin
ReadLn(r, s);
ok := true;

for i := 1 to r do
for j := 1 to s do begin

Read(z);
if (z ="/) or (z = ’\") then
ok := false;
end;

if ok then WriteLn(’svieti’)
else WriteLn(’nesvieti’) ;
end.
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2 Z ostrova niet uniku

. ’ e opravoval Hermi
2. 7 ostrova niet tniku (max. 10 bodov)

Hned na zaciatku mnohi z vas odhalili velku fintu. Vdaka tomu, Ze sa priklad odohrava na
mriezke a stper sa moze pohybovaf vSetkymi 6smimi smermi, v nasom rade galeénov budeme
pouzivat len pravé uhly.

Najkratsou spojnicou medzi bodmi A a B je kazda cesta, ktora nerobi ziaden krok zlym
smerom. Napriklad ak je A vlavo hore od B, potom akdkolvek postupnost posunov dolu
a doprava, ktord zacne v A a skonéi v B, je rovnako dlha a zaroven je to aj najkratsia
spojnica. Na priklade to je jasne vidiet:

Ax....... c Akkkokkk
*K.evee  ceeecens *,
¥, .iie eeeecens *

..... *x, ceeeees ok,
...... k.., N
....... *B.. ce......B

Po kratkom zamysleni si uvedomime, Ze staci uzavrief ostrov do obdlznika. Najdeme
najsevernejsi, najjuznejsi, najvychodnejsi a najzapadnejsi bod ostrova. Potom kazdy z nich
posunieme o jedno poli¢ko smerom k jeho strane (severny na sever, atd.). Dostaneme Styri
body, ktoré ndm jednoznaéne uréuji obdlznik. Slava, hura! V O(RS) ¢ase a pamiiti nac¢itame
mapu, najdeme tieto body, doplnime obdlZznik a vypiSeme.

Nikto ale 10 bodov neziskal. Ako je to mozné? Dve slova: privela paméte. Teraz prestarite
¢itat a zamyslite sa nad rieSenim, ak vam prezradim, Ze bezi v ¢ase O(RS) a pamiti O(S5).
Pozrime sa nan:

Ako si mdézeme dovolit spracovavat riadok s najviac konstantnym poc¢tom nasledujtcich
riadkov? Finta je jednoduché — treba zabudnif na nasu fintu. Totiz ak by sme cheeli vypisat
obdlznik, ozaj to s mensou pamiitou spravit nevieme.

Predpokladajme, 7e vypliiame nejaky riadok mapy. Ak je este nad ostrovom, jednodu-
cho ho nechame prazdny a teda vypiseme nezmeneny. Ak sa uz ale v nasledujicom riadku
nejakd pevnina nachédza, musime tu zacat formovat galeény. Nevieme, ako Sirokt radu by
sme potrebovali na obdlznik, ale vieme, 7e teraz nam staci, aby sme obklt¢ili pevninu v na-
sledujiicom riadku. Preto forméciu roztiahneme po lavii a prava hranicu pevniny.

Teraz budeme spractvat niekolko riadkov, ktoré budu tvorit ostrov. Tam opit staci
pozriet na nasledujici riadok. Vieme, pokial nAm musi siahat novy lavy a pravy kraj formaécie,
a navyse vieme, kde ndm kon¢i lavéa a prava strana uz vytvorenej ¢asti, preto ju v pripade
potreby rozsirime.! Ak uz na dalsom riadku pevnina nie je, ostrov skonéil a uzavrieme
forméaciu. Takéto rieSenie si v kazdom momente pamita iba dva riadky mapy.

Ako poucenie z tohto prikladu by si mal kazdy zobrat, Zze aj ked najdeme peknu fintu,
ktord nam rieSenie zjednodusi, treba sa zamysliet nad tym, ¢i st tlohy naozaj ekvivalentné
a ¢i sa povodné naozaj neda vyrieSit efektivnejsie.

Listing programu:

program Priklad2;
var
teraz, predtym: string;
R, S, i, j: integer;
lavy_koniec, pravy_koniec, min, max: integer;
ostrov, pevnina: boolean;

1 Ale nezuzujeme, dokial ostrov neskonéi. Inak by sa mohlo staf, ze by sme neziskali spravne rieSenie.

http://www.ksp.sk /ksp2.0

Tato praca bola podporovand Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



Zlovolny populista 3

begin
ostrov := false;
ReadLn(R, S);
ReadLn (predtym) ;
for i := 2 to R do begin
ReadLn(teraz);
min := S; max := 1;

for j := 1 to S do
if teraz[jl = '#’ then begin

if j < min then min := j;
if j > max then max := j;
end;
pevnina := not ((min = S) and (max = 1));
if ostrov then begin {ostrov prave bezi}
if min > lavy_koniec + 1 then min := lavy_koniec + 1;
if max < pravy_koniec - 1 then max := pravy_koniec - 1;
for j := min - 1 to lavy_koniec do predtyml[j] := 'G’;
for j := pravy_koniec to max + 1 do predtyml[j] := 'G’;
if lavy_koniec > min - 1 then lavy_koniec := min - 1;
if pravy_koniec < max + 1 then pravy_koniec := max + 1;
end;
if (ostrov) and (not pevnina) then begin {sme na konci ostrova}
for j := lavy_koniec to pravy_koniec do terazl[j] := 'G’;
ostrov := false;
end;
if (not ostrov) and (pevnina) then begin {nasli sme zaciatok ostrova}
lavy_koniec := min - 1;
pravy_koniec := max + 1;
ostrov := true;
for j := lavy_koniec to pravy_koniec do predtyml[j]l := 'G’;
end;
WriteLn (predtym) ;
predtym := teraz;
end;
WriteLn (predtym) ;
end.
. . vzorak pisal Ivan
3. Zlovolny populista (max. 10 bodov)

Na vyriesenie tejto tlohy stadilo vymysliet relativne jednoduchy greedy? algoritmus a napisat
funkény kod.

Kazda zastavka pokrjva tizemie dizky 2d a nasou tlohou je pokryt vietky uvedené body
(domy) na priamke. Ked si zvolime spravny pristup k problému, lahko vymyslime jednoduchy
spOsob rozostavovania zastavok, ktory je optimalny (t. j. menej zastdvok nestaci).

Uvazujme o Tubovolnom pokryti a skimajme, ako moéze vyzerat. Aby boli vSetky domy
pokryté, musi byt pokryty aj ten uplne vlavo. Existuje teda (aspon) jedna zastavka, ktord
ho pokryva. Kedze vlavo od toho domu nie je ni¢, ¢o by bolo potrebné pokryt, mézeme tito
zastavku posunif ¢o najviac doprava tak, aby ho eSte pokryvala. Tato poloha zastavky je
urcite jedna z optimélnych (z pohladu poétu zastavok), lebo najlavejsi dom musi byt pokryty

2Po slovensky pazravy. Takto oznacujeme algoritmy, ktoré si vyberaju z viacerych moznosti ta, ktord je mo-
mentalne najlepsia, teda ,nemyslia na budacnost®.
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4 Zmiesané timy

a takto zastavka pokryva vSetko, ¢o moze (jej posivanim dolava pokryjeme len menej a menej
domov).

Ked sme si uz urcili poziciu jednej zastavky, vieme zistit, ktoré domy st nou pokryté a na
tie nepokryté mozeme pouzit rovnakt tivahu, az kym nepokryjeme vetky. Tymto spdsobom
vyrobime jedno mozné pokrytie s najmensim moznym poctom zastavok.

Podstatné je uvedomit si, Ze ked sme vyberali miesto, kam dat prvi zastavku, museli sme
ukézat, Ze lepSie sa to naozaj neda. Bez ohladu na to, ako st umiestnené ostatné domy a kam
budeme davat ostatné zastavky, nejaka zastavka musi pokryt najlavejsi dom. My poznidme
najlepsie miesto pre nu a mozeme ju tam teda daf — greedy algoritmus bude fungovat. Ak
by sme zacinali niekde v strede, nevieme len tak povedat, ¢i nebude lepsie postavit zastavku
trochu dolava alebo doprava.

Nase rieSenie prechadza zoznamom domov zlava doprava, pri¢om si paméita polohu zatial
poslednej postavenej zastavky. Vzdy, ked pride k domu (ozna¢me jeho poziciu a;), ktory este
nie je pokryty, pridd nova zastavku ¢o najviac doprava (teda na poziciu a; + d).

Vdaka tomu, Ze zastavky st uz na vstupe usporiadané zlava doprava, ¢asova zlozitost
nasho riesenia je O(n). Pamitova zlozitost je O(n), pretoze kvoli formatu vystupu nemozeme
postupne vypisovat postavené zastavky, ale musime si ich pamiitat a vypisat az nakoniec.

Listing programu:

var n, d, m, p, i, a: longint;
Z: array [1..1000000] of longint;

begin
ReadLn(n, d);
m := 0; { pocet zastavok }
p := -d; { poloha poslednej zastavky }

for i := 1 to n do begin
Read(a);
if a - p > d then begin { poslednd zastdavka nepokryva a_i }
p := a + d;
Inc(m);
Z[m] := p;
end;
end;

WriteLn(m) ;
for i :=1tom -1 do
Write(Z[i], ’7);

WriteLn(Z[m]);
end.
o v . . opravoval Bruno
4. Zmiesané timy (max. 15 bodov)

Tato tloha sa dala riesif velmi jednoduchym spoésobom — vzdy, ked ndjdeme nejaki trojicu
Tudi, ktori st navzajom kamaratmi, vyberieme ich do timu. Podstatnou ¢astou tlohy bol teda
dokaz spravnosti — nemdze sa stat, ze nahradenim niektorych trojic inymi zvySime mnozstvo
timov?

Doékaz
Pozi¢iame si terminolégiu z tedrie grafov — Studentov budeme oznacovat ako vrcholy,
priatelstva medzi nimi ako hrany a timy ako trojuholniky.

http://www.ksp.sk /ksp2.0

Téato praca bola podporovand Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



Zmiesané timy )

Uvazujme trojicu studentov a,b, c, ktori st navzajom kamaratmi. Kedy by sa mohlo
stat, Ze sa nam neoplati vybrat ich ako tim? Znamenalo by to, Ze je lepsie vybraf nejaky iny
trojuholnik, ktorého vrcholom je aspon jeden z tychto troch Studentov. Pretoze im zostava uz
len najviac jedna volné hrana, musi byt medzi vrcholmi tohto trojuholnika este jeden dalsi
student z trojice a,b,c. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech st to Studenti a a b, zostavajuci
vrchol oznac¢me d.

Rozoberme dve moznosti: ak su vrcholy ¢ a d spojené hranou,
potom tito Styria Studenti tvoria samostatny komponent a nezalezi

na tom, ktory trojuholnik z neho si vyberieme — vZdy zostane jeden
vrchol nevyuzity.

V opac¢nom pripade sa vrcholy ¢ a d uz urcite nenachadzaju
v dalsom trojuholniku. Preto znova nezalezi na tom, ¢i si vyberieme
trojuholnik a, b, ¢, alebo a, b, d — zvySok grafu to neovplyvni.

Z toho nam vyplyva, ze vybranim Tubovolnej trojice volnych

studentov, ktori st navzajom kamaratmi, si nepokazime riesenie.

Implementacia

Pre kazdého Studenta s; sa teda pokusime najst tim, do ktorého by mohol patrit. Po-
stupne prechadzame vSetkych jeho kamaratov so; pre kazdého z nich zase prechddzame vset-
kych jeho kamaratov s3. Takto méame vybrani trojicu Studentov, staci ndm uz len overit, ¢i
sa s; priateli s s3. Ak 4no, nasli sme trojuholnik a zaradenych $tudentov si oznacime, aby
sme ich uz nepriradili do dalSieho timu.

Toto celé trva konStantny cas, kedze kazdy Student mé najviac troch priatelov. Tento
postup opakujeme pre kazdého Studenta, ¢asova zlozitost hladania timov bude preto O(N).
Nacitanie timov trva O(M). M je najviac 3N/2, takze M = O(N) a celkova zlozitost prog-
ramu bude O(M + N) = O(N).

Pamitame si dve polia, kazdé s velkostou N. Priatelstva si paméitame pre daného Stu-
denta ako zoznam priatelov, takze paméfova zlozitost je O(N).

Bodovanie
Za algoritmus bez dokazu sa dalo ziskat najviac 6 bodov. Dobry dokaz vedel ziskaft
dalsich 9 bodov.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

int main() {
int n, m, pocet = 0;
scanf(“%d %d“, &n, &m);
vector<vector<int> > G(n); // graf priatelstiev
vector<bool> U(n, false); // je uZ student v nejakom time?
for (int i = 0; i < m; ++i) {

int a, b;
scanf(“%d %d“, &a, &b);
--a, --b;

G [a].push_back(b);
G [b] .push_back(a);

for (int i = 0; 1 < n; i++) {
int sl = i;
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6 O domindch

for (int j = 0; j < (int) G[sl].size(); j++) {
int s2 = GI[s11[j];
for (int k = 0; k < (int) G[s2].size(); k++) {
int s3 = G[s2][k];
for (int el = 0; el < (int) GI[s3].size(); el++) {
if (G[s3][ell == s1 && 'Ulsl1] && !'U[s2] && 'U[s31) {
// nasli sme trojuholnik
pocet++;
Ulsl1l] = U[s2] = U[s3] = true;

}
}
}
}
}
printf(“%d\n“, pocet);
}
. opravoval Mic
5. O dominach (max. 15 bodov)

Priklad nebol velmi zloZity, napriek tomu priglo len 25 rieSeni a nie vSetky boli spréavne. Ale
preto je tu vzorak, aby ste nabudice dostali plny pocet bodov.

Bodovanie

Za linedrnu ¢asovi a paméitovu zlozitost som déaval najviac 14 bodov. Najviac 15 bodov
bolo za konstantnt pamétov zlozitost a linearny ¢as. Slibenych 9 bodov dostali ti, ¢o riesili
existenénil ilohu. Nefunkéné riesenia dostali najviac 3 body. Body som strhaval ako obyc¢ajne
za nedostatoc¢ny popis, drobné chyby v algoritme, bugy v kéde a chybajuce odhady casovej
a pamiitovej zlozitosti.

Prevod na inua ulohu

Nagou tlohou je z celej danej sady domin, ktoré obsahuju ¢isla 0 az 6, postavit rad
domin, ktoré na seba nadviizuji. My si tto alohu preformulujeme do reéi teérie grafov.?
Vrcholy ndm budu tvorit ¢isla (od 0 po 6) a kazdé domino ndm bude reprezentovat hranu.
KedZe mozeme mat viac domin rovnakého tvaru, tak aj medzi dvoma vrcholmi méze byt
viac hran. V grafe moézu byt aj slucky (kvoli dominam tvaru (z, x)).

Ak si zoberieme nejaky korektny rad domin, napriklad (1,2),(2,3),(3,1),(1,1), tak ten
zodpovedd nejakému ,rovnakému“ tahu v grafe (jediny rozdiel je, Ze v rade s domina
a v tahu st hrany*). Rovnako to funguje aj opaénym smerom. Ak zoberieme tah v grafe, tak
dostaneme korektny rad domin. Preto ak v grafe ndjdeme tah, ktory prechadza cez vsetky
hrany, tak z neho vieme trividlne vyrobif pozadovany rad domin. Ak taky fah neexistuje,
tak jeden rad zo vSetkych domin spravit nevieme. Takyto tah v grafe sa vola eulerovsky
tah a jeho hladanie je zndmy a nie velmi obtiazny problém. Odteraz zabudneme na domind
a budeme sa rozpravat vyhradne o grafoch.

Co je to graf?

Kazdy graf sa sklada z mnoziny vrcholov V' a mnoziny hran E. Kazda hrana je dvojica
vrcholov z V. Hrany obycajne zapisujeme ako usporiadané dvojice, ¢ize hranu z vrcholu
u do vrcholu v zapiSeme ako (u,v). Hovorime, ze vrcholy u aj v st incidentné s hranou

3T1, ktori nevedia, o je to graf, nech si pre¢itaju dalsi odsek a potom pokraduju v Gitani tohto odseku.

4Alebo hrany st v tahu?
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O domindch 7

(u,v). Vrcholy mozu reprezentovat napriklad krizovatky a hrany ulice medzi jednotlivymi
krizovatkami. Alebo vrcholy budu éisla a hrany buda domina.

Hrany v nasom pripade st neorientované (to zodpoveda cestnej sieti bez jednosmeriek, pri
dominéch to znamend, ze ich moézeme otac¢at). Hrana moze byt aj tvaru (u,u), ¢o zodpoveda
dominu s rovnakymi ¢islami alebo ,,okruznej ulici“. Takymto hrandm budeme hovorit sluéky.
Ak medzi vrcholmi u a v existuje hrana (u,v), tak hovorime, Ze vrcholy u a v si susedné
a ze vrchol u je susedom vrcholu v (a naopak). V grafe mozu byt hrany viackrat. Vtedy
hovorime, Ze dand hrana je viacnasobna.

Cesta v grafe je postupnost vrcholov uy, ug, . .., ug, priCom vrcholy u; a u; 1 st susedné.
V ceste sa nemozu vrcholy opakovat. Naopak fah je ,cesta“, v ktorej sa vrcholy mozu
opakovaft, ale hrany nie. V pripade viacnasobnych hran, fah moze obsahovat hranu najviac
tolkokrat, kolkokrat je dand hrana v grafe. Rovnako ako mézeme cesty a fahy charakterizovat
postupnostou vrcholov, vieme tak spravit aj postupnostou hran ktoré lezia v tahu, ¢o budeme
CastejSie pouzivat.

Graf je suvisly, ak existuje cesta medzi lubovolnou dvojicou vrcholov (inymi slovami,
medzi kazdymi dvoma krizovatkami sa d& dostat tak, Ze budeme chodit len po existujtcich
uliciach).

Priklad: V ={1,2,3}, £ ={(2,1),(1,2),(2,2),(2,3)}. Tento graf obsahuje 3 vrcholy a 4
hrany. Graf obsahuje slucku (2,2) a viacnasobna hranu (1, 2) (kedZe hrany st neorientované,
tak hrana (1,2) je vlastne také ista ako hrana (2,1)). Hrany v poradi, v akom st vymenované,
tvoria tah.

Existencia eulerovského tahu

Budeme predpokladat, Ze graf neobsahuje slucky. Ak obsahuje, tak ich vymazeme (a
zapamétame si to) a na konci slucky jednoducho vlozime do fahu. Napriklad ak sme vymazali
slucku (2,2) a nasli sme tah (2,1),(1,2),(2,3), tak slucku vlozime do fahu napriklad na
zaciatok alebo na predposledné miesto.

Pre potreby tohto vzoraku si zavedieme pojem parny vrchol a neparny vrchol. Parny
vrchol je taky vrchol, ktory mé parny pocet incidentnych hran; neparny vrchol ma neparny
pocet incidentnych hran. Ked budeme hovorit o parite vrcholu, budeme mat na mysli, ¢i je
parny alebo neparny.

Graf musi spliiaf niekolko veci na to, aby v iom existoval eulerovsky fah. V prvom rade
musi byt savisly. Ak nie je suvisly, tak jeden fah nemdze pokryt vSetky hrany. Pozrime sa
teraz na eulerovsky tah. Zoberme si lubovolny vrchol u. Ak4 je jeho parita? Predpokladajme
na chvilku, Ze u nelezi ani na jednom konci tahu. Za kazdy vyskyt vrcholu u v fahu si
zaradtame dve hrany, s ktorymi je u incidentny.

Ak sa u vnutri tahu nachadza k-krat, potom je incidentny s 2k hranami a je parny. Ak
u lezi aj na okraji fahu, tak je incidentny s hranou navyse. Ak lezi iba na jednom konci, mé
2k + 1 hran a je neparny. Ak lezi na oboch koncoch, tak ma 2k + 2 hrén (a je parny). Ak u
lezi iba na jednom kraji, potom vrchol na druhom kraji je tiez neparny. To znamené, ze 0
alebo 2 vrcholy sa neparne a ostatné si parne.

Ak graf porusuje tito podmienku, tak nemoze obsahovat eulerovsky cyklus. Ako vidime,
tato podmienka je nutna. Je aj postacujica? Ano, je. To znamend, 7e sta¢i skontrolovaft
suvislost grafu a paritu pre kazdy vrchol grafu. V dalSom odseku sa dozviete, preco je to aj
postacujica podmienka.

Hladanie tahu

Ukazeme, ako v stvislom grafe, ktory ma najviac® dva neparne vrcholy, nijst eulerovsky
tah. Pre zaciatok budeme predpokladat, Ze vSetky vrcholy st parne. Za¢neme tak, Ze si
vyberieme lubovolny vrchol (napriklad u) a budeme sa hybat po grafe tak, ze za¢neme vo

5Kvizova otazka: moze mat iba jeden neparny vrchol?
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8 O domindch

vrchole u a vzdy sa posunieme do TubovoIného susedného vrcholu po hrane, ktorou sme este
nesli. Takto vyrobime nejaky tah, ktory ale eSte nemusi byt eulerovsky. V ktorom vrchole
tento tah konci?

Podme pocitat paritu vrcholov. Na zaciatku je kazdy vrchol parny. Ked sa posunieme
z vrcholu u do susedného vrcholu v a ,,vymazeme® prislusnd hranu, u aj v sa stani neparnymi.
7Z toho, ze v je neparny, vyplyva, Ze je incidentny s aspon jednou nepouzitou hranou. Preto
z v vieme predizit fah do dalsieho vrcholu (a ,,vymazeme® prislusni hranu). Tymto titkonom
zmenime paritu vrcholu v na parnu a tiez zmenime paritu dalSieho vrcholu. Ak to nie je
vrchol u, tak to znamena, Ze vrchol je neparny a preto z neho vedie aspon jedna nepouzita
hrana. Ak je to vrchol u, tak potom jeho parita je parna a potencidlne uz nemusi byt ziadna
hrana volné.

Ako vidime, nech sa hybeme po grafe akokolvek, zastat mézeme len vo vrchole u (lebo
ina¢ vrchol, v ktorom sme, je neparny a teda je incidentny s nepouzitou hranou). Preto ked
skonéime, postupnost vrcholov, ktoré sme navstivili, bude tvorit cyklus. Graf, ktory ostal,
uz nemusi byt suvisly, ale vSetky vrcholy v nom st parne.

Zoberme si teraz nejaky vrchol, ktory lezi na cykle, ale ostavaji mu este nejaké hrany.
Ak z neho za¢neme vytvaratf novy tah (samozrejme bez hran, ktoré st v predchadzajacom
cykle), tak vytvorime dalsi cyklus. Momentalne mame dva cykly, ktoré st spojené (aspori)
jednym vrcholom. V tomto vrchole mézeme oba cykly rozpojit a spojit ich do jedného velkého
cyklu. Ak tento cyklus obsahuje vSetky hrany, tak sme vyhrali; v opa¢nom pripade si opit
vyberieme vrchol, ktory lezi v cykle a méa eSte nepouzité hrany, a ...

Tymto spésobom budeme postupne zvicsovat cyklus, az ndm na koniec neostani ziadne
hrany (graf je suvisly). Vtedy tento cyklus rozpojime v nejakom vrchole, ¢im dostaneme
hladany tah. Co ak graf na zaciatku obsahuje dva neparne vrcholy? Vtedy prvé prehlada-
vanie zac¢neme v jednom z tychto vrcholov a ono nutne skonéi v druhom neparnom vrchole
(argumenty, preco je to tak, st rovnaké ako vyssie). Po tomto prehladani ndm ostane graf
s parnym poc¢tom vrcholov, ¢o uz je situédcia, ktort vieme riesit.

Ako tuto vec implementovat? Priamociaro by to asi nebolo prili§ efektivne: ndjdeme
cyklus, ndjdeme vrchol, ktorému ostavaju hrany, najdeme dalsi cyklus, ... Namiesto toho
mozeme efektivne vyuzit rekurziu. Spravime si rekurzivnu funkciu, ktora bude prehladévat
graf do hibky. Bude vyzerat nejako takto (G[vrchol] je zoznam hran, s ktorymi vrchol susedi):

euler (vrchol):
for hrana in G[vrchol]:
if not navstivena[hrana]:
navstivena[hranal :=true;
euler (druhy_koniec_hrany (hrana,vrchol)) ;
break;
print vrchol

V tomto programe nijdeme prvil hranu, ktora nie je pouzitd, oznac¢ime ju za pouzita
a rekurzivne sa na 1nu zavoldme. Ked sa vratime z rekurzie, skon¢ime cyklus for a vypiseme
vrchol. VSimnite si, ze takto vypiseme cyklus, ktory sme nasli, v opac¢nom poradi.

Co by sa stalo, keby sme odstranili prikaz break, ktory ukonéi cyklus? Po navrate z
rekurzie sa zavolame aj na dalSie nenavstivené hrany z vrcholu v (ak este také su). Kedze
ostavajuci graf méa iba parne vrcholy, toto prehladévanie skonéi vo vrchole v a pri vracani sa
naspit vypise cyklus z vrcholu v do vrcholu v, ¢im sme efektivne spojili oba cykly.

Redukcia pamiitovej zloZitosti

Za predchadzajuce rieSenie by ste dostali 14 bodov. Prefo? Lebo mnoZstvo pamiite,
ktoré predchadzajtce rieSenie pouziva, linedrne zavisi od poc¢tu hran v grafe. Aj keby sme
si nepamiitali kazdi hranu zvlast, ale pre kazdy typ hrany len pocet. Preco? Hore uvedeny
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O domindch 9

algoritmus pouziva rekurziu.® Vzdy, ked sa rekurzivne zavoldme, program si ulozi na stack
hodnoty parametrov funkcie a jej lokdlne premenné (aby ich vedel obnovit po navrate z
funkcie). Preto pamitova zlozitost algoritmu zavisi linearne od hibky rekurzie.”

Ako redukovat pamitovi zlozitost? Zoberme si najskor hrany /domina tvaru (x,x). Tieto
mozeme z grafu odstranit a na konci ich jednoducho pridat do postupnosti. Zoberme si teraz
ostatné hrany, ktoré su v grafe velakrat. Napriklad nech hrana (1,2) sa nachadza v grafe
47 krat. To, ¢i existuje eulerovsky fah, zéavisi len od parity vrcholov. Preto ak vymazeme
parny pocet hran (1,2), tak sa ndm parita vrcholov 1 a 2 nezmeni. Preto mozeme z grafu
vymazat 46 hran tvaru (1,2) a na konci pridat do postupnosti na spravne miesto 23 ,sluciek®
tvaru (1,2),(2,1). Pri mazani si ale treba dat pozor. Ak by sme mali 74 hran tvaru (1,2),
tak vymazanim 74 z nich sice paritu vrcholov nezmenime, ale mozeme rozpojit graf. Preto
v takom pripade vymazeme iba 72 hran.

Ak toto aplikujeme na kazda hranu, dostaneme graf, ktory ma konstantni velkost (7
vrcholov, najviac 42 hran). Potrebujeme si poznacif aj vymazané hrany (pripominame, ze
na zaciatku sme z grafu vymazali slucky). Ak si ich nebudeme pamétat po jednom, ale pre
kazdy typ vymazanej hrany si zapamitame len ich pocet, budeme na to potrebovat 28 ¢isiel.
Pamiitova zlozitost ostava konstantna, graf ma konstantni velkost, takZe aj hibka rekurzie
bude konstantné.

Casova a pamitova zloZitost

KedZe pustame algoritmus na graf konstantnej velkosti, asové aj pamiitova zlozitost je
konstantnd. Avsak vstup musime nacitat a spracovat, ¢o nam trva linearny cas. Preto celkova
¢asova zlozitost algoritmu je O(IN) a pamitova zlozitost je O(1).

Poznamka

Casové zlozitost véeobecného algoritmu na hladanie eulerovskej cesty zavisi od reprezen-
tacie grafu (predpokladdme, Ze hrany nie s viacnasobné a graf neobsahuje slucky). Nech
N je pocet vrcholov grafu a M je pocet jeho hran. Ak si pre kazdy vrchol paméitame zo-
znam jeho susedov, tak ¢asova aj pamétova zlozitost tohto algoritmu je O(N + M). Ak si
pamiitame graf ako maticu susednosti, tak ¢asové aj pamitova zlozitost algoritmu je O(N?2).

Bonus

Vsimnite si, Ze pri redukcii pamétovej zlozitosti sme spustali algoritmus na hladanie
eulerovského fahu na graf, ktory ma konstantni velkost (méme 7 vrcholov, medzi kazdou
dvojicou vrcholov st najviac 2 hrany). Preto mozeme pouzit lubovolny funkény algoritmus na
hladanie eulerovského tahu, kludne aj taky s exponencidlnou ¢asovou zlozitostou (napriklad
sktsanie vSetkych moznych fahov) a stéle si zachovame konsStantni pamétova zlozitost a
linearny cas vypoctu.

Implementacia

Vzorové programy najdete dnes dva. Obidva st takmer tplne totozné, akurat jeden je
napisany v C++ a druhy v Pascale. Graf si reprezentujeme ako maticu susednosti G. To je
dvojrozmerné pole velkosti 7 krat 7, kde si na pozicii G[i|[j] pamétame, kolko hrén z i do j
méame (kazda hranu mame poznacent dvakrat, raz v G[i|[j] a raz v G[j][]). V poli H, ktoré
mé rovnaké rozmery ako G, si paméitame, kolko hran sme na zaciatku z grafu odstranili
(pamétame si tam aj slucky). V poli W si pamétame, kolko hran sme uz pouzili. Takze ak
W1il[j] < Gi][j], tak to znamena, ze z vrcholu ¢ existuje nepouzita hrana do vrcholu j.

Vzordk v C++:

%Ak to implementujeme bez rekurzie, budeme mat rovnaky problém.

"Kvizova otdzka: Akt hibku ,rekurzie“ mal film Inception (slovensky nézov je Poéiatok)?
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10 O domindach

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

vector<vector<int> > G, H, W;
vector<int> stupne;
vector<int> tah;

void euler(int vrchol) {
for (unsigned int i = 0; i < G[vrchol]l.size(); i++) {
if (W [vrcholl[il] < GI[vrcholl[il) {
W [vrchol] [i] ++;
W [i] [vrchol] ++;
euler(i);
tah.push_back(vrchol) ;

}

void vypis_slucku(int vrchol) {
while (H[vrchol] [vrcholl > 0) {
cout << vrchol << vrchol << “ 4;
H[vrchol] [vrchol]l--;
}
for (unsigned int i = 0; i < G[vrchol].size(); i++) {
while (H[vrchol]l[il] > 0) {
H[vrcholl [i] -= 2;
HI[i] [vrchol]l] -= 2;
cout << vrchol << i << “ “ << i << vrchol << “ %;

int main() {

int N;

int start = 0;

int Hran = 0;

cin > N;

if (N == 0) {
cout << “Da sa.“ << endl;
return 0;

}
G .resize(7, vector<int>(7, 0) );
W =H = G;

stupne.resize(7, 0);
//Nacitame maticu susednosti
for (int i = 0; 1 < N; i++) {
int a, b;
cin > a > by
G[al [b]++;
G [bl [al++;
start = a;
}
//Zmensime graf
for (unsigned int i = 0; i < G.size(; i++) {
for (unsigned int j = 0; j < G[i].size(); j++) {
if (GHIGY > 2 & i 1= 1)) {
if (GLIG] % 2 ==1) {
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HMGIG) = GHIGY - 15
} else {
HMGIG] = GHIG] - 2;
}
GILG] -= HEIGY;
}
if G ==j {
HOGIG] = GLHIGY /7 2;
Gl = 0;
}

Hran += GI[il[j];
}
}
//Skontrolujeme, ci nemame velky pocet neparnych vrcholov
int nepar = 0;
for (int i = 0; i < (int) stupne.size(); i++)
if (stupneli]l % 2 == 1) {
nepar++;
start = i;
}
if (nepar > 2) {
cout << “Neda sa.“ << endl;
return 0;
}
euler (start) ;
//Kontrola, ci graf nie je suvisly -- Ak sme nepouzili vsetky hrany
if ((int) tah.size() '= Hran) {
cout << “Neda sa.“ << endl;
return 0O;
}
cout << “Da sa.“ << endl;
for (int i = 0; 1 < (int) tah.size() - 1; i++) {
vypis_slucku (tah[il) ;
cout << tahl[i] << tah[i + 1] << “ ¢
vypis_slucku (tah[i + 11);
}
if (tah.size() > 0) cout << tah[tah.size() - 1] << start << “ %;
vypis_slucku(start) ;
cout << endl;

Vzoréak v Pascale:

Listing programu:

const maxN = 100000;

var N, i, j, dlzkaTahu, a, b, start, nepar, Hran: integer;
G, H, W: array [0..6, 0..6] of integer;
stupne: array[0..6] of integer;
tah: array [0..maxN] of integer;

procedure euler(vrchol: integer);
var i: integer;
begin
for i := 0 to 6 do begin
if Wlvrcholl[il < G[vrcholl [i] then begin
Inc (W [vrchol] [i1) ;
Inc(W il [vrcholl);
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euler(i);
tah[dlzkaTahul] := i;
Inc(dlzkaTahu) ;
end;
end;
end;

procedure vypis_slucku(vrchol: integer);
var i: integer;
begin
while H[vrchol] [vrchol] > 0 do begin
Write(vrchol, vrchol, ’7);
Dec(H [vrchol] [vrcholl);
end;
for i := 0 to 6 do begin
while H[vrchol][i] > 0 do begin
Write(vrchol, 1, ’’, i, vrchol, ’7);
Dec(H [vrchol]l [i]l, 2);
Dec(HI[i] [vrcholl, 2);
end;
end;
end;

begin
ReadLn(N);
if N = 0 then begin
WriteLn(’Da sa’) ;
Exit;
end;
for i := 0 to 6 do stupnelil := 0;
for i := 0 to 6 do for j := 0 to 6 do begin

GIlil[] := 0;

HGIGT := 0

WIl [l := 0;
end;

{Nacitame maticu susednosti}
for i := 0 to N - 1 do begin
Read(a, b);
Inc(G[al[bl);
Inc(G[bl[al);

start := a;
end;
{Zmensime graf}
Hran := 0;

for i := 0 to 6 do for j := 0 to 6 do begin
if (GLi1[1 > 2) and (G <> j) then begin
if G[I1[j]] mod 2 = 1 then begin
HOGIG] := GHIGT - 1;
end else begin
HOIG] := GHIG] - 2;
end;
Dec(GIil[j1, HIEGIGD;
end;
if i = j then begin
H ][] GIlil[j] div 2;
Gl [j] 0;
end;
Inc(Hran, GILil[1);
end;
{Skontrolujeme, ci nemame velky pocet neparnych vrcholov}
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nepar := 0;
for i := 0 to 6 do begin
if stupnelil] mod 2 = 1 then begin

Inc(nepar);
start := i;
end;
end;

if nepar > 2 then begin
WriteLn(’Neda sa.”) ;
Exit;
end;
euler(start);
{Kontrola, ci graf nie je suvisly -- Ak sme nepouzili vsetky hrany}
if dlzkaTahu <> Hran then begin
WriteLn(’Neda sa.”) ;
Exit;
end;
WriteLn(’Da sa.’) ;
for i := 0 to dlzkaTahu - 2 do begin
vypis_slucku(tah[il);
Write(tah[i]l, tahli + 11, ’);
vypis_slucku(tah[i + 11);
end;
if dlzkaTahu > 0 then WriteLn(tah[dlzkaTahu - 1], start);
vypis_slucku(start) ;

WriteLn;
end.
.« . ’ . e . vzorak pisal Bob
6. Oleja je dost, nenaolejujeme aj lampu? (max. 20 bodov)

Vsimnime si, Ze jazykolamy st vlastne dobre uzatvorkované postupnosti dvoch druhov zat-
voriek: pr a st. Nagou alohou je najst dobre uzatvorkovani postupnost rovnakej dizky, ktora
v abecednom poradi nasleduje.

Zékladna myslienka rieSenie bude podobnd, ako ked hladdme nasledujicu permutéciu:
a zvySok doplnif na ¢o najmensi (v abecednom poradi) jazykolam.

Ako priklad si vezmime vzorovy vstup pprrst. Najdlhsim prefixom, ktory mozeme za-
chovat, je ppr (ak by sme nechali bez zmeny pprr, mohli by sme to doplnit iba s pr alebo st,
tym by ale nevznikol vicsi jazykolam). Nasledujtci znak r zvi¢sime na s, zatial mame pprs.
Zvysok sa d& doplnif jedingm sposobom (kedZe potrebujeme zatvorit zatvorky, ktoré otvorili
p a s), vznikne nam tak jazykolam pprstr.

Budeme teda postupne sktisat prefixy zadaného jazykolamu od najdlhsieho po najkratsi.
Aby sme vedeli urcit, ¢im sa d& aktualny prefix doplnif na jazykolam, v zasobniku si budeme
pamiitat zoznam zatvoriek, ktorymi este potrebujeme uzatvorit otvorené zatvorky v prefixe.
Napriklad pre prefix prpssts budeme maf na zasobniku zhora nadol znaky t, t a r.

Ako upravit obsah zdsobnika, ked prechddzame z prefixu we na kratsi prefix w (c je
nejaky zo znakov p, r, s, t)? Ak je ¢ uzatvarajicou zatvorkou, vlozime ju na vrch zasobnika,
kedZe ma niekde v prefixe w svoj otvarajuci naprotivok. V opacénom pripade odstranime
prvok z vrchu zdsobnika — tento znak mal uzatvorif zatvorku, ktort otvara c, to uz ale nie
je potrebné.
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14 Oleja je dost, nenaolejujeme aj lampu?

Ked sme si uz urcili konkrétny prefix a upravili zasobnik, vysktsame postupne vsetky
moznosti pre nasledujtice pismeno (vyberieme si najmensiu vyhovujicu). Nech pévodne na-
sledovalo pismeno ¢, my chceme pouzif pismeno d (¢ < d). V pripade, Ze je d uzatvarajicou
zdtvorkou, musime este skontrolovat, ¢i je najblizsia neuzavretéa zatvorka v prefixe rovnakého
druhu. Na to vyuzijeme hodnotu na vrchu zasobnika.

Nakoniec skontrolujeme, ¢i sa da nas prefix nasledovany pismenom d doplnit na jazyko-
lam. Uréite potrebujeme aspon uzavriet vsetky neuzavreté zatvorky. Ci sa to stiha, zistime
porovnanim poc¢tu znakov zostévajucich do konca jazykolamu s velkostou zédsobnika. Ak nam
eSte zostala rezerva, volné miesto vyplnime retazcom ppp. .. pr...rrr.

Pre kazdy nepouzitelny prefix jazykolamu vykondme O(1) operacii (okrem toho, pri
ktorom nakoniec zmenime koniec postupnosti, tam vykondme O(N) operacii, ale vtedy aj
skon¢ime). Celkova ¢asova zloZitost tohto rieSenia je preto linedrna od dizky vstupu.

KedZe tato tloha bola praktickd, zélezalo aj na bezchybnej implementacii vasho rieSenia.
Zial, dost vela stifaziacich dostalo 0 bodov. Ak si neviete najst chybu, sktste si napisat nejaké
pomalsie (aj exponencialne) riesenie a porovnavajte s nim vysledky vasho programu. Casto
sa problém prejavi uz na malych vstupoch.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <string>
#include <stack>

using namespace std;

char Z[4] = {’p’, ’r’, ’s’, ’t’};

inline bool zatvara(char c) {

return c == ’r’ || ¢c = ’t’;
}
int main() {

string J;

cin >> J;

int n = J.size();
stack<char> S;

for (int i =n - 1; i > 0; --i) {
if (zatvara(J[i1)) // upravime zdsobnik
S.push(J[il);
else
S.popQ;

for (int j = 0; j < 4; ++j)
if (Z[j1 > JUGH{ // chceme vidsi znak

if (zatvara(Z[j1)) {

if (S.empty() || S.topQ !'= Z[D
continue; // uzatvdrajica zdtvorka nepasuje

S.popQ);

} else
S.push(Z[j + 11); // uzatvdrajica k Z[j]

int k =n-1-1- S.size(); // velkost rezervy
if (k >= 0) {
cout << J.substr(0, i) << Z[j1; // vypiseme prefiz, zvicseny znak,
cout << string(k / 2, ’p’) << string(k / 2, ’r’); // ppp...pr...70MT,
while (!S.empty()) {
cout << S.top(); // a nakoniec obsah zdsobnika
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S.popQ);
}
cout << endl;
return 0O;

}

if (zatvara(Z[j1))
S.push(Z[j1);
else
S.popQ);

’ e e ® . opravoval Misof
7. Opozicia opéit zasahuje (max. 20 bodov)

Této uloha nie je prave tazké, jej rieSenie ale vyzaduje postupne niekolko nezévislych kro-
kov. Prehryzt sa cez vSetky da zabraf, ¢o sa tragicky odrazilo na poc¢te riesitelov. V tomto
vzorovom rieSeni preto pdjdeme na vec pekne pomaly, krok za krokom.

Zbavme sa priemeru

V prvom rade si mézeme uvedomit, ze optimalizovat priemernti vzdialenost dom-zastavka
je to isté ako optimalizovat sticet vzdialenosti dom-zastavka. Priemer totiz nie je ni¢ iné ako
sucet vydeleny ¢islom n, teda po¢tom domov. A pocet domov je stale ten isty.

My teda budeme vo zvysku rieSenia uvazovat o tlohe, kde optimalizujeme stucet vzdia-
lenosti domov od najblizsich zastavok. Vyhodou bude, Ze si v rieSeni vystacime s celymi
¢islami, a teda vSetky vypocty buda presné.

Jedna zastavka s nekoneénym dosahom

Na tuvod sa pozrieme na jednoduchsiu dlohu. Zabudneme na to, ze mame nejaky maxi-
malny dosah zastavky d. A tiez na to, ze mozeme pouzif viac ako jednu zastavku. V nasej
zjednodusenej ulohe teda mame dedinu, ktora treba celti pokryt jednou zastavkou. Kam je
optimalne ju umiestnit?

Prvym tipom by mohol byt priemer stradnic domov, no Tahko sa ukaze, Ze tento tip
nemusi vzdy fungovat. (Pre dedinu s domami 0, 40 a 200 je optimalnym riesenim 40, nie 80.)

Ked méme postupnost tvorent neparnym poctom prvkov, jej median je prvok, ktory by
bol presne uprostred, keby sme prvky postupnosti usporiadali podla velkosti. Pre postupnost
s parnym poctom prvkov existuje viacero réznych definicii medidnu, najcastejSie sa vSak
pouziva priemer hodnot dvoch prvkov, ktoré st prostredné podla velkosti.

A prave median je najlepSim miestom pre zastavku. Preco je to tak? Predstavme si, Ze
zastavku postivame smerom zlava doprava a sledujeme stcet vzdialenosti od domov. Kym
je vlavo od zastavky menej domov ako vpravo, jej posunutim doprava sa stucet zmensi. Ked
uz sa dostaneme za prostredny prvok, bude viac domov, od ktorych sa budeme vzdalovat,
ako tych, ku ktorym sa budeme blizit. Preto bude stcet zase stipat. Najmensi stucet je teda
v medidne vSetkych stradnic. (Ak je n parne, bude vSade medzi prostrednymi dvoma domami
sucet rovnaky, mdzeme teda pouzit lubovolny z tychto bodov.)

Jedna zastavka s obmedzenym dosahom

Co sa teraz stane, ak priddme premennti d? T4 nam obmedzuje mnozinu bodov, kam
mozeme zastavku umiestnit: moze byt najviac d pred poslednym domom, a zaroven najviac
d za prvym. Mnozina miest, kam mozeme zastavku umiestnit, je teda vzdy nejaky koneény
interval. (A ak je medzi prvym a poslednym domom vzdialenost vic¢sia ako 2d, je tento
interval prazdny.)
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16 Opozicia opit zasahuge

Ak tento interval obsahuje median, je vSetko v poriadku, optiméalne umiestnime zastavku
a vyhrali sme. V opa¢nom pripade je zjavne optiméalne, ked umiestnime zastavku najblizsie
k medianu, ako sa d4 — teda do toho konca intervalu, ktory je k medianu blizsie. (Totiz keby
sme ju postvali smerom k opa¢nému koncu intervalu, tak ju postivame dalej od medidnu,
a teda celkova vzdialenost domov od nej narast4.)

Napriklad pre d = 100 uvazujme dedinu s domami na sauradniciach 0, 10, 20, 30, 40,
100, 170. Optimalne by bolo umiestnit zastavku pred dom na stradnici 30. Ak ale mame
pokryt vSetky tieto domy, musi zastavka stat niekde v intervale [70,100]. Preto je optimalnym
rieSenim postavit zastavku na stradnici 70 — najblizsie k medidnu ako smieme.

Predpoditanie v kubickom case

Predpokladajme, ze domy maju ¢isla od 0 po n—1. Pre domy s ¢islami {4, ..., j} oznac¢ime
PJi, j] optimalnu polohu zastavky a S[i, j] zodpovedajici suc¢et vzdialenosti tychto domov
od nej.

KedZe domy uz mame usporiadané, pre Tubovolné i a j vieme v konStantnom case uréit
median stradnic domov a z neho hodnotu PJ[i, j]. Nasledne vieme v ¢ase O(j — i) spocitat
hodnotu S[i, j|. Ak pre nejaké i a j nevieme dotyény tsek pokryt jednou zastavkou, bude
Sli, j] = 0o a Pli, j] lubovolné.

Takéto rieSenie teda vypocita polia P a S dokopy v ¢ase O(n?). Neskor ukdzeme efek-
tivnejsi spdsob vypoctu pola S. Ale najskor sa pozrieme, ako polia P a S pouZit.

Optimalny podéet zastavok
Ur¢ite ni¢ nepokazime, ked si rovnako ako v tlohe 3 vopred zistime, kolko Ze to zastavok
mozeme pouzit. Tento optimélny pocet, oznac¢me ho z, vieme zistit pazravo v ¢ase O(n).

Dynamické programovanie

Potrebujeme teraz zodpovedat otdzku: aky najmensi siucet vzdialenosti vieme dosiah-
nut, ak celt dedinu, teda vSetkych n domov, korektne pokryjeme z zastdavkami. Oznacme si
odpoved na tuto otdzku Bln, z].

Ako tato hodnotu vypoditat? Pozrime sa na posledni zastavku. T4 ,,obslizi“ niekolko
poslednych domov. V tejto chvili méZzeme mat na vyber viacero moznosti, kolko tychto domov
bude — vyskisame teda vSetky a vyberieme najlepsiu z nich. Predpokladajme teda, ze uz
sme sa rozhodli, Ze posledna zastavka obsluhuje domy m az n— 1. V poliach P a S uz mame
spoc¢itané, kam tato zastavku postavit a aky bude stcet vzdialenosti obsliZzenych domov od
nej. A ¢o nam ostalo? Prvych m domov, ktoré treba optiméalne pokryt z — 1 zastavkami. A
optimalnu cenu toho vieme v nasom znaceni zapisat ako B[m, z — 1].

Plati teda nasledovny vztah:

Bln,z] = min (S[m,n — 1]+ B[m,z — 1))
0<m<n
(A nesmieme zabudntt na okrajové podmienky: Ak ndm uz nezostali ziadne zastavky,
teda ak z = 0, tak ndm uz nesmeli zostat ani nepokryté domy. Preto B[0,0] = 0 a B[n, 0] = oo
pre n > 0.)
Vsetky hodnoty od B[0,0] po B[n, 2| vieme vypoéitat v ¢ase O(n?z), ¢o mdzeme zhora
odhadntt ako O(n?). Tym dostdvame celé riesenie fungujtice s touto ¢asovou zlozitostou.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <cstdlib>

using namespace std;

#define MAX 1024
#define INF (1LL << 60)

int N, D; // pocet domov a maz. vzdialenost
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int Z; // min pocet zastavok na pokrytie dediny

int X[MAX]; // suradnice domowv

int PIMAX][MAX]; // optimalna poloha zastavky pre usek

long long SIMAX][MAX]; // optimalny sucet vzdialenosti pre usek
long long BIMAX][MAX]; // optimalne riesenie pre cast dediny

void getP(int i, int j) {
PLIG] = XIG + ) / 2]
if (PLIG] < X[j1 - D) PILIG]
if (PLI0G] > X[l + D) PG

X[jl - D;
XI[i] + D;

}

void getS(int i, int j) {
SLI01 = 0;
for (int k = 1i; k <= j; ++k) S[il[j] += abs(PLI[] - X[k]);
if (X[j]1 - X[l > 2 * D) S[1[] = INF;

}

int getZ() {
int answer = 1, start = X[0];
for (int n = 1; n < N; ++n)
if (X[n] > start + 2 * D) { start = X[n]; ++answer; }
return answer;

}

int main() {
// macitame vstup
cin >> N > D;
for (int n = 0; n < N; ++n) cin > X|[n];
// predpocitame P a S
for (int z = 0; z < N; ++z)
for (int k = z; k < N; ++k) {
getP(z, k); getS(z, k);

}
// pazravo zistime Z
Z = getZQ;

// postupne pocitame B
for (int z = 0; z <= Z; ++z) B[0][z] = 0;
for (int n = 1; n <= N; ++n) B[n][0] = INF;
for (int z 1; z <= Z; ++2z)
for (int n = 1; n <= N; ++n) {
B[n][z] = INF;
for (int m = 0; m < n; ++m)

Bnllz]l = min(BIn]llz], Blmllz - 1] + S[m]l[n - 11);

}
cout << “optimalny sucet vzdialenosti: “ << B[N][Z] << endl;
// iduc od konca, vypiseme jedno riesenie
while (Z > 0) {
for (int m = 0; m < N; ++m)
if (BIN]1[Z] == BIm][Z - 1] + S[m][N - 11) {
cout << P[m][N - 1] << endl;
-7
N = m;
break;
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18 Opozicia opit zasahuge

Lepsie dynamické programovanie

Aby sme predchadzajice rieSenie zrychlili, treba si uvedomit nasledovni skutoc¢nost:
rovnako ako v tlohe 3, aj teraz zostrojujeme jedno mozné pokrytie dediny najmensim poc¢tom
zastavok — len tentokrat spomedzi v8etkych moznych pokryti musime vybrat jedno Speciélne.

Predstavme si, Ze zostrojujeme hladané optimélne rieSenie. Ideme od konca dediny, nie-
kolko domov sme uz pokryli niekolkymi zastavkami. V predchadzajicom rieSeni sme situdciu,
v ktorej sa nachadzame, popisali dvoma parametrami: pocet zostavajucich domov a pocet
zostavajucich zastavok. LenZe toho druhého parametra sa vieme zbavit — vieme totiz, Ze
zostavajuce domy musime pokryt najmensim moznym poctom zastavok.

Presnejsie to bude vyzeraf nasledovne. Ozna¢me Z[x] minimélny pocet zastavok po-
trebny na pokrytie prvych x domov. Celé pole Z vieme zjavne vyplnif v linedrnom case
pocas toho, ako zistujeme minimélny celkovy pocet zastavok.

Nové otazky, ktoré si teraz budeme klast, vyzeraju nasledovne: Aky najmensi stcet
vzdialenosti vieme dosiahnut, ak pokryjeme prvych x domov optimalnym poctom zastavok?
Odpoved na tito otazku oznacime C|x].

Pre hodnoty C teraz plati podobny vztah ako pre hodnoty B: C[0] =0 a

Cla] = i Sly,x — 1]+ C
o] = pmin (Sl e =1+ Cly)

Slovne: Hladdm optimélne rieSenie pre poslednych x domov. Niekolko z nich pokryjem
poslednou zastdvkou. Ostane mi y domov. Toto y musi byt také, aby som tych y domov vedel
optimalne pokryt na Z[x| — 1 zastavok. Vyskusam vsetky také y a vyberiem to, ktoré mi da
najlepsie riesenie.

Dynamickym programovanim vieme hodnoty v poli C spo¢itat v éase O(n?).

Lepsie predpoditanie

Jediné, ¢o este stoji medzi nami a kvadratickym riesenim, je predpocitanie hodnét v
poli S. Pre kazdy usek {i,...,j}, ktory sa da pokryt jednou zastéavkou, potrebujeme najst
optimélny siicet vzdialenosti pri takomto pokryti.

Zvolme si pevne i. Budeme postupne zvicSovat j, postuvat zastavku a pamétat si aktudlny
sucet vzdialenosti uz spracovanych domov od nej.

Spracovat prvy dom (teda j = i) je lahké: zastavka stoji pri flom a stcet vzdialenosti je
nula. V8imnime si, Ze uz teraz je uréeny koniec intervalu, v ktorom moéze lezat nasa zastavka:
ten je na stradnici X [i]+d, kde X [i] je stradnica i-teho domu. Tento koniec zostane nemenny,
zatial ¢o zaciatok povoleného intervalu sa bude postvat doprava — po spracovani domu j bude
na stradnici X [j] — d.

Ako postupne zvySujeme j, rastie aj medidn stradnic domov v spractivanom useku.
Optimélna poloha zastavky sa teda postva doprava, nikdy nie dolava. (Ak sa lava hranica
useku, kde smieme mat zastavku, postva rychlejsie ako median, moze sa nam staf, Ze ndm
aj ta zastavku ,potlaci“ doprava.)

Niekedy sa nam moze stat, Ze zastavku potrebujeme posunit doprava vyrazne, okolo
niekolkych domov. Spocitat, ako sa zmeni sucet vzdialenosti pocas takéhoto posunu, moze
byt problém. Preto kazdy takyto posun rozbijeme na viacero posunov ,o0 dom dalej*. No
a posun o jeden dom Tahko odsimulujeme v konstantnom ¢ase — vieme aj vzdialenost, o ktora
zastavku posuvame, aj to, od kolkych domov ide dalej a ku kolkym blizsie.

Budeme teda mat dva typy krokov, ktoré budeme vhodne striedat: ,zvicési j o 1 a ,,posuni
zastavku k nasledujicemu domu (alebo o menej ako dom, na hranicu povoleného intervalu)“.
Kazdy krok vieme odsimulovat v konstantnom ¢ase. Aj zvicSeni j, aj posunov zastavky bude
dokopy O(n). Toto spravime zv1ast pre kazdé i, ¢im dostdvame predpocitanie, a teda aj cely
algoritmus, v ¢asovej zlozitosti O(n?).

Na zaver uz len jemne provokac¢na otazka: A neslo by to eSte lepsie? :-)
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e , opravoval Usamec
8. Opozicia na uteku (max. 25 bodov)

Uvodom par slov pre riesitelov. Prisli mi v podstate tri druhy rieSeni. Vzorové, nefunkéné
a nedokoncené. Ja ale verim tomu, Ze mnoho z vas bolo schopnych vymyslief funkéné, hoci
trochu pomalSie rieSenie. Nebojte sa takéto rieSenia posielat. Pokial funguju, urcite za ne
dostanete nie malé mnozstvo bodov.

Budeme sa bavit v grafovej terminolégii. Cesty buda hrany grafu a krizovatky vrcholy.
Cislom N oznac¢ujeme pocet vrcholov, ¢islom M podcet hran.

RieSenie tejto tlohy bude pozostavat z dvoch krokov. Najprv ndjdeme vSetky vrcholy
a hrany, cez ktoré vobec moze viest najkratsia cesta, a nasledne budeme hladat vrchol, ktory
ked odstranime, tak zrusime vSetky najkratsie cesty (uvedomte si, Ze toto je to isté, ako
hladat vrchol, cez ktory idu vsetky najkratsie cesty).

Hladanie najkratsej cesty — Dijkstrov algoritmus

Popis tohoto Standardného algoritmu mozete najst skoro v kazdej lepsej knihe o al-
goritmoch, na Wikipédii a v Liahni. Tento algoritmus najde pre kazdy vrchol najkratsiu
vzdialenost a cestu od daného zaciatoéného vrcholu. Zhriime si jeho fungovanie: Pre kazdy
vrchol si pamétdame zatial najlepsiu najdent vzdialenost od zaciatku. Na zaciatku mé za-
¢iatoény vrchol vzdialenost 0, ostatné nekoneéno (v praxi bud dostato¢ne velké ¢islo alebo
—1). Na zaciatku st vSetky vrcholy v mnozine otvorenych vrcholov. V kazdom kroku potom
vyberieme otvoreny vrchol s najmensou najdenou vzdialenostou, vylepsime vzdialenosti jeho
susedov a tento vrchol prehlasime za uzatvoreny.

Takto nadjdeme pre kazdy vrchol jeho najkratsiu vzdialenost od zadiatku. Zaroven vdaka
tomu, Ze vSetky hrany majt nezdporna dizku, si moézeme byt isti, Ze ked prehlasujeme nejaky
vrchol za uzavrety, tak sa dotitho uz kratSou cestou dostat nevieme.

Pre naSe potreby si algoritmus potrebujeme mierne modifikovat. Chceme najst vsetky
hrany, cez ktoré vedie nejaka najkratsia cesta. VSimnite si, Ze sice pévodné hrany boli ne-
orientované, ale tieto nové hrany uz buda orientované, lebo pri najkratSej ceste sa nam
po hrane oplati hybat iba jednym smerom. Oznacéme s(z) ako vzdialenost vrcholu x od
zadiatku, k() vzdialenost vrcholu z od konca a c(x,y) dizku hrany medzi vrcholmi z,y.
Hodnoty s(z) a k(x) vieme ziskat dvakrat pustenym Dijkstrovym algoritmom. Ak je sucet
s(z) + c(z,y) + k(y) rovny dizke najkratsej cesty zo zadiatoéného vrcholu do koncového, tak
hrana z = do y lezi na nejakej najkratsej ceste. Takto vieme lahko o kazdej hrane rozhodnit,
¢i lezi na nejakej najkratsej ceste.

In4d moznost: Ked vylepSujeme najdent vzdialenost do vrcholu, tak si zapamétame, od-
kial sme tam prisli. Ked je najdend vzdialenost rovnaka, tak si zapamitame dalsiu hranu.
Takto méame potom pre kazdy vrchol zoznam hran, odkial sa dotitho da prist po najkratsej
ceste. Nasledne pustime prehladdvanie z koncového vrcholu, aby sme vybrali iba tie vrcholy
a hrany, ktoré vedt ku koncovému vrcholu.

Implementacné poznamky. Pokial si budeme vrcholy udrziavat v poli, tak najdenie naj-
blizsieho vrcholu ndm trva ¢as O(N), ¢ize nas celkovy ¢as bude O(N?2 + M). Ale mdzeme
si vrcholy pamitat v halde. Potom vieme vybraf najblizsi vrchol a upravit jeho vzdialenost
v ¢ase O(log N).® Taktto haldu si méZzeme napisaf sami, alebo pouzif v C++ set.

Existuje ale eSte lenivej$ia metdda. Dany vrchol vliozime do haldy vzdy, ked nejak upra-
vime jeho vzdialenost (¢ize teoreticky tato halda bude maft velkost O(M)). A ked vrchol
vyberame z haldy, tak skontrolujeme, ¢i sme ho uz nahodou predtym neprehlésili za uzav-
rety. Takto nam staci vedief prvky do haldy vkladat a vyberat, nepotrebujeme menit hodnotu
prvku, ¢ize ndm staci v C++ priority_queue.

8Fibonacciho halda vie upravit vzdialenost v ¢ase O(1), potom mame celkovy &as algoritmu O(N log N + M),
ale v praxi je tato halda pomalsia ako normaéalna.
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Kazdopadne, nech pouzijeme hociktory pristup, dosiahli sme ¢asovu zlozitost O((N +
M)log N) a pamitova O(N + M). A vystupom je graf, v ktorom je kazda cesta zo zaéia-
to¢ného do koncového vrcholu najkratsia.

Trivialne rieSenia

Ked uz vieme hladat najkratSiu cestu, mozeme napisat dve pomerne trividlne rieSenia.
Prvé vyuziva povodny (neupraveny) Dijkstrov algoritmus: najprv najde dlzku najkratsej
cesty medzi zaciatkom a koncom. Nésledne sktisi odobrat kazdy vrchol a pre kazdé odobratie
opit zisti dlzku najkratSej cesty medzi zaciatkom a koncom. Ak sa tato dlzka zmeni, tak
tento vrchol zrusil vSetky najkratsie cesty v povodnom grafe. Takto mame ¢asovu zlozitost
O(N(N + M)logN).

Trochu lep$im rieSenim je graf osekat len na graf obsahujtci najkratsie cesty a az z neho
skusat odoberat vrcholy. Potom vieme jednym prehladavanim (BFS ¢i DFS) zistit, ¢i tento
osekany graf je stale suvisly. Takto dosiahneme zlozitost O(N(N + M) + (N + M)log N) =
O(N(N + M)).

Hladanie artikulacii

Artikulaciou volame vrchol, ktory ked odstranime z grafu, tak sa graf stane nestvislym
(predpokladame, Ze predtym bol stvisly). Vieme ju hladat v ¢ase O(N + M). Toto nam
celkom stac¢i. Ak v osekanom grafe ndjdeme artikulaciu, tak uréite vieme pomocou nej zrusit
vSetky najkratsie cesty. (Rozmyslite si, ze to plati aj naopak: kazdy vrchol, ktorym vieme
prerusit vSetky najkratsie cesty v pdvodnom grafe, je artikulaciou v osekanom grafe.)

Artikulacie bezne hladdme v neorientovanych grafoch. V nasom pripade ale plati, Ze
vrchol je artikuladciou v neorientovanej verzii grafu préave vtedy, ked je 1iou v orientovanej
verzii (dokaz jednym smerom je trividlny; opaénym smerom vyuzijeme acyklickost nasho
grafu a fakt, ze kazdy vrchol lezi na nejakej ceste zo zaciato¢ného do koncového vrcholu).

Odteraz preto zabudnime na orientaciu hran. Algoritmus je nasledovny: Pustime prehla-
davanie do hibky z nejakého vrcholu. Takto ndm vznikne DFS strom (pozri obrazok grafu
a jeho DF'S stromu pri spusteni z vrcholu 1) obsahujtci dva druhy hran: stromové a spitné.
Stromové hrany su tie, ktorymi DFS prechiadza do este nenavstivenych vrcholov; spatné
hrany (znazornené prerusovanou ¢iarou) vedu do navstivenych vrcholov.

Pre kazdj vrchol z si zapamitame jeho hibku
h(z) a najmensiu hibku u(z), do ktorej sa vieme do-
stat, ak pojdeme z neho nadol po niekolkych stro-
movych hrandch a nahor po jednej spétnej (na ob-
razku je horné ¢islo h(z) a dolné u(z)). Hodnotu
u(z) si vieme pri prehladavani do hibky zistit Iahko,
je to minimum zo synovskych hodnét v a hibok vr-
cholov, kam sa vieme dostat priamo z x spiatnymi
hranami.

Vrchol z je artikuldciou, ked existuje nejaky
; jeho syn y, pre ktorého plati u(y) < h(z), ¢ize sa
nevie dostat nad vrchol z. Na obrazku je takym vr-
cholom 7, lebo jeho syn 8 sa nevie dostat nad neho.
Vynimkou pri tomto pravidle je koren stromu. Ten
je artikulaciou len vtedy, ked m4 viacerych synov.

Poznamenajme, Ze skoro rovnakym spésobom
vieme hladat mosty (hrany, po ktorych odobrati prestane byt graf suvisly). Stromové hrana
vchadzajica do y je mostom, ak u(y) < d(y), ¢ize nemame ini moznost, ako obist tito hranu
(spdtnd hrana mostom byt nemoze).
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Zametanie

Iny pristup, ktory ndm vyriesi nas problém, je sice pomalsi ako hladanie artikulacii, ale
ni¢ ndm nepokazi, lebo nie je pomalsi ako Dijkstrov algoritmus. Predstavme si, ze mame
nekonecéne vela zbojnikov nahromadenych v Startovacom vrchole. A teraz im povieme, aby
sa posunuli o 1 jednotku po vSetkych najkratsich cestéach k ciefovému vrcholu (zbojnici sa
rozdelia, ak to bude potrebné; na kazdej ceste ich ale stéle zostane nekoneéne vela). Takto
si ich posunieme aZz k cielovému vrcholu. A kedykolvek sa ndm pocas cesty vSetci zbojnici
znova nahromadili v jednom vrchole, tak tento vrchol urcite zrusi vsetky najkratsie cesty.

Na efektivnu implementéaciu si potrebujeme uvedomit dve veci. Prvou je, Ze si ndm staci
pamétat pocet skupin zbojnikov (a vrchol rusi najkratsie cesty, ak pocas prechodu nim méame
iba jednu skupinu zbojnikov). Navyse, pocet skupin sa ndm meni iba vo vrcholoch. Takze si
najprv utriedime vrcholy v osekanom grafe podla vzdialenosti od zaciatku a spractivame ich
v tomto poradi.

Spocitame si, kolko hran do tychto vrcholov vstupuje a kolko vystupuje. Ak do vrcholu
vstupuje X hran, teda X skupin zbojnikov, tak sa z nich stane jedna skupina — pocet skupin
sa zmensi o X — 1. Ak z vrcholu vychadza Y hran, tak sa z jednej skupiny stane Y skupin,
pocet skupin, potom skontrolujeme, ¢i ndhodou nie je rovny jednej a potom ho zvicsSime.
Uvedomte si, Ze je nam tplne jedno, v akom poradi spraciivame vrcholy, ktorych vzdialenost
od zaciatku je rovnaka. Totiz pre tieto vrcholy nikdy pocet skupin nemoze klesnif na 1.
Zlozitost tohoto postupu je O(Nlog N + M).

Celkovo vzorové rieSenie ma ¢asovu zlozitost O((N + M) log N') a pamétova O(N + M).

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <queue>
#include <algorithm>
using namespace std;

#define INF 2000000000

int N, M;
struct Vrchol {
vector<pair<int, int> > next; // susedia - vrchol, cena
int d[2]; // najlepsia najdena vzdialenost
// 0 - od startu, 1 - od ciela
int in, out; // pocet vchadzajucich a vychadzajucich

// hran v osekanom grafe
Vrchol() {
d[0] = d[1] = INF;
in = out = 0;
}
3

vector<Vrchol> v;

// Nechceme kopirovat kod, napiseme si proceduru
void dijkstra(int start, int index) {
// Vo fronte mame dvojicu (vzdialenost, indezx)
priority_queue<pair<int, int>, vector<pair<int, int> >, greater<pair<int, int> > > fr;
fr.push(make_pair(0, start));
while (!fr.empty()) {
int dist = fr.top() .first;
int x = fr.top() .second;
fr.popQ);
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22 Opozicia na tuteku

if (v[x].d[index] <= dist) continue; // Skontrolujeme, ci sme vrchol uz neuzavrels
v[x].d[index] = dist;
for (int i = 0; i < v[x].next.size(); i++) {
fr.push(make_pair(dist + v[x].next[i] .second, v[x].next[i].first));
}
}
}

int main() {

scanf(“%d %d“, &N, &M);

v.resize(N) ;

for (int i = 0; 1 < M; i++) {
int a, b, c;
scanf(“%d %d %d“, &a, &b, &c);
a--; b--;
v[al.next.push_back(make_pair(b, c));
v[b] .next.push_back(make_pair(a, c));

}

int start, end;

scanf(“%d %d“, &start, &end);

start--; end--;

dijkstra(start, 0);

dijkstra(end, 1);

// Pre kazdu hranu ideme zistit, ci cez nu ide najkratsia cesta
// Zaroven upravime pocty hran vchadzajucich a vychadzajucich z vrcholu
for (int i = 0; i < Nj; i++) {
for (int j = 0; j < v[i].next.size(); j++) {
if (v[i].d[0] + v[i]l.next[j].second + v[v[i].next[j].first].d[1]
== v[end].d[0]) {
v[i] .out++;
vIv[i].next[j].first] .in++;
}
}
}
vector<pair<int, int> > used_v; // Vrcholy cez ktore nieco ide
// (vzdialenost od zaciatku, indezx)
for (int 1 = 0; 1 < Nj; i++) {
if (v[il.out !'= 0 || v[il.in !'= 0)
used_v.push_back(make_pair(v[i].d[0], 1));
}
sort (used_v.begin(), used_v.end(Q));
int groups = 0;

int out = -1;
for (int i = 0; i < used_v.size(); i++) {
groups -= (v[used_vl[i].second].in - 1);

if (groups == 1 &% used_v[i].second != start && used_vl[i].second !'= end) {
out = used_v/[i].second;

break;
}
groups += (v[used_v[i].second].out - 1);
}
if (out '= -1)
printf(“%d\n“, out + 1);
else
printf(“-1\n*) ;
}
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