Korespondencny seminar z programovania
XXIX. roénik, 2011/12

Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Milynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové riesSenia 2. kola zimnej Casti

. opravoval Zaba
1. Ziariaci gitaristi (max. 7 b za popis, 3 b za program)

pocet bodov. Prekvapivo sa vSak vyskytlo velké mnoZstvo tplne roznych rieseni. Podme sa
teda pozriet na podla mtia najbezbolestnejsie z nich.

Samozrejme, struny st od seba nezavislé. Preto sa staé¢i ststredit na jednu z nich — s ostat-
nymi budeme robit to isté. To hlavné, o nds zaujima, je ako hrat ¢o najlenivejsie. Idedlne by
bolo nespravit ani jeden zbytoény pohyb.

Pokusme sa teda o to, Ze struny budeme stlacat a pustat az vtedy, ked to bude plne nutné.
Predstavme si, ze uz mame na strune stlacené nejaké prazce. Teraz nam pride poziadavka
zahrat novy tén. Ak je to najvyssi, ktory drzime, rovno ho zahrame. Ak potrebujeme strunu
stlac¢it na vy$Som mieste od vsetkych, ktoré drzime, stla¢ime ju aj tam (a ni¢ nepustime). Toto
staci na zahranie spravneho ténu.

No a ak je novy tén nizsi ako najvyssi prave stladeny, tak potrebujeme pustit vsetky tény,
ktoré su vyssie od nasho, inak tento tén nezaznie. (A potom pripadne chytit ten tén, ktory
mame zahrat.) VSimnite si, Ze nerobime ziaden zbyto¢ny pohyb, iba také, ktoré musime spravit.

Ako teda vyzeraji pohyby na strune? Obcas stla¢ime nejaky novy tén, obcas nejaky pus-
time, ale vzdy, ked stlacame, stlacame vyssi prazec ako ostatné prave drzané, a tiez ked pus-
tame, ptisfame od najvyssich prazcov. Teda celd struna funguje ako datova struktira LIFO!,
tiez znama ako stack alebo zasobnik.

Zasobnik vieme lahko implementovat pomocou pola a jednej premennej. V premennej si
budeme pamiitat, kolko prvkov médme v zasobniku. No a tie prvky budeme mat ulozené na
zaélatku pola — tak, aby bol prvy ten, ktory je tplne naspodku. Ked teraz chceme pridat
novy prvok do zasobnika, zvysime poéitadlo a na prislusné miesto pola ten prvok uloZime.
A odobratie prvku samozrejme funguje presne opac¢ne. Obe tieto operacie vieme teda robit
v konstantnom case.

Program riesiaci lohu bude teda vyzerat nasledovne. Bude mat Sest zasobnikov — pre kazdu
strunu jeden. Prvky v zasobniku buda ¢isla prave stladenych prazcov. Ked nam pride nova
poziadavka, tak sa pozrieme na vrch prislusného zasobnika. Kym tam bude hodnota vicsia ako
tam je hladand hodnota, alebo nejakd mensia. V tom druhom pripade eSte navrch priddme
zelant hodnotu (a opif prirdtame pohyb).

Co sa tyka zlozitosti, tak pamitova bude O(n), lebo si budeme musiet pamitaf najviac n
ténov. Celkova €asové zlozitost bude tiez O(n), lebo kazdy tén na vstupe najviac raz priddme
do zasobnika a najviac raz ho odtial (niekedy neskor) vyberieme.

Listing programu:

var Struny: array [1..6,1..1000000] of longint; { pre kazdu strunu jedno pole ako zasobnik }
pocet: array [l1..6] of longint; { udava pocet prvkov v danom zasobniku }
pohyby,n, i, struna, prazec: longint;

llast in first out
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begin
readln(n);
for i:=1 to n do
begin
read (struna); readln(prazec);
while ( (pocet [struna]<>0) and (Struny[struna,pocet[strunal]>prazec)) do
begin
pohyby :=pohyby+1
pocet [struna] :=pocet [strunal-1;
end;
if ((pocet [strunal=0) or (Struny[struna,pocet[struna]]<prazec)) then
begin
pohyby:=pohyby+1;
pocet [struna] :=pocet [struna]+1;

Struny[struna,pocet [struna]]:=prazec;
end;
end;
writeln (pohyby) ;
end.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <stack>
using namespace std;

stack<int> Struny[6];

int main() {
int n, pohyby=0;
scanf (“%d “, &n);
for (int i=0; i<n; i++) {
int struna,prazec;
scanf (“%d %d “, &struna, &prazec)

struna--;

while (!Struny[struna].empty() && Struny[struna].top()>prazec) {
Struny[strunal .pop(); pohyby++;

}

if (Struny[strunal.empty() || Struny[strunal.top()<prazec) {

Struny[struna] .push (prazec); pohyby++;
}
}
printf (“%d\n"“, pohyby) ;

opravoval Usamec
2. Zaradte sa, prosim (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Tato tloha nebola velmi tazka, akurat si bolo treba veci poriadne premysliet a, ako sa medzi
nami hovori, ,neodrbat sa“.

Pre zaciatok si moéZeme pre kazdého studenta spocitat, kedy sa skonéi jeho vybavovanie,
Usamu zatial zanedbame. Pdjdeme postupne po $tudentoch a budeme si pamétat, kedy ktory
skonéil. To, kedy skonéil (i — 1)-vy, vyuZijeme pri vypocte toho, kedy skondcil -ty Student.

Ak (i — 1)-vy bol vybaveny najneskor vtedy, kedy sa i-ty postavil do radu, tak -ty pdjde
dnu hned ked pride. Jeho vybavovanie teda skonéi v ¢ase t; + d;. Takuto situdciu budeme volat
medzera. VSimnite si, Ze medzi ¢asom, kedy skoncilo vybavovanie (i — 1)-vého a ¢asom, kedy
zacalo vybavovanie i-teho Studenta, sa Usama vie kedykolvek bez cakania dostat dnu.

A naopak, ak bol (i —1)-vy student vybaveny neskor ako v ¢ase t;, bude musiet -ty Student
¢akat. Dnu pdjde az v tom okamihu, kedy bude (i — 1)-vy vybaveny. Cas vybavenia i-teho
zistime tak, Ze k ¢asu vybavenia (i — 1)-vého pripoéitame d;.

Kam teraz do radu napchat Usamu? Ak v ¢ase medzi a a b existuje nejakd medzera, ndjdeme
prva z nich a vtedy ho posleme dnu bez ¢akania. (Presnejsie, dnu ho posleme na zacéiatku pri-
slusnej medzery, resp. v ¢ase a, ak doty¢na medzera zacala skor. Tiez nezabudneme skontrolovat
medzeru po spracovani posledného zo Studentov.)

Ak tam ziadna medzera nie je, tak tvrdime, ze sa Usdmovi urcite oplati prist spolu s nie-
ktorym inym Studentom. Totiz keby prisiel medzi nejakymi Studentmi (¢ — 1) a ¢, bude ¢akat
az do vybavenia (i — 1)-vého Studenta. Vtedy isto by sa dostal na rad aj keby prisiel az na-
raz s i-tym Studentom, a zaroven by kratsSie Cakal. Pocas simulécie teda postupne pre vsetky
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mozné ¢ zistime, ako dlho by Usama cakal, ak by prisiel spolu s ¢-tym studentom. Vyberieme
si najlepsiu z tych moznosti, ktoré lezia v predpisanom intervale ¢asov od a po b.

Celé toto riesenie sa d4 naprogramovat ako jeden prechod cez vstup. Staci si pritom pamé-
tat, kedy skoncilo vybavovanie predchadzajuceho Studenta. TakZze mame ¢asovi zlozitost O(n)
a pamétova O(1).

Listing programu:

var n,a,b,vybavenie_predchadzajuceho,best_cakanie,best_miesto,t,d,i:longint;
cakanie:longint;

function max (x,y:longint) :longint;
begin

if x > y then exit (x);

exit (y);
end;

begin
read(n,a,b);
vybavenie_predchadzajuceho := 0;
best_cakanie := 1000000123;
best_miesto := 1000000123;

for i:=1 to n do begin
read(t,d);
{ Overime pritomnost medzery }
if vybavenie_predchadzajuceho <= t then begin
{ Overime, ci sa medzera da pouzit }
if (t >= a) and (vybavenie_predchadzajuceho <= b) then begin
{ Rovno ju mozeme vypisat a skoncit, nic lepsie nenajdeme }
writeln (max (vybavenie_predchadzajuceho, a), ' 0);
exit;
end;
end;
{ Ak prichod spolu s i-tym studentom ma zmysel }
if (vybavenie_predchadzajuceho <= b) and (t >= a) then begin
cakanie := vybavenie_predchadzajuceho - t;
{ Keby sme mali rovnost, tak prechadzajuca varianta urcite pride skor }
if cakanie < best_cakanie then begin

best_cakanie := cakanie;
best_miesto := t;
end;
end;
if vybavenie_predchadzajuceho < t then vybavenie_predchadzajuceho := t + d
else vybavenie_predchadzajuceho := vybavenie_predchadzajuceho + d;
end;

{ Este overime, ci sa neda zaradit na koniec }

if vybavenie_predchadzajuceho <= b then begin
writeln (max (vybavenie_predchadzajuceho, a), ' 07);
exit;

end;

if best_cakanie = 1000000123 then writeln (’/ZAJTRA’)

else writeln(best_miesto, ’ ', best_cakanie);

end.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <algorithm>

using namespace std;
int n, a, b;

int main() {
scanf (“%d %d %d“, &n, &a, &b);
int vybavenie_predchadzajuceho = 0;
int best_cakanie = 1000000123;
int best_miesto = 1000000123;

for (int i = 0; i < n; i++) {
int t, d; scanf(“%d %d4d%, &t, &d);
// Skontrolujeme, ci mame medzeru
if (vybavenie_predchadzajuceho <= t) {
// Skontrolujeme, ci medzera (vybavenie_predchadzajuceho, t) sa da pouzit
if (t >= a && vybavenie_predchadzajuceho <= b)
// A rovno to vypiseme a skoncime (nic lepsie nenajdeme)
printf (“*%d 0\n“, max(a, vybavenie_predchadzajuceho));
return 0;
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}

// Ak sa da do radu zaradit s i-tym studentom
if (vybavenie_predchadzajuceho <= b && t >= a) {
int cakanie = vybavenie_predchadzajuceho - t;
// V pripade rovnosti to predtym ziskane bude mat lepsi cas
if (cakanie < best_cakanie) {
best_cakanie = cakanie;
best_miesto = t;
}
}
if (vybavenie_predchadzajuceho < t)
vybavenie_predchadzajuceho = t+d;
else
vybavenie_predchadzajuceho += d;
}
// Vsetci skoncili a da sa este zaradit
if (vybavenie_predchadzajuceho <= b) {
printf (“%d 0\n“, max(a, vybavenie_predchadzajuceho));
return 0O;
}
if (best_cakanie == 1000000123)
printf (“ZAJTRA\n"Y);
else
printf (“%d %d\n"“, best_miesto, best_cakanie);

opravoval Zaba
3. Zlenivel nam Luxusko (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Vitajte pri dalSej ¢asti vasho obltibeného seridlu Kontrola Spravnych Programov. V dnesnej
Casti si povieme nieco o rieseni tretej ulohy.

Spoznat miestnosti spojené priamou chodbou nie je tazké — ved predsa informécie o chod-
bach dostaneme priamo na vstupe. K tuspe$snému rieSeniu tejto tlohy si potom bolo treba
uvedomit uZz len jednu délezitt vec, ktorti sa zadanie snazilo ¢o najviac skryt. A to ta, ze
z miestnosti £ do miestnosti y sa dvomi chodbami dostaneme prave vtedy, ak existuje miest-
nost z, s ktorou obe susedia. Teraz sa teda rieSenie meni na zistenie toho, ¢i maji dve miestnosti
spolo¢ného suseda. Otdzkou vSak zostdva, ako to robit efektivne.

Mnohi z vés si zobrali tabulku n x n, do ktorej si zapisali maticu susednosti. (Teda ak vedie
chodba z i-tej miestnosti do j-tej, tak si na policko v i-tom riadku a j-tom stipci dame 1, inak
tam bude 0.) Pomocou nej uz vedeli v linedrnom ¢ase zistit, ¢i existuje miestnost z, s ktorou
susedia aj miestnost x, aj miestnost y. (Prejdeme vSetky mozné z a pre kazdé sa pozrieme, ¢i
susedi aj s z, aj s y.) Toto rieSenie véak malo pamitovt zlozitost @(n?), za ¢o som strhaval
jeden bod.

Vzorové riesenie pouziva dynamické polia, ktorym sa da nastavovat velkost pocas programu.
To znamena, 7e nebudeme mat zbytoéne vela nevyuzitého miesta v pamiti.2 Pomocou takychto
poli si zapamétame graf tak, Ze v i-tom poli budu ¢&isla tych miestnosti, do ktorych sa d4 dostat
z i-tej miestnosti. Ked dostaneme otazku, ¢i sa da dostat z miestnosti  do miestnosti y dvomi
chodbami, tak to skontrolujeme takto: Najskor si do pomocného pola dizky n pozna&ime, do
ktorych miestnosti sa d4 dostat z miestnosti z. Nasledne prejdeme miestnosti, do ktorych sa
d4 dostat z y, a zistime, ¢i je niektora z nich poznacend v nasom pomocnom poli.

Dynamické polia mézeme pouzit aj v Pascale, len je to trochu zlozitejsie, lebo ich za behu
nevieme natahovat. (Teda vedeli by sme, ale len za cenu horsej ¢asovej zlozitosti.) Musime to
teda spravit na dve fazy. V prvej faze si nac¢itame vSetky chodby do pola. Poc¢as toho si pre
kazdu miestnost spocitame, kolko chodieb z nej vychadza. Ked prva faza skonci, naalokujeme
(pomocou SetLength) pre kazdd miestnost jej pole na spravnu velkost. Potom prejdeme cez
zoznam nacitanych chodieb a rozmiestnime miestnosti do spravnych poli.

Pamitova zlozitost bude teda O(m+n), lebo si pamétame kazda chodbu (ktorych je dokopy
m) a eSte jedno pomocné pole dizky n. Casova zlozitost bude O(m + kn), lebo potrebujeme

2Nejaké nevyuzité miesto mat mézeme, napr. vector v C++ funguje tak, Ze méa v sebe nejaku rezervu
navyse. Ale nevyuzitého miesta bude menej ako vyuzitého, teda nam to rddovi paméitovu zlozitost nepokazi.
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nacitat graf, na ¢o treba O(m) krokov, a potom kazda z k otazok spracujeme v ¢ase linedrnom

od poctu vrcholov, teda v éase O(n).

Posledna vec je, Ze zatial sme len vyriesili tlohu, ako zistit, ¢i st miestnosti vzdialené prdave
dve chodby. V zadani v8ak bolo nanajvys dve. Teda musime ndjst aj situacie, kedy su z a
y spojené chodbou, alebo dokonca z = y. To by sme samozrejme vedeli v programe oSetrit,
vieme si vS8ak namiesto toho pomdct Uplne super fintou. Staci, ked si upravime graf tak, Ze
ku kazdej miestnosti priddme slucku — teda chodbu z tej miestnosti do tej miestnosti. Co sa
tym zmenilo? Zjavne nepribudli ziadne nové dvojice miestnosti, ktoré st spojené najviac dvomi
chodbami. Ale ked sa pozrieme na nejaka dvojicu miestnosti z a y, ktoré boli spojené prave
jednou chodbou, tak st teraz spojené aj prave dvomi: x — =z — y. A aj kazd4 miestnost z je
sama so sebou spojend prave dvomi chodbami: x — & — z. A toto malé zlepSenie sa mi hrozne

paci, lebo usetri kopec skaredych if-ov.

Listing programu:

var graph: array [0..1047] of array of longint;
pocet: array [0..1047] of longint;
vstupl: array [0..10047] of longint;
vstup2: array [0..10047] of longint;
T:array [0..1047] of boolean;
n,m,k,i,j,a,b: longint;
ano: boolean;

begin
read(n); read(m); readln(k);
for i:=1 to n do pocet([i]:=1;
for i:=1 to m do
begin
read(a); readln(b);
inc (pocet([al);
inc (pocet[b]);
vstupl[i]:=a; vstup2[i]:=b;
end;
for i:=1 to n do begin
setlength (graph[i],pocet[i]);
pocet [1]:=0;
end;
for i:=1 to m do begin
graph[vstupl[i],pocet [vstupl[i]]]:=vstup2[i];
graph[vstup2[i],pocet [vstup2[i]]]:=vstupl[i];
inc (pocet [vstupl[i]]);
inc (pocet [vstup2[i]]);

end;

for i:=1 to n do begin
graph[i,pocet[i]]:=1; inc(pocet[i]);

end;

for i:=1 to k do begin
read(a); readln(b);
for j:=1 to n do T[
for j:=0 to pocet[a
ano:=false;
for j:=0 to pocet[b]-1 do begin

if (T[graph[b, jl]=true) then ano:=true;

end;

if (ano=true) then writeln (’Ano’)

else writeln(’Nie’);

end;

end.

j]:=false;
1-1 do T[graphla,j]]:=true;

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
using namespace std;

vector<vector<int> > G;

int main()
{
int n,m, k;
scanf (“%d %d %d “, &n, &m, &k);
G.resize (n+42);
for (int i=1; i<=n; i++) G[1i].push_back(i);
for (int i=0; i<m; i++)
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{
int a,b;
scanf (“%d %d"“, &a, &b);
Gla] .push_back (b); G[b].push_back(a);

for (int 1i=0; i<k; i++)

vector<bool> T;
T.resize (n+42,false);

int x,y;

scanf (“%d %d"“, &x,&y);

for (int j=0; j<G[x].size(); j++) T[G[x][]]]l=true;

bool t=false;

for (int j=0; j<Gly].size(); J++) {if(T([G[y]l[]J]]) t=true;}

if (t) printf (“Ano\n"“);
else printf (“Nie\n"Y);
}
return O;

}

opravoval Imp, casti pre odvaznych dodal MisoF
4. Zapasy s hokejkami (max. 10 b za popis, 5 b za program)

Uz limity v tejto ulohe ndm mohli trocha napovedat, Ze sa budeme hrat s bindrnymi zapismi
¢isel. Totiz, n < 30, teda hracov je najviac 230. To sa eSte s malou rezervou zmesti do 32-bitovej
znamienkovej premennej.3 No na druhej strane, je to dost velké &islo a nie je preto dobry napad
si cely strom vytvorit v paméti. Podme radsej najst nejaky sposob, ako z éisla hrac¢a vypoditat
jeho postup v pavuku.

V prvom kole stperia dvojice 0 <> 1, 2> 3, ..., 2k <> 2k + 1, ... a v kazdej dvojici vyhra
ten s mensim éislom. A to je zdroven ten, ktory ma ¢islo delitelné dvoma. Do druhého kola teda
postupia hraci s ¢islami 0,2,4,6,... a zapasia v nom proti sebe dvojice v tvare 4k <> 4k + 2.
Vyhrava ten s mensim ¢islom, ¢ize s ¢islom, ktoré je delitelné styrmi. Pokracovanim tejto avahy
sa dostaneme k tomu, %e hra¢ vyhra i-te kolo prave vtedy, ak je delitelny ¢islom 2¢. Navyse, ak
sttaziaci vyhral i kol, v jeho podstrome paviika sa nachadza (vratane neho) prave 2° hracov.
Zo vsetkych tychto hrac¢ov musi mat najdlhsiu hokejku, ind¢ by sa nebol prepracoval na vrch
tejto skupiny. To znamena, %e musi mat hokejku dizky aspon 2°.

Teraz by sme mohli vyslovit hypotézu, ze prave 2¢ je najkratSou moznou dlzkou hokejky
kazdého z hracov, ktori vypadni po 4 kolach. Treba ale zdéraznit, Ze toto tvrdenie sme zatial
nedokazali. Musime este ukazat, ze naozaj kazdy z tychto hracov mohol tato hokejku naozaj
mat. Presnejsie, pre kazdé z > 0 potrebujeme najst také rozdanie hokejok hrac¢om, pri ktorom
mé hraé = skutoéne ma hokejku dizky 27, kde i = max{j : j > 0 A2/ | 2}, a cely turnaj
prebehne ako ma.

Ako na to? Najskor zoberme hriacov v podstrome pod hra¢om z, teda hrécov s ¢islami
x,...,x+ 2% — 1. Im zaradom priradime hokejky s ¢islami 2° a7 1. Tym zabezpeéime dve veci:
kazdy zapas v tomto podstrome dopadne ako ma, a zaroven sme hracovi  dali hokejku dlzky
2¢, teda najkratsiu mozni. Teraz zoberme ostatnych hradov (v poradi od 0 po 2" —1 a rozdajme
im zvy$né hokejky (v poradi od najvi¢sej po najmensiu). Takto opét zabezpeéime dve veci:
kazdy zapas medzi zvySnymi hra¢mi dopadne ako ma, a tiez zdpas, v ktorom z mal prehrat, x
naozaj aj prehra, lebo jeho protihra¢ prave dostal dlhsiu hokejku ako on.

Otézkou este zostava, ako ¢&islo i = max{j : j > 0 A 27 | 2} najst. Jednou moznostou je z
postupne delif dvoma, kym sa to da bezo zvysku. Cislo = sa da delit dvoma bez zvysku najviac
[logy ]-krét. A kedze x < 27, tak log, « < log, 2" = n.

Ind moznost je robit bitovy AND ¢&isla x postupne s maskami 2¢ pre rasttce i, az kym
nenarazime na nenulovy vysledok, ¢o znamend, Zze sme nasli jednotkovy bit (rozmyslite si,
preco). Musime pretestovat vsetky bity ¢isla, ktorych je opdt |logy z| +1 < n.

Samozrejme, v oboch pripadoch treba $pecidlne osetrit hraca 0, ktory nikdy neprehra. O
tom je ale jasné, ze vizdy musi mat hokejku dizky presne 27.

3No dobre, ta rezerva je celkom velkd, ale vSimnite si, ze 231 by sa uz nezmestilo.
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Zostava najst maximalnu dizku hokejky pre hraca x. O hracovi 0 uz vieme, Ze nemoze
mat ini hokejku ako 2™. Hréa¢, ktory s nim priamo prehral, pochopitelne, méze mat hokejku
najviac dlzky 2 —1. S nim zase prehral dalsi, ktory uz méze mat dizku hokejky najviac 2" — 2.
Nahliadnime teraz, ako sa d& zistit, s kym hra¢ = prehral. Uz vieme, Ze ak si definujeme &islo
i tak, ako v predchadzajicom texte, tak hra¢ x najskor vyhral ¢ kol a potom v kole (i + 1)
prehral. No ale to znamen4, %e v kole (i 4 1) hral hra¢ x s hra¢om vy, ktory mé od = &islo o 2°
mensie.

To isté si mdzeme sformulovat aj v dvojkovej sustave. Cislo = sa konéi presne i nulami
a pred nimi je jednicka. Cislo y hraca, s ktorym x prehral, dostaneme tak, Ze tito poslednt
jednicku zmenime na nulu. UkdZeme si tito avahu na priklade. Uvazujme hraca 53 = 1101015.
Ten prehral hned v prvom kole s hra¢om 1101002. Ten prehral v tretom kole s hra¢om 1100002,
ktory prehral v piatom kole s 1000002. Nakoniec, v poslednom Siestom kole tento hrac¢ prehral
s 0000002, ktory je absolitnym vitazom.

Vidime, Ze pocet jednotkovych bitov v binarnom zapise ¢isla x zodpoveda poctu sutaziacich,
ktori su ur¢ite lepsi ako z. (Inymi slovami, retaz vitazov od z az po 0.)

Nech b je pocet jednotkovych bitov v éisle  — teda pocet sutaziacich, o ktorych sme nasou
Gvahou zistili, Ze musia mat uréite dlhsiu hokejku ako z. Potom zjavne plati, Ze  nemdze mat
hokejku dlhsiu ako 2™ —b. UkaZeme, Ze takii dlhi hokejku naozaj méze mat. Najskor zoberieme
hokejky dlzky 2 — b az 2" a rozdame ich ako treba — hra¢ = dostane hokejku dizky 2" — b,
hraé, ktory ho porazil, o jedno dlh$iu, a tak dalej. No a nésledne zoberieme zvy$né hokejky a
rozddme ich zvysSnym hrac¢om opit podla ¢isla — ¢im vicsie ¢islo hraca, tym kratsiu zo zvysnych
hokejok dostane.

Pocet jednotkovych bitov v ¢isle x moézeme najst podobne ako pri poc¢te nil na jeho konci:
bud postupnym delenim (kde si pamétame, kolkokrat ndm vznikol zvySok 1) alebo bitovym
ANDom. Obe metédy vedu k Gasovej zlozitosti O(n).

KedZze musime odpovedat na m otdzok, celkovd ¢asové zlozitost programu je O(mn). Pa-
miitova zlozitost je konstantnd, lebo si sta¢i pamétat konstantne vela &isel.

Podrobnejsie o zloZitosti

Této cast vzorového riesSenia je len pre odvaznych. Ak posobi odstrasujico, ni¢ si z toho
nerob a pokojne ju preskoc.

Vyssie popisané odhady casovej a paméitovej zlozitosti platia za jedného velmi délezitého
predpokladu: ze sa ndm n-bitové ¢islo zmesti do celoéiselnej premennej. Ak by sme totiz tuto
tlohu riesili pre vicsie n, uz by sa velkost ¢isel hracov prejavila na ¢asovej aj pamitovej
zlozitosti. Oc¢ividnejsie je to u pamitovej: na zapamitanie jedného n-bitového éisla potrebujeme
[n/8] bajtov pamite. Lenze nasledne sa to prejavi aj na zlozitosti ¢asovej: nac¢itame sice ¢islo
v desiatkovej suistave, zaujimaju nas ale jeho cifry v stustave dvojkovej, musime ho teda do
tejto ststavy previest. A Casové zlozitost tohto prevodu bude zavisiet (aspon linearne!) od
poctu desiatkovych cifier. No a ten je priamo tmerny ¢islu n, teda poctu cifier dvojkovych.

A nie len to. Nasledne by sa ukazalo, ze oba postupy, ktoré sa nam zdali ekvivalentné, sa
vlastne rozli¢cne dobré. Zatial ¢o delenie dvomi by postupne zmensovalo celé ¢islo a priamociara
implementécia by bola (pre najhor$ie mozné z) az kvadratickd od n, pouzitie bitového ANDu
vieme robit postupne po bajtoch, a teda ¢asova zlozitost naozaj ostane linedrna od n.

Optimalizacia konstant

Aj tato Cast vzorového rieSenia je len pre odvaznych. Ale zatial ¢o ta predchadzajiuca
bola prudko teoretickd, tato bude prudko prakticka.

Na zistenie, kolkymi nulami koné¢i bitovy zapis n-bitového ¢&isla, nepotrebujeme n operécii.
Ak sa nam celé ¢islo zmesti do premennej, sta¢i ndm tych operécii O(logn). Pre¢o? Pocet nul
na konci ¢isla totiz mozeme binarne vyhladavat.
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Na to, aby sme vedeli binarne vyhlad4vat, potrebujeme pre dané i zistit, ¢i ¢islo x konéi
asponl 4 nulami. To ale vieme spravit, a to dokonca v konstantnom c&ase. Napriklad tak, Ze

otestujeme, ¢i ((x >> i) << i) == x. (Teda z najskor vhodnym bitovym posunom celoéiselne
vydelime 2%, potom vyndsobime 2* a potom zistime, ¢i sa nieco pri deleni stratilo.) Alebo tak, ze
otestujeme, ¢i (x & ((1 << i)-1)) == 0. (Teda vyrobime si bitovi masku, ktord mé jednotky

na poslednych i poziciach, a logickym ANDom otestujeme, ¢i st vSetky tieto pozicie v & nulové.

Aj drubé operéacia, ktortl potrebujeme (spocitat jednotkové bity), sa d4 implementovat po-
mocou O(log n) aritmetickych a logickych operacii. Tento algoritmus je v8ak dost komplikovany,
preto ho nebudeme uvadzat.

Existuje vSak esSte efektivnejSie riesenie. Obe tieto opericie st natolko zaujimavé a beZne
pouzivané vo vypoctoch, ze ich mnohi vyrobcovia procesorov implementujt hardvérovo. Taky
procesor potom ma na tieto operacie priamo instrukcie, ktoré mozeme v programe v konstant-
nom &ase pouzit.

Ako to spravit? Napriklad v gcc a g++ najdeme dve uzito¢né funkcie: __builtin_ctz(x)
a __builtin_popcount(x). Prva z nich (Count Trailing Zeros) vracia pocet nulovych bitov,
ktorymi konéi x, druhd (POPulation COUNT) vracia pocet jednotkovych bitov v = — &ize
presne tie veci, ktoré potrebujeme.? No a kompilator sa uz o low-level detaily postara za nas.
Ak kompilujeme na architekttre, ktord ma dand procesorova instrukciu, priamo ju pouzije,
a inak je tato funkcia implementovana ako makro, ktoré porobi ¢o najmenej aritmetickych
a logickych operécii a vyrobi ndm zelany vysledok.

Listing programu:
program Priklad4;

var N, M: longint;
var x, k, i, min, max: longint;

begin
Read (N, M);
for k := 1 to M do begin
Read (x) ;
min := 1 shl N;
max := 1 shl N;
for i := N - 1 downto 0 do
if x and (1 shl i) <> 0 then begin
dec (max) ;
min := 1 shl i;
end;
WriteLn(min, ' ', max);
end;
end.

Listing programu:

#include <cstdio>
using namespace std;

int main() {
int N, M;
scanf (“%d %d“, &N, &M);

while (M--) {
int x;
scanf (“&d"“, &x);

int min = 1 << N, max = 1 << N;

for (int i = N; i--; )
if (x & 1 << 1) |
--max;
min = 1 << i;

}

4U oboch funkcii ide o tzv. gcc rozsirenie — nie st teda suéastou standardu jazyka C ani C++.
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printf (“*%d %d\n“, min, max);

}

return 0O;
}

Listing programu:
#include <iostream>
int main() {
int n, m, x;
std::cin >> n >> m;
while (m--) {
std::cin >> x;
std::cout << (1<<__builtin_ctz(x)) << ™ ™ << ((1<<n)-__builtin_popcount (x)) << “\n“;

opravoval Usamec
5. Oprav chybu (max. 5 b za popis, 10 b za program)

Této tloha sa dala riesit minimalne dvoma rozumnymi sposobmi.?

Obidva sposoby maju ale spolo¢ny tivod. Potrebujeme ziskat dostatoéné mnozstvo vhodného
slovenského textu a vhodne ho spracovat. Slovensky text sa da ziskavat roznymi spdsobmi.
Moézeme si bud ruéne kopirovat text z Wikipédie ¢i nejakych novin do textového stboru, alebo
si napisat nejaky skript, ktory to spravi za nas. Kazdopadne aj prvd moznost funguje celkom
dobre a netrva az tak dlho — samozrejme pokial kopirujeme dost dlhé texty.

Dalsou ¢astou je predspracovanie textu. Obe nase metédy pozaduju text bez diakritiky
a nezaujimaju ich iné znaky ako pismena a medzery. Navyse ani nebudeme rozlisovat medzi
velkymi a malymi pismenami. Preto sa zide napisat si program, ktory ¢ita vstup po znakoch
a upravuje ich: tie, ¢o nechceme (napriklad ¢isla a interpunkciu) meni na medzery, pismenka
meni z velkych na malé a zbavuje ich diakritiky. Mozné vylepSenie: nevypisovat viac medzier
po sebe.

Inou moznostou, ako spracovat takyto text, je ru¢ny search and replace v nejakom textovom
editore alebo dobry linuxovy skript. (Odporu¢ame pohrat sa s programom iconv resp. cstocs
pri zmene kédovania alebo odstraneni diakritiky, a s programom tr pri mazani, resp. sed pri
komplikovanejSom editovani textu.)

Podme sa teraz uz pozriet na rieSenia tilohy. Prvym pomerne dobrym spésobom je vytvorit si
databazu najcastejsich slov, ti potom vlozit priamo do zdrojaku a nasledne vyuzit. Databaza
sa da vytvorit jednoducho: Zoberieme odisteny text, rozsekdme ho na slova, tie vlozime do
pola a toto pole usporiadame. (Iné sposoby zahffiaju pouzitie datovych Struktar, akymi st
pismenkovy strom alebo hashovacia tabulka.) Potom vieme na jeden prechod spocitat podetnost
kazdého slova a rovno si ju vypisat na vystup vo vhodnom tvare, ktory vlozime do zdrojaku.
Navyse vyhodime slovd, ktoré sa vyskytuji malo ¢asto (aby sme sa zmestili do limitu na velkost
zdrojového stiboru).

Ako mozeme takyto slovnik vyuzit? Budeme si pocitat pre kazdé pismeno skére vyjadrujuce
ako velmi sa toto pismeno hodi na doplnenie. Nakoniec vyberieme to s najvyssim skére. Vzdy,
ked narazime na slovo, ktoré obsahuje _, postupne vyskusame doplnif kazdé pismeno. Ak sa
nam podari vytvorit zname slovo, tak nejakym vhodnym spésobom upravime skére patrié-
ného pismenka (napriklad k nemu pripo¢itame jednotku, pocet vyskytov slova, alebo nejaka
kombinaciu dizky slova a poétu vyskytov).

Tu si treba este uvedomit jednu vec. Overovat, ¢i slovo existuje, by sme chceli rychlejsie ako
prechéddzanim celého slovnika. Najlahsi spésob je mat zoznam slov utriedeny a v iom binérne
vyhladavat (pozriet sa do stredu a podla toho sa rozhodnut, kam sa pozrieme dalej). Opét sa
daji vyuzit aj iné datové struktary.

5éitaj: sautorovi vzoraku st zname tieto dva“
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Celé to nakoniec bude mat ¢asovu zlozitost O(znlog s) alebo O(zn) (podla toho, aké datové
struktiry pouzivame) a pamitova zlozitost O(s), kde z je pocet pismen abecedy, n je velkost
vstupu a s je velkost slovnika.

Hlavnou vyhodou tejto metédy je jej jednoduchost a pomerne vysoka tc¢innost. Na dru-
hej strane, v niektorych pripadoch nefunguje vobec — napriklad ked mame chyby v relativne
neznamych slovach.

Iny sposob je nepozerat sa na slova, ale vyuzit Statistické zavislosti medzi jednotlivymi
pismenami. Napriklad to, ze pravdepodobnost vyskytu pismena v slovenskom texte zavisi od
predchadzajicich pismen. Napriklad po pismenach og bude velmi pravdepodobné a (napr.
mame slovo doga) ¢i r (program), ale malo pravdepodobné h (ak prave nepiSeme o Vincentovi
van Goghovi, také slovo asi neméme). Ale naopak, po pismenach vc bude h omnoho pravde-
podobnejsie ako inokedy.

Podme teda zistit, ako tieto zavislosti funguju. Rovnako ako v predchadzajicom rieSeni
si zozenieme dostato¢ne dlhy slovensky text, zbavime ho interpunkcie a diakritiky a vSetky
pismenkd zmenime na malé. Takto dostaneme text, v ktorom uz je len 27 réznych znakov:
malé pismena a medzera. Teraz si spravime pole A rozmerov 27 X 27 X 27 a v nnom si pre kazdy
3-pismenkovy podretazec zapaméitame, kolkokrat sa vyskytoval. (Toto je okolo 19 tisic ¢isel.
Cely obsah pola sa ndm neskor zmesti ako kongtanta do programu.)

To, ¢o nas bude zaujimat, st vysSie popisané pravdepodobnosti. Presnejsie, ked ¢itam za-
radom slovensky text, bude ma zaujimat, aka je pravdepodobnost konkrétneho nasledujticeho
pismena za predpokladu, Ze pozndme jemu predchidzajice dve pismena. Oznacovat to budeme
nasledovne: pravdepodobnost, Ze uvidime b, ak sme prave videli ka, oznac¢ime P(b | ka).

No a pomocou pola A vieme Tahko vypocitat tieto pravdepodobnosti. Ak sa napriklad
z trojic tvaru vc? v naSom slovenskom texte vyskytlo len veca (100x), vce (70x), vei (50x),
vco (40%), vech (30x) a veu (10%), tak mame dokopy 300 vyskytov dvojice ve. Ak teraz ¢itame
iny slovensky text a pre¢itame pismenka ve, v priblizne 1/3 pripadov po nich bude nasledovat a,
zatial ¢o v priblizne 1/10 pripadov to bude h. Teda budeme poéitat s tym,’ e P(a | vc) = 1/3
a P(h|vc) =1/10.

Naco nam je toto dobré? Je to isty model spravania sa slovenéiny. Nie je uplné presny,
ale na druhej strany je dost presny na to, aky je jednoduchy. Vieme pomocou neho napriklad
generovat text. Zoberieme prvé dve pismend, aké chceme, ndhodne vygenerujeme (so sprav-
nymi pravdepodobnostamil!) tretie, opét ndhodne vygenerujeme (s pravdepodobnostami podla
druhého a treticho pismena) $tvrté, a tak dalej. Ak by sme to naozaj skusili, zistili by sme,
Ze vystup sice neddva zmysel, ale vedeli by sme ho uz &itat ,po slabikidch“ bez toho, aby nam
prilis lamal jazyk.

No ale ako ndm to poméze najst chybajice pismenko? Trik je v nasledujicej tvahe: Majme
nejaky text. Cim viac tento text ,znie ako slovenéina“, tym je vicsia pravdepodobnost, Ze ho
vyssie popisany ndhodny generator vygeneruje.

A presne toto pouzijeme. Postupne vyskasame vSetky moznosti, ¢im nahradit chybajtce
pismeno. Zakazdym dostaneme nejaky text. Spomedzi tychto textov chceme vybrat ten, ktory
najviac znie ako slovenc¢ina. A teda ten, ktory mé najvicsiu pravdepodobnost, Zze ho vygene-
rujeme. Ale tuto pravdepodobnost predsa vieme lahko spoditat!

Ukazeme si to na priklade. Pravdepodobnost toho, ze ked za¢neme s pismenami ja, vyge-
nerujeme text jano,vari (pri¢om znak , predstavuje medzeru), spoéitame nasledovne:

P(n|ja)-P(o]an) - P(y|no)-P(v|oy) - Pla|uv) - P(r|va) - P(i]|ar)

Toto rieSenie m4 este jeden technicky zadrhel: ndsobenie vela malych pravdepodobnosti ndm
kvoli zaokrtthlovacim chybam zviésa rado vyrobi nulu. Tu si ale vieme pomoct tak, ze namiesto

6V skutoénosti sa oplati drobna nepresnost: kazdej trojici pismen napr. priddme 0.01 vyskytu. Toto je
dobré na to, aby nas prilis nezasko¢ilo, ak sa v novom texte vyskytne trojica pismen, ktora za sebou v starom
texte nikdy nebola.
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pravdepodobnosti vygenerovania slova budeme pocitat jej logaritmus. No a logaritmus stéinu
¢isel je sucet logaritmov tych cisel.

Samotné riesenie pouziva navyse este jednu drobnost. Nepocita zbyto¢ne pravdepodobnosti,
ktoré st pre kazdi moznost rovnaké, alebo inymi slovami povedané poc¢ita len pravdepodobnosti
okolo vynechanych znakov.

Celkova ¢asova zlozitost bude celkom prijemna: O(zn). Pamifové naroky st O(z3).

Listing programu:

int counts[] =
{0,90,0,0,0,0,1,0,0,0,0,0,0,0,0,0,0,1,
/* a dalsia kopa cisel, na webe sa da stiahnut cely zdrojak */};

#include <cstdio>
#include <cstdio>
#include <cmath>
#include <vector>

using namespace std;
#define BUFSIZE 2000
char buf [BUFSIZE];

int main() {
// Pamet na posledne 2 znaky (0-25 su a-z, 26 je medzera, 27 vynechane pismeno)
char last2 = 26;
char last = 26;
// Nacitanie vstupu, pocas neho si zapametame, kazdu trojicu, ktora obsahuje
// vynechanie
vector<vector<int> > triplets;
while (true) {
int rc = fread(buf, sizeof (char), BUFSIZE, stdin);
if (rc <= 0) break;

for (int i = 0; 1 < rc; i++) {
char cur buf[i];
if (cur == "_")
cur = 27;
} else if (cur >= ’'a’ && cur <= ’'z’) {
cur = cur - 'a’;
} else if (cur >= ’'A’ && cur <= '2") {
cur = cur - 'A’;
} else {
cur = 26;
}
if (last2 == 27 || last == 27 || cur == 27) {
vector<int> triplet (3);
triplet[0] = last2; triplet[l] = last; triplet[2] = cur;
if (last == 26 && cur == 27)
triplet[0] = 26;
if (last == 26 && last2 == 27)

triplet[2] = 26;
triplets.push_back (triplet);
}
last2 = last;
last = cur;
}
}

// Pseudopocet (smoothing factor) - nechceme veciam davat 0 pravdepodobnost
double smooth = 0.1;

// Spocitame pravdepodnost dvojic
double doubs[27][27];
for (int 1 = 0; i < 27; i++) {

for (int j = 0; J < 27; j++) {
doubs[i][]j] = 0;
for (int k = 0; k < 27; k++)
doubs[i] [j] += counts[27*27*i+27*j+k]+smooth;

bool first = true;
double mc = 0;
int mi = 0;

// Pre kazde pismeno spocitame relevantnu cast pravdepodobnosti a vyberieme
// najlepsiu.
for (int i = 0; 1 < 26; i++) {

double pc = 0;
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for (int j = 0; j < triplets.size(); J++) {

vector<int> tr = triplets[j];

for (int k = 0; k < 3; k++) {

if (tr(k] == 27)
trik] = i;

}

pc += log(counts[tr[0]*27*27+tr[1]*27+tr[2]]+smooth)-log(doubs[tr[0]] [tr[1]]);
}

if (pc > mc || first) |
first = false;
mc = pc;
mi = 1i;
}
printf (“%c\n“, ’a’+mi);
}
opravoval JaNo
6. Odplata a omeleta (max. 13 b za popis, 7 b za program)

Ako byva v takychto tlohach zvykom, sktisime spravit z konkrétnej otdzky vseobecnt. Nebu-
deme sa pytat, kolko nés stoji trafenie vSetkych n vtakov, ale za akti najmensiu omeletovii
cenu vieme trafift prvych i z nich (poéitané zlava). Toto &islo si ozna¢me C[i].

Prvych 0 vtakov dokdzeme zasiahnut za cenu 0, preto C[0] = 0.

Predstavme si, Zze uz mame nasu otazku zodpovedani od 0 po ¢ — 1 a teraz na nu chceme
odpovedat pre i. Vieme, Ze i-teho vtaka musi zasiahnut nejaké vajce, inak by ostal nezasiahnuty.
Kedze vtaci napravo od neho nés zatial nezaujimaji, moéZeme toto vajce hodit ¢o najviac dolava
tak, aby len tesne zasiahlo aj i-teho vtaka. Nemé totiz zmysel §pinit drot za nim.

Nech i-teho vtéka trafime j-tym druhom vajca. Tymto vajcom mozno navysSe zasiahneme
este niekolko dal$ich vtakov nalavo od i-teho. Prvého, ktorého uZz nezasiahneme, oznaéme p;
ak zasiahneme vsetkych, bude p = 0. Inymi slovami, p je najmensie také ¢islo, ze (p + 1)-vého
vtaka trafi vajce hodené na i-teho vtaka.

Prvych p vtakov vieme pokryt s cenou C[p] (kedze p < i, tuto hodnotu uz mame vypoci-
tana), teda ak pouzijeme j-te vajce, tak C[i] bude C|[p] + 0j. Vypocitame tito hodnotu pre
kazdy z m druhov vajec a vyberieme najmensiu.

Na samom konci budeme mat nasu otdzku zodpovedanu aj pre n, ¢o je presne odpoved na
pdévodnu tlohu.

Jedinym problémom je, ako rychlo a efektivne vypocitat p. Toto bola hlavna pointa, v
ktorej sa vase rieSenia lisili. Niektori z vas vo for-cykle postupne skusali ¢oraz mensie hodnoty
p, ¢o ale moze trvat az O(n), preto ich riesenie malo ¢asovi zlozitost O(mn?2). (Toto bolo za
9 bodov.) Ini pouzili Sikovnejsie bindrne vyhladavanie, ¢o ich doviedlo k zlozitosti O(mn logn)
(11 bodov).

Vzorak: Uvedomme si, Ze s rasticim ¢ hodnota p pre fixny druh vajca neklesd — interval,
ktory zasiahne vajce uréené i-temu vtakovi, sa postiva doprava. To mézeme vyuzit na zrychlenie
riesenia.

i (sek vtékov, ktorych chceme zasiahnut), novi hodnotu p pre j-ty druh vajca najdeme po-
stupnym zvicsovanim starej hodnoty.

Ako sme na tom s éasovou zlozitostou? MézZe sa ndm staf, Ze budeme pre nejaké i a j
zvic¢Sovat hodnotu p o ,vela“ (teoreticky az o n). Dokopy v8ak pre kazdy druh vajca zvySime
hodnotu p najviac n-krat, ¢o je spolu O(mn) krokov.

Casova zlozitost celého algoritmu je preto O(mn). Ak ste navyse spotrebovali O(m + n)
pamiéte, dostali ste plny pocet bodov.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <algorithm>
using namespace std;
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#define MAXN 50047

#define MAXM 147

#define LINF 1000111000111000111LL
typedef long long 11;

11 n, m, X[MAXN], D[MAXM], O[MAXM], C[MAXN], P[MAXM];
// n, m, pozicia vtaka, rozsah a cena vajca, cena za prvych k vtakov, P

int main ()

scanf (“%11d %11d“, &n, &m);

for (int i = 0; 1 < n; ++i) {
scanf (“%11d%, X + 1i);
C[i + 1] = LINF;

}

c[o] = 0;

for (int i = 0; 1 < m; ++1i) {
scanf (“%11d %11d“, D + i, O + 1i);
P[i] = 0;

for (int i = 1; i <= n; ++1)

for (int j = 0; j < m; ++j) {
// tu sa starame o P
while (X[P[J]] + D[J] < X[i - 1])
P[I]++;
C[i] = min(C[i], C[P[3]] + O[J]);

}
printf (“%11d\n"“, C[nl);

opravoval Luxusko
Opici hnev (max. 12 b za popis, 8 b za program)

N

Hra, ktora MiSo a Jano hraju, je kombinatorickd. Kombinatoricki hru spoznate tak, ze:

e ju hraju dvaja hradci, ktori sa striedaja,

e v kazdom momente hry vedia obaja hraé vietko o aktualnom stave hry,”

e pre kazdd moznu poziciu v hre s pevne uréené pozicie, na ktoré sa z nej da dostat,

e si definované pozicie, v ktorych hra konéi; posledny hrac, ktory fahal, vyhral/prehral
(zavisi od pravidiel),

e hra vzdy skonéi po kone¢nom pocte tahov.

Skontrolujme nasu hru — striedaju sa dvaja hraci; pozicia v hre je dana len nahnevanostou
obete; stav hry je jednozna¢ne urcéeny poziciou a hra¢om na fahu a tieto tidaje vedia obaja;
z pozicie = sa vieme dostat len do nejakej pozicie z mnoziny {2z, 3z, ...,9z}; hra konéi v po-
zicidch s nahnevanostou vicsou alebo rovnou m, pricom posledny tahajuci vyhral; nasa hra
evidentne niekedy skon¢i, nakolko nahnevanost vzdy aspon zdvojnasobime.

V takychto hrach vic¢sinou existuju pozicie, z ktorych si hra¢ na tahu dokaze vhodnou straté-
giou vynutit vitazstvo, budeme ich nazyvat vyhrdvajice (V), ostatné pozicie buda prehrdvajice
(P).

My potrebujeme zistit, ¢i je pociatoénéd pozicia (1) V alebo P, a podla toho vyhra Miso
alebo Jano. Plati, ze pozicie, v ktorych hra konéi, s P® — hraé v predoslom tahu nahneval
obet aspont m a hra¢ na tahu prehral. Ak z pozicie = existuje tah do P pozicie, vieme tam
potiahnut a dostat stpera do pozicie, z ktorej nevie vyhrat, preto si x oznadime ako V. Ak
z pozicie x nevieme potiahnut do Ziadnej P pozicie, znamena to, Ze kazdy tah vedie do pozicie,
z ktorej stuper vie vyhrat, preto x bude prehravajica pozicia.

Teraz uz vieme priamociaro napisat rekurzivny algoritmus, ktory zisti, ¢i je pozicia V alebo
P: ak sme v pozicii vicsej alebo rovnej n, vratime P. Inak sa zavolame na vSetky pozicie, do
ktorych sa vieme dostat, a ak je aspon jedna z nich P, vratime V, inak P.

7ziadne karty, ktoré druhy hrac nevidi, ani ni¢ podobné

8Speciélny pripad nastava, ked n = 1. Vyhrat by mal vtedy podla mna Miso, napokon on bude stale ten,
¢o obet ako prvy nahneva aspon n. Nestrhaval som ale body ani ked ste tvrdili, ze vyhra Jano, ani ked ste
sa nad tym nezamysleli a ani v testovacich vstupoch tento zdkerny pripad nebol.
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Tento algoritmus s exponencidlnou casovou zlozitostou sa dal lahko zmenif na linedrny
pridanim tabulky velkosti n, ¢ uz memoizaciou (nebudeme tu istt poziciu zistovat viackrat,
ale iba prvykréat a vysledok si zapamétdme) alebo dynamickym programovanim odzadu (vzdy
sa potrebujeme pozriet iba na 8 vi¢sich pozicii, ktoré uz budeme mat zistené).

Lepsie riesenie vyuziva to, ze V a P pozicie sa budu striedat v peknych intervaloch. Vsetky
pozicie z intervalu [n,c0) su P. Ak je interval [z,y) P a y > 2(z — 1), tak interval [[2/9], )
bude V, lebo ¢&isla z neho vieme prenasobit tak, aby sme stpera dostali do P. Ak je interval
[z,y) Vay > 9(z— 1), tak interval [[z/2],x) bude cely P, lebo ked ktorékolvek ¢islo z neho
vynéasobime ktorymkolvek moznym &islom (2, 3,...9), dostaneme supera do V. Vsimnite si, ze
nové intervaly, ktoré tymto postupom ziskavame, spliiaji potrebné nerovnosti, a preto moézeme
postup na nich zopakovat.

Péjdeme odzadu od m, budeme postupne spracovavat celé intervaly naraz a pozeraf, ¢i
st P alebo V. Nakoniec zistime, v akom type intervalu sa nachddza pozicia 1. Kedze spodnu
hranicu vzdy znizime aspoii o polovicu, vykondme O(logn) krokov, ¢o bude aj ¢asova zlozitost
algoritmu, kedze kazdy interval spracujeme v O(1).

Alternativne rieSenie od Jakuba Safina spo¢iva vo vygenerovani si moznych pozicii, na ktoré
sa vobec d4 z 1 nasobenim &islami 2,3, ..., 9 dostat. Vsetky takéto ¢isla st v tvare 2¢.30.5¢.74
(2, 3, 5 a 7 st prvocisla mensie ako 10, ziadne iné prvodéislo nemoze delit poziciu, na ktora sa da
dostat nasim sposobom), pri¢om pre exponenty plati a, b, ¢, d < log m, kde m je rovné najvicsej
hodnote n na vstupe. Potom hruby horny odhad poétu réznych pozicii do m je (logm)?, ked
si povieme, ze kazdé z a, b, ¢, d moéze nadobudat hodnoty 1,...,logm nezavisle na sebe.

Pre kazda dosiahnutelnt poziciu x spustime naSe predchddzajtce rieSenie a vysledok (kto
vyhra v pripade, Ze limit nepri¢etnosti chudéka je z) si zapamitame. Pole dosiahnutelnych
pozicii zotriedime podla ich velkosti. Potom ked budeme chcief odpovedat, kto vyhra pre
zadané n, pozrieme sa na najmensiu dosiahnutelnti poziciu n’, ktord nie je mensia ako n
(ndjdeme ju bindrnym vyhladdvanim). Hodnotu n totiz opi¢iaci prekonaji préave vtedy, ked
prekonajti hodnotu n’.

Predpo¢itanie bude trvat O((logm)®) a na jednu otézku vieme odpovedat v case O(log log m).
Pre vela otdzok nam teda rychlejSie odpovedanie na ne vynahradi ¢as straveny predpoditava-
nim. Pamitové zlozitost je O((logm)?).

Listing programu:
#include <iostream>
using namespace std;
int main (void) {

long long n;
while (cin >> n) {

bool v;
if(n == 1)
v =1;
else{
v = 0;
while(n > 1) {
if (v)
n = (n+l)/2;
else
n = (n+8)/9;
v "= 1;
}
}
if (v)
cout << “Miso"“ << endl;
else

cout << “Jano“ << endl;
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opravoval Tomi
8. O slonoch v skodovke (max. 15 b za popis, 10 b za program)

V tlohach, kde sa hlad4 najkratsia cesta, sa véiéSinou d4 momentédlna situdcia vystihnut
jedinym tdajom — miestom, kde sa prave nachadzame. Tu st tie idaje dva: kde sa nachadzame,
a kolko vodi¢édkov ndm este zostalo.

Predstavme si k + 1 képii povodného grafu usporiadanych do vrstiev; kazda vrstvu aso-
ciujeme s uréitym poc¢tom vodi¢édkov (od 0 do k). Ked sa rozhodneme prejst po nejakej ceste,
méame dve moznosti: bud pockdme na zelend, ¢im sa dostaneme do vrcholu s rovnakym poctom
vodi¢dkov (zostaneme v tej istej vrstve), alebo prejdeme na ervend — prideme o vodi¢ék, ale
bude to rychlejsie.

Tym piddom méme normélny orientovany graf s n - (k + 1) vrcholmi a s réznymi (ale nezé-
pornymi) dizkami hran, v ktorom chceme néjst najkratsiu cestu do nejakého ciela. To znie ako
praca pre Dijkstrov algoritmus. Ten vyzera takto:

Pocas behu algoritmu sa vrcholy delia do troch skupin. Bud sme k vrcholu uz nasli zarucene
najkratsiu cestu (budeme ich volat hotové), alebo sme k nemu nasli zatial len najkratsiu z ciest
veducich iba cez hotové vrcholy (len nevieme, ¢&i je to aj Gplne najkratSia cesta), alebo este
vobec nevieme, ako sa k nemu dostat. Na zaciatku je hotovy iba vrchol, z ktorého zac¢iname
(a vzdialenost k nemu je nula). Vsetkym ostatnym vrcholom ddme vzdialenost nekoneéno (resp.
také velké ¢islo, Ze to je prakticky nekonecno).

Potom kym este st nejaké nehotové vrcholy, opakujeme toto: spomedzi vrcholov z tej stred-
nej skupiny vyberieme ten s najmensou vzdialenostou od $tartu. Cesta, ¢o sme k nemu nasli,
uz je urcite najlepsia (pretoze keby sa k nemu dalo dostat aj skratkou, ta skratka by musela ist
nejakym inym nehotovym vrcholom, a potom by sme vybrali ten iny vrchol, a nie tento). Takze
tento vrchol mézeme prehlasit za hotovy. Ak ma nejakych nehotovych susedov, ku ktorym sa
cez tento vrchol da dostat rychlejsie, ako sme si zatial mysleli, tak si to zapamétame.

Praktickd implementacia Dijkstru vyzera viacsinou takto: z tych troch skupin vrcholov nas
zaujima iba ta stredna, lebo hotové uz si hotové, a o tych nezndmych ni¢ nevieme. Vrcholy
z tejto strednej skupiny si budeme pamiitat v prioritnej fronte zoradenej podla ich vzdialenosti.
Vdaka tomu budeme vediet rychlo zistovat, ktory vrchol z tej strednej skupiny je najblizsie.
(Prioritnu frontu si pozrite na Wikipédii, ja ju neviem.)

Niekedy sa stane, ze vrchol uz v prioritnej fronte je, ale chceli by sme mu zmensit vzdialenost,
a naSa prioritna fronta to nedokéaze. V takom pripade tam napriklad moZeme ten vrchol vlozit
druhykrat, vyberieme ich uz v spravnom poradi. (Teda najprv ten s mensou vzdialenostou. Ked
vyberieme vrchol a zistime, Ze uz sme preitho nasli aj lepsiu vzdialenost, tak ho odignorujeme.)

Lenze moment. Dijkstrov algoritmus predpoklada, ze hrany maja vopred urcené vzdiale-
nosti, ale v nasom grafe st semafory. Ked prechddzame z bodu A do bodu B, zavisi to nielen
od vzdialenosti medzi nimi, ale aj od ¢asu, kedy sme prisli do bodu A. D4 sa Dijkstrov algo-
ritmus napriek tomu pouzit?

Dé. Semafory sa nastastie spravaji pomerne rozumne — ked meriame dlzku cesty z A do B
a chceme sa nou do B dostat ¢o najskor, vzdy sa nam oplati o najskor vyrazit z A. (Nemame
nikdy dovod ,len tak“ cakat.) A tato zaruku ndm Dijkstrov algoritmus vie dat: pozera sa na
dizky hran iba vtedy, ked je v nejakom hotovom vrchole a pozera sa, kade dalej. Vtedy uz je
isté, ze pozname najkratsiu cestu do A (preto je to hotovy vrchol). V tejto situécii z toho teda
nevznikne Ziaden problém a inokedy st mu dizky hran ukradnuté, takze bude fungovat ako
normalne.

Zlozitost Dijkstrovho algoritmu je normalne O((E+V)log V'), kde V je poéet vrcholov (u nés
n(k+1)) a E je pocet hran (u nas m(2k + 1)), takze celkova zlozitost je O(k(n + m)log(kn)).

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <queue>
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using namespace std;

typedef long long 11;

struct Hrana {
int kam;
11 cena;
11 start;

bi

11 inter;

struct Vrchol {
vector<Hrana> next;
11 best;

}i

Vrchol () : best (100000000000000000011) {}

int main() {
int n, m, k; scanf(“%d %d %d%, &n, &m, &k);
k++;

// v poli “w“ usporiadame vrcholy po k vrstvach
// kde sme stratili 0 vodicakov,

vector<Vrchol> v (n*k);

for (int i = 0; i < m; i++) {

}

// do haldy budeme davat minus vzdialenost,

Hrana h;
int a, b;

(cisla 0 az n-1 budu stavy,
n az 2n-1 budu 1 vodicak, atd.)

scanf (“%d %d %$Ld %Ld %Ld“, &a, &b, &h.cena, &h.start, &h.inter);

a--; b-—;

// hrany vo vrstve

for (int i = 0; i < k; i++) {
h.kam = i*n+b;
v[i*n+a].next.push_back (h);
h.kam = i*n+a;
v[i*n+b] .next.push_back (h);

}

// hrany do dalsej vrstvy (start a inter dame tak,

Hrana h2;

h2.cena = h.cena;

h2.start 0;

h2.inter 1;

for (int = 0; J < k-1; j++) {

J

h2.kam = (j+1) *n+b;
]
]

v[j*n+a] .next.push_back (h2);
h2.kam (3+1) *n+a;
v[Jj*n+b] .next.push_back (h2);

}

priority_queue<pair<ll, int> > halda;
halda.push (make_pair (0, 0));

while ('halda.empty()) {
11 dist = -halda.top().first;
int x = halda.top() .second;

}

halda.pop () ;
if (v[x].best <= dist) {

aby sme nikdy necakali)

lebo priority_queue normalne vybera najvacsi prvok

continue; // uz sme tento vrchol navstivili lepsou cestou

}
v([x].best = dist;
for (int i1 = 0; 1 < v[x].next.size(); i++) {
// vypocitame, kolko treba cakat
11 d = v[x].next[i].start;
11 d2 = dist+v[x].next[i].cena;
11 wait;
if (d > d2) {
wait = d-d2;
} else {
11l e = v[x].next[1].inter;
11 mod = (d2-d)%e;
if (mod 0) mod = e;
wait = e - mod;

}
d2 += wait;

// ak sme nasli kratsiu cestu, zapamatame si ju a pridame ju do haldy

if (d2 < v[v[x].next[i].kam].best) {
v[v[x].next[i].kam] .best = d2+1;
halda.push (make_pair(-d2, v[x].next[i].kam));
}
}
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11 best = v[n-1+(k-1)*n].best;
for (int i = 0; i < k; i++) {
best = min(best, v[n*i+n-1].best);
}
printf (“$Ld\n“, best);
return 0;

vzorék pisal Zaba
1::9. Tisice podpostupnosti (max. 10 b za popis, 15 b za program)

Tato tlohu sme sice oznadili ¢islom 9, ale bola naozaj lahk4. Podme sa teda spolu pozriet,
ako sa mala riesit.

Aby sme zaratali kazda skac¢ucu podpostupnost prave raz, budeme ich pocitat systematicky
— podla toho, v ktorom prvku pévodnej postupnosti koncia. Podet skadcucich podpostupnosti
koncdiacich v k-tom prvku ozna¢me dy. Najprv zistime hodnotu d;, potom da, ... az dy, pricom
si budeme pomahat uz vypoéitanymi hodnotami (ako pri dynamickom programovani).

Nech uz mame vypocitané dj, ..., dp_1 a zaujima nas hodnota dj. Jednou zo skdcucich
podpostupnosti konciacich v k-tom prvku je samotny k-ty prvok. Ostatné vzniknu tak, ze
vezmeme nejaku skacucu podpostupnost konéiacu v j-tom prvku a doplnime za jej koniec k-ty
prvok, pri¢om musi platit j < k a a; # ag.

Kolko je takych podpostupnosti, ktoré mozeme doplnit? Jednoduchym, ale pomalym riese-

nim by bolo prejst vsetky prvky a1, ..., ax—1 a s¢itat hodnoty d; pre tie j, pre ktoré a; # ay.
Pozrime sa na tento sicet z opacnej strany: st tam vlastne vsetky d; okrem tych, kde a; = ay.
Budeme si preto paméitat sacet s = di + ... + dx_1 a tiez pre kazda hodnotu x pocet

skacucich podpostupnosti konciacich v nejakom prvku a; s hodnotou z (teda sucet vhodnych
d;), ktory oznacime p,. Hodnotu dj potom dostaneme ako 1+ s —pg, . Nésledne k premennym
S a pq,, pri¢itame dj, (aby sme zachovali ich vyznam) a mézeme pokracovat vypoctom dj 1.

Treba este doriesit, ako si budeme pamiitat p, — hodnoty aj st totiz z privelkého rozsahu
na to, aby nam stacilo obyé¢ajné pole. Slusni ludia by pouzili map-u alebo by si hodnoty ay
precislovali do rozsahu 1, ..., n, ale kedze U$amec je zvrhlik zatazeny na hash tabulky, na plny
pocet bodov ste museli pouzit tie.

Ocakavana Casova zlozitost je v tomto pripade O(n), lebo na vypocet kazdej z hodnot dy,
potrebujeme (vdaka hash tabulke) len konStantny ¢as. Pamétova zlozitost je tiez O(n), prave
kvoli spominanej hash tabulke. VSetky ¢iastkové pocty podpostupnosti budeme poéitat modulo
1000000007, preto sa ndm pohodlne zmestia do 32-bitovych premennych.

Listing programu:

#include <cstdio>

#include <algorithm>
#include <trl/unordered_map>
using namespace std;

using namespace std::trl;

#define MOD 1000000007

int main() {
int n, sucet = 0;
scanf (“%d"“, &n);
unordered_map<int, int> P;

for (int i = 0; 1 < n; i++) {
int a;
scanf (“sd“, &a);
int d = (1 + sucet - P[a] + MOD) % MOD; // “+ MOD"“ aby sme nedostali zaporne cislo
sucet = (sucet + d) % MOD;
Pla] = (P[a] + d) % MOD;

}

printf (“&d\n"“, sucet);
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opravoval Usamec
1::10. Totalna fazia (max. 15 b za popis, 10 b za program)

Upozornenie: v tomto vzordku predpokladdame, ze uz vies, ako sa efektivne hlad4d mini-
mélna kostra grafu (a ¢o to vlastne je). Ak ttito podmienku nespliias, odpori¢ame ti najprv si
nastudovat Primov alebo Kruskalov algoritmus.

Ulohu si prevedieme na graf nasledovnym sposobom: Vrcholy grafu (mnozina V') buda
jednotlivé letiska. Hrany grafu (mnozina E) bud tvorené letmi a ich cena bude rovna nadkladom
na presun letu do inej spolo¢nosti. Navyse si dodefinujeme dalsie mnoziny hran: F1, Eo, ..., Ey,
kde v mnozine E; st vSetky lety prevadzkované spolo¢nostou i. VSetky hrany v E; maji cenu
0.

Teraz chceme zistit, kolko prostriedkov musime vynalozit na to, aby sme po zruseni vset-
kych spolo¢nosti okrem i-tej dostali suvisly graf letov. To, ¢o v tomto pripade hladame, je
minimalna kostra grafu G; = (V, E U E;) (niektoré lety budeme mat dvakrat, to ndm vsak
rieSenie nepokazi, lebo ak by sme taky let chceli pouzit, vyberieme si ta verziu s cenou 0).
Minimélna kostra nie je ni¢ iné ako najlacnejsi podgraf G;, v ktorom existuje cesta medzi kaz-
dou dvojicou vrcholov. Minimélnu kostru vieme hladat v ¢ase O(f log f) pomocou Kruskalovho
alebo Primovho algoritmu. Keby sme vyskusali vSetky mozné ¢, tak tymto spdésobom by sme
dostali riesenie, ktoré bezi v ¢ase O(£Lf log f), ¢o je v niektorych pripadoch celkom vela.

Rychlejsie riesenie dostdvame pomocou nasledujiceho tvrdenia:

Nech K je nejakad minimalna kostra grafu (V, E). Potom existuje takd minimdlna kostra grafu
G; = (V,EUE;), ze kazd4 jej hrana patri do E; alebo do kostry K.

Dékaz urobime sporom. Nech K; je takd minimalna kostra grafu G;, ktora obsahuje co
najmenej zlych hran (t. j. takych, ktoré patria do E'\ K). Nech e je nejaka zla hrana, teda lezi
v minimalnej kostre K; a zaroven nepatri do E; ani do kostry K.

Ked odstranime hranu e z kostry Kj;, graf sa ndam rozpadne na dva komponenty A, B.
Pozrime sa na hrany z kostry K, ktoré vedi medzi A a B. Kazda z tychto hran ma ostro
hrany e v kostre K; a dostali by sme tak nova kostru grafu G;, ktord by nebola drahsia ako
K; a navySe by obsahovala menej zlych hran, ¢o je spor.

Pozrime sa teraz na kostru K. Ked do nej priddme hranu e, vznikne v nej cyklus. Na tomto
cykle je urcite este asponi jedna hrana (okrem e), ktora vedie medzi vrcholom z A a vrcholom z
B, ozna¢me ju h. V predchadzajicom odseku sme si ukazali, ze takéto hrany st drahsie ako e,
preto ked vymenime v kostre K hranu h za hranu e, dostaneme lacnejsiu kostru grafu (V) E)
ako K, ¢o je spor.

Dokézané tvrdenie ndm déva celkom jasny navod, ako postavit rychlejsie riesenie. Dalo by
sa zhrnat nasledovne:

e N4jdi najlacnejsiu kostru K grafu (V, E).
e Pre kazdé ¢ najdi najlacnejsiu kostru grafu (V, K U E;) a z nich vyber najlepsie rieSenie.

Hlavné zlepsenie spociva v tom, ze v druhom kroku uz neberieme v kazdej iteracii do uvahy
vSetkych f hran z E, ale len n — 1 hran kostry K.

Prvy krok vieme urobit v ¢ase O(f log f) pomocou Kruskalovho alebo Primovho algoritmu.®
Keby sme bez rozmyslu robili druhy krok priamo napr. Primovym algoritmom, tak dostaneme
zlozitost 3, O((n — 1 + |E;|)log(n — 1 + |E;|)) = O((¢n + f)log f). Pri priamom pouziti
Kruskalovho algoritmu by zlozitost bola viac-menej rovnaka.

Tu ale istym spdsobom robime zbytocnt robotu navyse. V kazdej iteracii znovu triedime
hrany z kostry K. To robit netreba. NavySe cena hran z E; je vzdy nula, takze ich mozeme
dat dopredu. Ked si hrany z kostry K utriedime vopred, tak jediné ¢o ndm zostava, je pouzit

9Sice existuju aj rychlejsie algoritmy, ale tie st uz strasny grc. ..
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union-find a to bude mat zlozitost: O((¢n+ f)-a(f)), kde a je inverzna Ackermannova funkcia
(nie€o velmi pomaly rasttice; pre rozumne velké isla je to menej ako 5).

Celkovo méme Casovu zlozitost O(flog f + (¢n + f) - a(f)).

Listing programu:
#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

int boss[2000];
int size([2000];

int clear (int n) {

for (int i = 0; i < n; i++) {
boss[i] = i;
size[i] = 1;

}
}

{
x) return x;
= find(boss[x]);

int find(int x)
if (boss[x] ==
return boss[x]

}

bool join(int a, int b) {

int ba = find(a);
int bb find(b);
if (ba == bb) return false;
if (sizel[ba] > size[bb]) {

boss[bb] = ba;
size[ba] += size[bbl;
else {

boss[ba] = bb;
size[bb] += size[bal;
}

return true;

}

int main() {
// Pre kazdu aerolinku zoznam letov
vector<vector<pair<int, int> > > aerolinky;

// (cena, (odkial, kam))
vector<pair<int, pair<int, int> > > hr;
vector<pair<int, pair<int, int> > > kostra;
int n, £, 1;
scanf (“%d %d %d“, &l, &n, &f);
aerolinky.resize(1l);
for (int i = 0; 1 < f; i++) {
int a, b, ¢, p;
scanf (“%d %d %d %d“, &a, &b, &p, &c);
a-—; b-—=; p-——;
hr.push_back (make_pair (c, make_pair(a,b)));
aerolinky[p].push_back (make_pair(a,b));
}

// Prvy kruskal na globalnu kostru
clear (n);

sort (hr.begin(), hr.end());
for (int i = 0; i < hr.size(); i++) {
if (join(hr[i].second.first, hr[i].second.second)) {

kostra.push_back (hr[i]);
}
}

// Bonus: Kostru uz mame usortenu :)
int best = 2000000123;

for (int i = 0; 1 < 1; i++) {
clear(n);
int cena = 0;
// Najprv prihadzeme hrany s cenou 0
for (int j = 0; j < aerolinky[i].size();
join(aerolinky[i] [j].first, aerolinkyl[i
}

Jj++) |
1103

// Potom zbytok

] .second) ;
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for (int j = 0; j < kostra.size(); J++) {
if (join(kostra[j].second.first, kostra[j].second.second)) {
cena += kostral[]j].first;
}
}

best = min(best, cena);
}
printf (“%d\n“, best);
}

opravoval MiSoF a bolelo ho to
2::9. Trans-formacia (max. 8 b za popis, 17 b za program)

Vitajte pri ¢itani tohto vzorového riesenial

Co v fiom najdete:

— pre¢o méame vSetci (vratane organizitorov) za tito ulohu nula bodov

— keby vSetko fungovalo, ako rychlo a bezbolestne ziskat aspoti nejaké body

— ako opravit nefunkéné riesenia a dostat riesenie spravne a takmer dostatoc¢ne rychle

Preco mame vsetci nulu?

Preto, lebo ttto tlohu nevieme spravodlivo ohodnotit. Stala sa totiz vec nemil4, vsetci — ako
vy, riesitelia, tak aj my, organizatori — sme sa nechali oklamat riesenim, ktoré je sice elegantné
a efektivne, ale hlavne nesprdvne. No a ¢o Cert nechcel, prejavilo sa to az na velkych vstupoch,
ktoré sme uz nevedeli overit pomalym spravnym riesenim. No a kedze sme tym ovplyvnili aj
vés, tazko uZ teraz povedat, ¢o by sa zmenilo, keby boli pocas ¢asu na rieSenie v testovaci
spravne vystupy.

V ramci tohto vzordku si okrem iného popiSeme, ako to rychle riesenie fungovalo, preco
nebolo spravne, a ako sa d& (takmer) opravit. V sicasnosti by uz v testovac¢i mali byt spravne
vystupy. Ak si vyskusate odovzdat ilohu teraz, rychle nespravne riesenie nedostane skoro ziadne
body. Ale o tom viac neskor.

Odhady zlozitosti

Okrem premennych p a z (poéet predpon a pocet slovnych zékladov) budeme v nasich
odhadoch zlozitosti pouzivat este aj iné premenné: maximalnu dlzku slov £, velkost pouzitej
abecedy o a maximélny pocet ,vnorenych“ predpon / slovnych zakladov a.

Poslednt z premennych vysvetlime podrobnejsie. Obcas sa ndm stane, ze niektord predpona
je prefixom inej, napr. pre a pred. Prave z takychto dvojic predpon vznikajua situécie, kedy to
isté vysledné slovo vieme naskladat viacerymi sposobmi. No a obdas sa stane, Ze existuje aj
postupnost viacerych predpén taka, Ze kazd4 z nich je prefixom vSetkych nasledujtcich. A to
isté pre slovné zéklady a ich sufixy. Napriklad slovné zaklady side, roadside a broadside.
Premenna a bude udavat dizku najdlhsej takejto postupnosti. (Pre prave uvedeny priklad by
bolo o = 3. Zjavne vidy o < £.)

V zadani tlohy bolo ¢ = 50 a 0 = 26. NaSe opravené riesenie nie je dostato¢ne rychle vo
véetkych takychto pripadoch, len v tych, kedy je navysSe a rozumne mala.

Rychle body

Téato tloha patri k tlohdm, za ktoré je (ak samozrejme vSetko funguje, ako ma) hanba mat
nulu. RieSenie ,vyskisam vSetky moznosti“ je aj v sildch riesitela kategdrie Z.

Aj skusat vsetky moznosti sa viak d4 rozne efektivne. Uplne najviac priamod&iare rieSenie
by vyzeralo: ,pre vSetky predpony P, pre vSetky zdklady Z, ak som slovo PZ eSte nevyrobil,
pridaj ho do pola uz vyrobenych slov*. Takéto rieSenie by za normalnych okolnosti ziskalo tak
2 body.
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Ostrielanejsi riesitel uz urdite vidi, kde robime zbyto¢na préacu: za slovami ,ak som slovo
PZ este nevyrobil® sa skryva prechddzanie celého pola a kontrolovanie. Takéto rieSenie ma
teda Casovu zloZitost O(p222€), lebo v najhorsom pripade vyrobime pz roznych slov, kazdé
s kazdym porovname a na kazdé porovnanie treba O(¢) krokov.

A preco je tato praca zbyto¢na? Lebo v dobrom programovacom jazyku vieme s este mensou
ndmahou vyrobit efektivnejsie riesenie: staci vyrobené slovd nahadzat do setu (mnoziny). Set
sa nam sam postara o odstranenie duplikdtov, a navyse to spravi radovo efektivnejsie.

Ak pouzijeme usporiadani mnozinu (ako napr. set v C++ alebo TreeSet v Jave — im-
plementované ako vyvaZzovany bindrny strom), dostdvame rieSenie so zarucenou casovou zlo-
zitostou O(pzlog(pz)f). Ak pouzijeme neusporiadanti mnozinu (ako napr. set v Pythone,
unordered_set v C++ alebo HashSet v Jave — implementované ako hashovacia tabulka), do-
staneme rieSenie s ocakévanou ¢asovou zlozitostou O(pz¥).

Takéto rieSenia by za normalnych okolnosti ziskali 4-5 bodov, plus dalsie 2 za popis.

Listing programu:

#include <iostream>

#include <vector>

#include <string>

#include <trl/unordered_set> // v novom C++11 standarde staci <unordered_set>, namespace std;
using namespace std;

using namespace std::trl;

int main() {
int P; cin >> P;
vector<string> prefixy(P); for (int p=0; p<P; ++p) cin >> prefixylpl;
int Z; cin >> Z7;
vector<string> zaklady(Z); for (int z=0; z<Z; ++z) cin >> zakladyl[z];

unordered_set<string> slova;
for (int p=0; p<P; ++p) for (int z=0; z<Z; ++z) slova.insert( prefixy[p] + zakladyl[z] );
cout << slova.size() << endl;

}

Listing programu:

from sys import stdin

P = int(stdin.readline())
predpony = [ stdin.readline().strip() for x in range (P) ]
7 = int (stdin.readline())
zaklady = [ stdin.readline().strip() for x in range(Z) ]

slova = set()
for predpona in predpony:
for zaklad in zaklady:
slova.add( predpona + zaklad
print len(slova)

Hlbsia analyza

Ako to uz chodi, lepS$ie rieSenie najdeme tak, Ze sa podrobnejSie pozrieme na Strukturu
problému, ktory riesime.

Comu sa rovna odpoved? No, je to zhruba pz, minus nejaké duplikaty. Ked pochopime, ako
vznikaji, moZno ndm to poméze spocitat, kolko ich je.

Kedy sa méze stat, ze nam to isté slovo vznikne viacerymi spésobmi? Potrebujeme na to dve
rozne predpony, ktoré rovnako za¢inaju (presnejsie, jedna musi byt prefixom druhej) a zaroven
dva rozne slovné zéklady, ktoré rovnako konéia (presnejsie, jeden musi byt sufixom druhého).
A navySe musi platif, ze dlhsia predpona ,pre¢nieva® o ten isty retfazec ako dlhsia pripona.

Priklad: predpony k a kol, zéklady olmica a mica. Dlhsia predpona + kratsi zaklad vyrobia
to isté slovo ako kratsia predpona + dlhsi zaklad.

Bude teda treba nejak vhodne identifikovat takéto situicie. Potom sa zamyslime dalej, ¢o
s nimi vlastne spravit.

Ako teda najst vetky dvojice predpon, z ktorych jedna je prefixom druhej? Vo vSeobecnosti
to prili§ dobre nejde: ked mdme mnozinu rézne dlhych retazcov, méze sa stat, Ze buda tvaru
napr.: a, ab, abc, ... a teda kazda dvojica bude k sebe pasovat.
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V naSom pripade ndm vsak pomdze, Ze nase retazce su kratke. Ku kazdej predpone moze
existovat nanajvys £ — 1 inych predpon, ktoré su jej prefixami. (Stru¢ny odhad: pre £ < 50
a p < 100000 to znamena, %e v Tubovolnom testovacom vstupe bude menej ako 5 miliénov
dvojic ,k sebe pasujtcich“ predpon. To je este stdle rozumne malo.)

Pismenkové stromy

Rozumnym sposobom, ako ulozit mnozinu retazcov, je pismenkovy strom (trie): zakoreneny
strom, v ktorom m4 kazdy vrchol tolko synov, kolko pismen mé pouzitd abeceda. Kazda cesta
z korena dodola teda zodpovedd jednému refazcu. Na obrazku si mozete pozriet umelecké
stvarnenie tejto datovej struktuary.

S V) .~
e AL ]y )
a2t S o
Nieto o - N Nieéo o
b pandeméniu
3y Nieéo 6
—@- . papluhovi

pande

Nieco o
ponozke

3
Y5
%j 000 Nieco o

R stonozke

Obr. 1: Rozkosné znazornenie pismenkového stromu od Kamily Souckovej.

Vsetky dvojice k sebe pasujucich predpon vieme teraz zostrojit nasledovne: Najskor vlozime
do pismenkového stromu postupne vSetky predpony. Potom pre kazdu predponu prejdeme
cestu z jej vrcholu do korena. Cestou stretneme prave vsetky vrcholy, ktoré zodpovedaja inym
predponam, ktoré st jej prefixami.

Takto teda vieme najst vsetky dvojice ,k sebe pasujucich“ predpon v zjavne optimalnom
case O(pl).

To isté vieme spravit aj so slovnymi zdkladmi, s jedinou zmenou: kedze chceme, aby na seba
pasovali ich konce, do druhého pismenkového stromu budeme slovné zaklady vkladat odzadu,
od posledného pismenka k prvému.

Spojenie polovic dokopy NESPRAVNE

Potialto sa nas eSte dostalo vela. A tu sme sa vSetci nechali zldkat na tu istt nespravnu
cestu. Ako vyzerala?

Pre Iubovolny refazec x ozna¢me m(z) pocet dvojic predpon, ktoré k sebe pasuju a dlhsia
z nich sa od kratsej lisi prave o retazec z. Podobne ozna¢me p(x) pocet dvojic slovnych zakladov,
ktoré k sebe pasuju a lisia sa o . Napriklad pre slovné zdklady liste, iste, ste, ihla a hla
by bolo p(1i) =1 a p(i) = 2.

Nespravne riesenie teraz prehlasilo nasledovné: Celkovy pocet duplikatov mozeme spocitat
tak, ze cez vSetky mozné z s¢itame 7 (z) - p(x).

Na prvy pohlad to vyzera spravne: Mame 7(z) dvojic predpon takych, ze jedna je o retazec
z dlhsia od druhej, podobne mame p(x) dvojic slovnych zakladov takych, Ze jeden je o = dlhsi
od druhého. No a vzdy, ked si vyberieme jednu z 7(z) dvojic predpén Pi, P2 a jednu z p(x)
dvojic slovnych zakladov Zi, Z2, tak z nich budeme vediet vyrobit nejaké jedno slovo dvoma
roznymi spésobmi.
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Nespravne riesenie teda na vystup vypisalo hodnotu pz — > 7(z)p(x).

V ¢om je problém? V tom, ze toto rieSenie nespocita pocet duplikatov. Spocita len pocet
sposobov, ako vyrobif duplikdt. A to nie je to isté. Rozdiel vznika, akonahle sa to isté vysledné
slovo d& vyrobit viac ako dvoma spdsobmi.

Pozrime sa napriklad na nasledovny vstup: predpony a, ab a abc; slovné zaklady bcd, cd a
d. Nespréavne rieSenie by dospelo k nasledovnému zéveru: w(b) = 7(c) = m(bc) = 1 a zaroven
p(b) = p(c) = p(bc) = 1. Preto existuju 3 spésoby ako vyrobit duplikat, a teda mame 3-3—3 = 6
réznych slov.

To ale nie je pravda. V tomto pripade totiz nejde o tri rézne slova, z ktorych sa kazdé da
vyrobit dvomi spésobmi. Ide tu o jedno slovo (slovo abcd), ktoré sa d4 vyrobit tromi réznymi
spoésobmi: ako a + bed, ako ab + cd aj ako abc + d. A v takomto pripade uz vyssie popisany
vzorec neda spravnu odpoved. V skutoc¢nosti pre tento vstup bude mat vysledny jazyk nie 6,
ale 7 réznych slov.

Spojenie polovic dokopy SPRAVNE

Vyssie uvedeny vzfah nebol zase Uplne zly — vedie aspon k spravnemu rieSeniu pre a = 2.
Len ho este potrebujeme rozsirit na situacie, kedy sa moze stat, Ze to isté slovo vieme naskladat
viac ako dvomi sposobmi.

Na to, aby sme si boli isti vysledkom, musime slova vysledného jazyka spocitat nejak sys-
tematicky. Jednou moznostou, ako takyto systém moze vyzerat, je nasledovny algoritmus: Pre
kazdu predponu P spocitame, kolko je slov, ktoré sa daju vyrobit z predpony P a nejakého
slovného zakladu, ale nedaji sa vyrobit zo ziadnej krat$ej predpony.

Napriklad v priklade z predchadzajicej casti by sme vysledné slovo abcd zaratali len pre
predponu a, ale uz nie pre predponu ab ani pre abc.

Trik je samozrejme v tom, Ze to celé musime spravit efektivne. Nemozeme si napriklad do-
volit pre kazdu predponu prejst vSetky slovné zéklady a vyhadzat tie z nich, ktoré uz nevyrobia
nové slova.

Tym spravnym nastrojom bude kombinatoricky trik nazvany princip inklizie a exklizie.
KedZe to bude trochu komplikovanejsie, celé si to ukdZzeme na priklade.

Predpokladajme, Ze medzi mnohymi predponami mame aj tieto Styri: a, ab, abc a abcd.
Ukazeme si, ako spoc¢itat, kolko novych slov vznikne z abed. (,,Novych“ znamena takych, ktoré
sa nedaju vyrobit z a, ab, ani abc.)

Vsetkych slov, ktoré vieme vyrobit z abcd, je samozrejme z — ked za abed priddme rozne
slovné zaklady, dostaneme rozne slova. Od tychto z slov ale potrebujeme odéitat tie, ktoré sa
daju vyrobit aj z kratsej predpony. Takze:

Init. Pocet novych slov inicializujeme na z.

M1. Odéitame pocet slov, ktoré sa daji vyrobit z a aj abcd.
M2. Odéitame pocet slov, ktoré sa daju vyrobit z ab aj abcd.
M3. Odc¢itame pocet slov, ktoré sa daju vyrobit z abc aj abcd.

Lenze samozrejme toto eSte nie je uplne ono. Uvazujme napriklad situaciu, kedy medzi
slovnymi zédkladmi mame aj tieto tri: bcdsrnka, dsrnka a srnka. Potom sme ale slovo abcdsrnka
odcitali dvakrat: aj v kroku M1, aj v kroku M3.

Takéto slovd, ktoré sa dali vyrobit presne tromi sposobmi, musime zase pripo¢itat (aby
neboli odpoéitané dvakrét, ale len jedenkrat):

P1. Pripocitame pocet slov, ktoré sa daju vyrobit z a, ab aj abcd.
P2. Pripocitame pocet slov, ktoré sa daju vyrobit z a, abc aj abcd.
P3. Pripocitame pocet slov, ktoré sa daju vyrobit z ab, abc aj abcd.

A uz je to dobre? Este nie. Problém je so slovami, ktoré mohli vzniknut vsetkymi Styrmi
spésobmi — napr. slovo abcdzajac, ak by sme mali slovné zaklady bcdzajac, cdzajac, dzajac aj
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zajac. Slovo abcdzajac sme trikrat odéitali (M1, M2, M3) a potom trikrat pripo¢itali (P1, P2,
P3), takze zatial vlastne nie je zohladnené vobec. Aby sme dostali spravny vysledok, musime
takéto slova odéitat od aktualneho poctu:

M4. Odéitame pocet slov, ktoré sa daju vyrobit z a, ab, abc aj abcd.

Ostava ndm vymysliet, ako tieto pocty slov ratat rychlo. Nase riesenie teda bude zloZené
z dvoch faz: najskor predspracujeme slovné ziklady, a potom pre kazdu predponu pouzijeme
vys$ie popisanym spoésobom princip inkluzie a exklazie. Obe tieto fazy budi mat radovo rov-
naku ¢asovu zlozitost: pocet predpén (resp. zékladov), krat 2%, krat nie¢o rozumne malé.

Ako spozname slova, ktoré sa daju vyrobit napr. z predpon jelena, jelenabc aj jelenabcd?
Zjavne spolo¢ny prefix (v tomto pripade jelena) je irelevantny. Takéto slovo vznikne vtedy a len
vtedy, ked mame vhodnu trojicu slovnych zakladov: treti (ten najkratsi) je lubovolny, druhy je
d+treti a prvy je bc+druhy.

Takze keby sme si nejako pamétali podet retazcov x takych, ze z, dz aj bcdz st platné
slovné zaklady, tak by sme vedeli odpoved na nasu otazku.

Najstruénejsi sposob, ako popisat takuto trojicu retazcov, je ,bc,d“ — teda postupne zlava
doprava vymenujeme refazce, o ktoré sa jednotlivé slovné zaklady lisia. Toto bude teda klic
do datovej struktiry, v ktorej si budeme ku nemu pamiitat pocet vyskytov v nasom zozname
slovnych zékladov.

Ukézme si teda na vic¢Som priklade, ako budu vyzerat data, ktoré chceme nasim predspraco-
vanim vyrobit. Uvazujme osem slovnych zékladov: havran, bcdsrnka, dsrnka, srnka, bcdzajac,
cdzajac, dzajac a zajac. Potom chceme, aby napriklad platilo:

»b,c,d* je priradeny pocet 1 (je len jedno z také, ze z, dx, cdx aj bedz je slovny zaklad)
»bc,d* je priradeny pocet 2 (st dve také x: srnka aj zajac)

,bcd“ je priradeny pocet 2 (opét su dve také z: srnka aj zajac)

,bc“ je priradeny pocet 2 (a opét st dve také z: dsrnka aj dzajac)

,b,cd“ je priradeny pocet 1 (tentokrat vyhovuje len zajac)

Ako tuto hrozu efektivne vyratat? Pre kazdy slovny zaklad x vygenerujeme a zardtame tie
klice, pre ktoré je x najdlhsim slovnym zékladom. Ked teda mame konkrétne x, zistime si, ktoré
iné slovné zaklady st jeho sufixami. (Ak mame slovné zaklady napr. ulozené v pismenkovom
strome od konca, toto vieme spravit v O(#).) Takto dostaneme maximalny kIté¢ pre tento slovny
zéklad. Vsetky ostatné z neho vzniknu tak, ze vynechame niektoré ciarky a pripadne vsetko
od niektorej ¢iarky dalej.

Napr. pre bcdsrnka by sme v nasom priklade dostali maximalny klu¢ ,bc,d“ a z neho
nasledne vyrobili este ,bcd“ a ,bc“. Pre bcdzajac by sme dostali maximélny klu¢ ,b,c,d*
a z neho vyrobili: ,b,cd“, ,bc,d“, ,bcd“, ,b,c“, ,bc“ a ,b*.

Takto teda spracujeme vsetky slovné zéklady. Nésledne budeme prechédzat vsetky predpony
a v principe pre ne budeme robif presne to isté: Pre danti predponu najdeme vsetky iné, ktoré sa
jej prefixami. Tym dostaneme maximalny klu¢, z ktorého vyrobime vsetky mensie. Kazdy z nich
zodpovedd jednému pric¢itaniu/odéitaniu pri vypocte spravneho poétu novych slov. Znamienko
uréime podla poétu &iarok.

Kedze to celé znie pomerne komplikovane, odporuc¢ame stravit nejaky cas studiom nasledu-
juceho programu, ktory tento algoritmus implementuje. Namiesto pismenkového stromu sme
v 1iom pouzili hashmapy — st o nie¢o pomalsie, ale vyrazne pohodlnejsie a navysSe nezert tolko
pamite ako (neoptimalizovany) pismenkovy strom.

Listing programu:

from sys import stdin

# nacitame vstup:

P = int(stdin.readline())

predpony = set ([ stdin.readline().strip() for x in range(P) ])
Z = int (stdin.readline())

zaklady = set ([ stdin.readline().strip() for x in range(Z) ])
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# urobime si hashmapu, ktora ku kazdemu klucu priradi pocet prislusnych n-tic slovnych zakladov
from collections import defaultdict
pocty = defaultdict (int)

" "

# combinations: pre dany maximalny kluc
# odporucame spustit a porovnat vystupy:
# print [ x for x in combinations( [“aa", “bb", “cc"“], True ) ]
# print [ x for x in combinations( [“aa", “bb"“, “cc"“], False ) ]

zoz" vyrobi vsetky kluce

def combinations(zoz,mazat_spredu) :
n = len(zoz)
if n==0: return
for i in range(2** (n-1)
ans, cur = [], zoz[0]
for j in range(n-1):
if i & (2%*%3):
ans.append (cur)
cur = zoz[j+1]
else:
cur += zoz[j+1]
ans.append (cur)
yield ans
if mazat_spredu:
for x in combinations(zoz[l:],True): yield x
else:
for x in combinations(zoz[:-1],False): yield x

# prejdeme slovne zaklady, pre kazdy z nich vyrobime a zaratame vsetky mozne kluce
for z in zaklady:
# najdeme indexy do “z"“ kde zacinaju slovne zaklady

pre = [0]
for i in range(l,len(z)):
suffix_z = z[i:]

if suffix_z in zaklady: pre.append(i)

# vyrobime z nich maximalny kluc
pre = [ z[pre[x]:pre[x+1]] for x in range(len(pre)-1) ]

# zapocitame vsetky kluce ktore z neho vzniknu
for key in combinations (pre,False): pocty[ tuple(key) ] += 1

# v tomto okamihu moze byt poucne dat si vypisat vypocitane pocty:
# for x in pocty: print x,’->’,pocty[x]

# prejdeme predpony a pre kazdu vypocitame pocet slov, ktore idu vyrobit z nej,
# ale nejdu vyrobit zo ziadnej kratsej
answer = 0
for p in predpony:
answer += Z
# najdeme indexy do “p"“ kde koncia predpony
suf = []
for i in range(l,len(p)):
prefix p = p[:i]
if prefix_p in predpony: suf.append (i)
suf.append (len (p))

# vyrobime z nich maximalny kluc
suf = [ p[suf[x]:suf[x+1l]] for x in range(len(suf)-1) ]

# pre kazdy kluc, co sa da z neho vyrobit, pri/odpocitame prislusny pocet slov
for key in combinations (suf,True): answer += (-1)**len(key) * pocty[ tuple(key) ]

# vypiseme vysledok
print answer

opravoval Bob
2::10. Tiramisu (max. 10 b za popis, 15 b za program)

Tato tloha sa pévodne vyskytla v sttazi Spotify Programming Challenge 2011 pod nazvom
Pie Squares. V mene KSP dakujem spolo¢nosti Scrool za jej poskytnutie!® a Lukasovi za pomoc
pri komunikécii, lebo ja po §védsky neviem ani slovo.

10Aby som licenénym podmienkam uéinil zadost, tloha je dalej distribuovand pod CC BY-SA 3.0
(http://creativecommons.org/licenses/by-sa/3.0/) a kompletnu sadu testovacich vstupov si mézete stiahnut na
http://www.ksp.sk/wiki/uploads/Zadania/vstupy29-2-10.zip.
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Jednoduché riesenie — staci si to nakreslit

Na vstupe mame zadant sadu usecéiek a nasou ulohou je vypisat obsahy vzniknutych ob-
dlznikov. Aby nam neprekéazali zaporné stradnice, posunime si vetky asecky tak, aby bol lavy
dolny roh tiramisu (to je ten s najmensimi suradnicami) v bode [0, 0].

Uselky si ,nakreslime“ do dvojrozmerného pola. Bodu [, 3] bude zodpovedat policko [2z, 2y],
vodorovnej usecke medzi bodmi [z, y] a [x+1, y] policko [2z+1, 2y] a zvislej usecke medzi bodmi
[x,y] a [z,y + 1] zase poli¢ko [2z, 2y + 1]. Napriklad vstup zo zadania by vyzeral takto:

4 D000 00000 ®
o o (o (o [® 0
3 ooeo000000 0
0 o (o [® 0
2 —> e 0000 °
0 o @ o 0
1 N00000000 ®
o o o @ @ 0
0 000000000 0

0123456

Teraz uz len potrebujeme spoéitat obsahy jednotlivych obdiznikov. Mézeme to urobif vhod-
nym prehladdvanim (flood fill), no v nasom pripade sta¢i pomocou dvoch while-cyklov najst
ku kazdému Tavému dolnému rohu obdlznika zodpovedajici pravy horny roh.

Oznaéme si rozmery tiramisu w a h. Pretoze obsahy obdlznikov musime nakoniec este
usporiadat podla velkosti triedenim, ¢asové zlozitost tohto riesenia je O(wh+n log n). Pamétova
zlozitost je O(wh).

Takéto rieSenie je pre rozmery tiramisu, aké sa mohli vo vstupoch vyskytnat (2-109 X2- 109),
zjavne prili§ neefektivne. D4 sa vSak Tahko nakddit a ziska 3 body (plus nie¢o za popis).

Kompresia suradnic

Vsimnite si, Ze vo vstupe zo zadania st suradnice koncov useciek zbytoc¢ne ,nafuknuté®.
Ziadna tsecka napriklad nemé koncovy bod s z-ovou stradnicou rovnou 1. Mézeme preto
vSetky body s z-ovou stradnicou vic¢sou ako 1 posunut o jeden dolava. Tym sme zmensili
celkovi &irku tiramisu, no zmenili sme aj plochu niektorych obdlznikov. Aby sme to napravili,
budeme si pamétat, Zze povodna Sirka Stvoréekov medzi stiradnicami 0 a 1 bola dva, nie jeden
(a teda Ze to vlastne nie st stvoréeky, ale obdlznicky).

Takato tivahu moZeme urobif aj vo vSeobecnosti. Najprv zistime, na ktorych z-ovych
stradniciach naozaj lezia nejaké konce tuseciek; oznacme si ich xzg,z1,...,7p tak, ze plati
20 < 1 < ... < xp. Potom z-ové stradnice koncov tseciek skomprimujeme: z x; sa stane
i. NavySe si zapaméitame, Ze vzdialenost medzi novymi suradnicami ¢ a i + 1 je ;41 — ;.
Rovnaky postup pouzijeme aj na y-ové stradnice.

4

3 2 000 0
o @ )

2 —> 1 —> 000 ®
o @ )

1 0 000 °

0 01 2 3

0123456

Roznych x-ovych stradnic, na ktorych naozaj lezia konce tuseciek, je najviac 2n; rovnako
vieme ohranicit aj podet réznych y-ovych stradnic. Po kompresii m4 preto tiramisu rozmery
najviac 2n x 2n a ¢asova zlozitost nasho algoritmu sa zlepsi na O(n?). Riesenie hodné 6 bodov.
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V stopach Georgovho noza

Pod tymto poetickym nadpisom sa skryva rekurzivne riesenie, ktoré sa bude snazit zopa-
kovat Georgov postup pri krajani tiramisu. Odteraz uz nebudeme rezy kreslit do pola. Najprv
najdeme Styri usecky, ktoré ohrani¢uju cely obdlznik, a vyhodime ich. Na zvySok zavoldme
funkciu, ktorej ilohou bude vygenerovat zoznam kuskov.

Funkcia dostane ako vstupné argumenty obdlznik R a zoznam tsediek (rezov), ktoré ho
delia na mensie cCasti. Ak je tento zoznam prazdny, vystupom funkcie bude jediny kusok — cely
zadany obdlznik R.

V opac¢nom pripade vznikol niektory z rezov ako prvy, oznac¢me ho w. Tento rez rozdelil
obdlznik R na dve &asti: na lavii a pravi (ak bol zvisly), alebo na hornti a dolnt ¢ast (ak
bol vodorovny); ozna¢me ich P, Q. Koncové body w teda lezia na protilahlych stranich R.
Mohlo by sa stat, ze takych rezov bude viacero, no vtedy budi mat rovnaky smer (inak by sa
pretinali) a my si vyberieme lubovolny z nich.

Néjdeme rez w a rozdelime zvysné rezy do dvoch skupin podla toho, ¢&i lezia v obdlzniku P
alebo Q. Na oba obdlzniky a ich prislichajice skupiny tseéiek potom zavolame nasu rekurzivou
funkciu.

w i T p
N

R

Q

Ako sme na tom s casovou zlozitostou? V kazdom volani funkcie prejdeme linearne cez
vietky usecky, ktoré mame v argumente. Vysledna zloZitost teda zavisi od sposobu, ako sa
usecky delia do skupin P a @ — v idedlnom pripade rovnomerne, vtedy sa ndm bude zoznam
rezov zmenSovat na polovicu a dosiahneme zlozitost O(nlogn).

Ak by sa vsak tsecky delili napriklad sposobom ,ziadna a vsetky“, v kazdej Grovni rekurzie
by sa ich poéet zmensil len o jednu (konkrétne w). V najhorSsom pripade mé teda toto rieSenie
zlozitost O(n?). Na vidsine vstupov viak bezi celkom svizne — u nés by ziskalo 9 bodov,
v Spotify Programming Challenge dokonca plny pocet.

Zametanie

Nakoniec sa dostavame k vzorovému rieseniu. Ako uz napoveda nadpis, budeme zametat,
¢o sa pri podobnych tlohéich stava Casto. Aj vicsina vasich rieseni bola z tohto sudka.

Zalnime trividlnymi pozorovaniami: Kazdy kasok rozrezaného tiramisu mé svoj Tavy dolny
roh a svoj pravy horny roh. Tieto dva rohy ho jednoznac¢ne uréuju. V kazdom bode moze mat
svoj Tavy dolny roh najviac jeden obdiznik (v tom istom bode ale méze mat iny obdlznik svoj
pravy horny roh), podobne pre pravy horny roh.

Az na maly pocet Specidlnych pripadov (tie $tyri rezy, ktoré ohrani¢uju celé tiramisu) plati,
ze Tavy koniec kazdej vodorovnej usecky a dolny koniec kazdej zvislej tsecky je Tavym dolnym
rohom nejakého obdlznika (a nijak inak Tavy dolny roh nevznikne). Podobné kritérium plati aj
pre pravé horné rohy.

Néjst vsetky lavé dolné a vSetky pravé horné rohy teda vieme, zostava poslednd tloha —
uréit kazdému rohu jeho zodpovedajtci naprotivok.
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No a tu sa dostava k slovu zametanie. Zotriedime vsetky vygenerované rohy podla ich z-ovej
stradnice — zlava doprava; v pripade rovnosti stiiradnic p6jdu najprv pravé horné, az potom lavé
dolné rohy. V tomto poradi ich budeme postupne spracovévat (zametat) a pocas toho upravovat
mnozinu ,neuzavretych obdlznikov® S (t. j. lavé dolné rohy, ktoré sme uz spracovali, ale zatial
sme nespracovali im zodpovedajice pravé horné rohy).

Lavy dolny roh spracujeme jednoducho: priddme ho do
S 7 7

Ked pride rad na pravy horny roh r, musime mu najst
v S jeho naprotivok £. To bude ale vdaka poradiu, v akom L L
zametdme rohy, lahké: ¢ musi mat y-ov stradnicu mensiu B 9
ako 7, no ¢o najvicsiu (urcite neexistuje v S taky lavy dolny
roh, ktory by mal y-ovt siradnicu medzi £ a r). Potom vypo- L [ |
¢itame plochu obdlznika uréeného rohmi [¢, r] a vymazeme £
z S.

Mnozinu S si v C++ reprezentujeme datovou Struktirou map, v ktorej buda rohy usporia-
dané podla y-ovej stradnice, aby sme vedeli hladat £ prikazom lower_bound v logaritmickom
case. Celkova Casové zlozitost (triedenie rohov, zametanie a triedenie vystupu) preto bude
O(nlogn), pamitova zlozitost O(n) a rieSenie ziska 15 bodov.

Zaver

Fajn, tak eSte nie tplne zaver, eSte tu mame jedno rieSenie. Ale uz len kratko, slubujem.

Prejdeme postupne vsetky lavé dolné rohy a ku kazdému najdeme zodpovedajuci lavy horny
a pravy dolny roh, z tychto udajov uz vieme vypoéitat plochu obdlznika. Zodpovedajuci lavy
horny roh najdeme bindrnym vyhladdvanim vo vhodne zotriedenom zozname vsetkych lavych
hornych rohov — mé rovnaka z-ovi stradnicu ako lavy dolny roh a je od neho prvy v smere
rasticej y-ovej siradnice. Zodpovedajaci pravy dolny roh najdeme podobne.

Toto rieSenie ma tiez zlozitost O(nlogn) a na rozdiel od predchddzajiceho sa d4 pohodlne
implementovat aj v jazykoch, ktoré neponikaju ekvivalent datovych Struktir set/map.

A este jedna drobnost: vysledné plochy sa nemusia vojst do 32-bitovych premennych, bolo
preto treba pouZif long long-y.

Tak. Dafam, Ze ste pocas ¢itania tohto vzoraku skonzumovali nejaké to tiramisu (ja som
pocas jeho pisania zoSrotoval minimalne pét). Ak aj nie, pochutnajte si aspon na kéde zame-
tacieho riesenia:

Listing programu:

#include <algorithm>
#include <cstdio>
#include <map>
#include <vector>
using namespace std;

struct Event { // udalostami pri zametani budu lavy dolny a pravy horny roh
int x, y;
bool start; // lavy dolny: true, pravy horny: false
Event (int ix, int iy, bool istart) : x(ix), y(iy), start(istart) {}

i

bool operator < (const Event &a, const Event &b) {
return a.x < b.x || (a.x == b.x && l!a.start && b.start);
}

int main() {
int n;
scanf (“%d"“, &n);

(
for (int i = 0; i < n; ++i) {
scanf (“%d%d%d%d", &x1[i], &Y1[i], &X2[i], &Y2[i]);
if (X1[i] > X2[1i])
swap (X1[1i], X2[i]);
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if (Y1[i] > Y2[i])
swap (Y1[i], Y2([i]);
}
// pozicia celeho tiramisu (obdlznik pred delenim)
int sx = *min_element (Xl.begin(), Xl.end()), ex = *max_element (X2.begin(), X2.end());
int sy = *min_element (Yl.begin(), Yl.end()), ey = *max_element (Y2.begin(), Y2.end());

vector<Event> E;
E.push_back (Event (sx, sy, true));
E.push_back (Event (ex, ey, false));

for (int i = 0; 1 < n; ++1i)
// styri okrajove usecky sme uz vyriesili osobitne
if (! (X1[1i] == sx && Y1[i] == sy) && ! (X2[i] == ex && Y2[i] == ey)) {

E.push_back (Event (X1[i], Y1[i], true));
E.push_back (Event (X2[i], Y2[i], false));

}
sort (E.begin(), E.end());

map<int, int> S; // y-ovym suradniciam lavych dolnych rohov priraduje ich x-ove suradnice
vector<long long> result;

for (int i = 0; 1 < (int) E.size(); ++1i)
if (E[i].sta

i
re) |
S[E[i].y] = E[i].x;
} else {
map<int, int>::iterator el = S.lower_bound(E[i].Vy);

--el; // chceme prvy ostro nizsi roh
result.push_back ((long long) (E[i].x - el->second) * (E[i].y - el->first));
S.erase(el);

}

sort (result.rbegin(), result.rend());
for (int i = 0; i < (int) result.size(); ++1)
printf (“%$11d\n“, result[i]);
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