Korespondencny seminar z programovania
XXIX. roénik, 2011/12

Katedra zakladov a vyucovania informatiky FMFI UK,
Milynska Dolina, 842 48 Bratislava

Vzorové rieSenia 1. kola letnej Casti

opravoval Luxusko
1. Zavadzame planovanie (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Zakladny princip riesenia odhalil takmer kazdy z Vas. Vytvorime si N-prvkové pole boole-
anov, ktoré nam budu hovorit, ¢i obec s danym ¢islom este (mozno) chceme, alebo sme ju uz
zamietli. Na zaciatku sme este nezamietli ziadnu obec, preto kazdému prvku priradime hodnotu
true. Potom postupne nacitame vsetky zlé obce a nastavime im hodnotu na false. Nakoniec
prejdeme celé pole este raz a vyberieme 10 vhodnych obci (napriklad tie s najmensim éislom).

Akt mame casovu zlozitost? Nainicializovanie pola nas stoji O(N) operacii, zamietnutie
K miest O(K) a vybranie vhodnych miest O(N) — celkovo teda O(N + K) = O(N) (nakolko
K < N). Pamitova zlozitost je O(N) — mame jedno velké pole velkosti N a konstantny pocet
ingch (malych) premennych.

A teraz otazka znie: preco takéto riesenie nedostane plny pocet bodov? Ide to totiz aj trochu
lepsie: nepotrebujeme vediet rozhodovat o tom, ¢i je vsetkych N obci dobrych alebo nie — bude
nam stacit tato informdaciu mat pre (K + 10) z nich. Ked nam z tychto obci zakazu K, stile
nam ostane 10 pouzitelnych. Cely algoritmus a program vyzera rovnako ako v predchadzajicom
rieSeni aZ na to, ze pole bude mat velkost K + 10 a pokial ndm niekto zakéze obec s ¢islom

zlozitost O(K + 10) = O(K) a pamétovu zlozitost O(K + 10) = O(K).

Listing programu:
var n,k,i,a:longint;ok:array of boolean;

begin
read(n, k);
SetLength (ok, k+11);
for i:=1 to k+10 do ok[i] := true;

for i:=1 to k do begin

read(a);

if a <= k+10 then ok[a] := false;
end;

a := 0;
i:=1;
while a < 10 do begin
if ok[i] then begin
if a <> 0 then write(’ ');
write(i);
inc(a);
end;
inc(i);
end;
writeln;
end.

opravovala Monika
2. Zabudnuta hra (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Vicsina rieseni tejto tlohy, ktoré sme dostali, by sa dalo zhrnat nasledovne. Nacitame si
do dvojrozmerného pola poé¢iato¢né rozloZenie mriezky, postupne nacéitavame jednotlivé fahy,
pokusime sa ich vykonat a na zéver vypiSeme vysledné rozloZenie mriezky. Tah sa dal vykonat
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pomaly, ak by sme vzdy postupne hladali éislo, ktoré chceme posunit. Na urychlenie si staci
v8imnat, Ze namiesto hladania tohto ¢isla staci sledovat polohu medzery (&islo 0) v mriezke. Ak
totiz vieme urobit tah, tak potom nutne ¢islo, s ktorym chceme hybat, musi lezat hned vedla
medzery. Preto staéi sa pozriet od medzery napravo, nalavo, hore a dole a hned vidime, Ze ¢ a
ktorym smerom vieme potiahnut. Casové zlozitost tohto riesenia je O(n? + k) — treba nacitat
a vypisat mriezku, spracovanie jedného fahu je v konstantnom &ase. KedZe si potrebujeme
pamitaf celtt mriezku, pamitova zlozitost je O(n?). Toto je aj optimalne riesenie, ktorého
implementa¢né detaily budeme dalej viac rozoberat. Ukézeme si zopar trikov, ktorymi sme si
mohli uSetrit par porovnani a rozliSovani niekolkych pripadov.

V prvom rade si umiestnime mriezku do pola tak, aby mala z kazdej strany okraj. Tento
okraj inicializujeme na nejak hodnotu mimo rozsahu (v nasom pripade je to ¢islo -1). Na ¢o je
to dobré? Pokial sa medzera nachédza na kraji pola, pri kontrole ¢i sa postivané ¢islo nachadza
hned vedTla nej, by sme zasahovali mimo pola. KedZe tu ale mame n4as okraj, nezasahujeme mimo
pola. Naviac, test ¢i sa postvané ¢islo nachadza v okrajovom policku bude vzdy negativny (je
tu predsa ¢islo -1). Takymto spésobom si vieme uSetrit kontrolu na okraje pola v kéde a urobit
ho tak jednoduchsim.

Vela z vasich rieSeni uvazovalo mozné polohy posuvaného éisla vzhladom na medzeru (hore,
dole, vpravo, vlavo) nezavisle ako $tyri rozne pripady. V skutoc¢nosti je to ale to isté — ak sa
na jednom zo Styroch policok nachadza nase ¢islo, tak ho vymenime s medzerou. Tieto Styri
mozZnosti méZzeme spojit dokopy nasledovnym trikom.

Vsimnime si, Ze stradnice policka hned vedla medzery sa lisia od stradnic medzery prave
o jedna. Preto, budeme mat dve polia (kazdé pre jednu stradnicu) kde si budeme pamétat 4
zdznamy (pre kazdy smer jeden) ako sa meni patri¢nd stradnica ked sa posunieme v tomto
smere. Napriklad, ak by sme chceli ist doprava, tak riadkova stradnica sa ndm nezmeni a
stlpcova narastie o jedna. Cize na$ zdznam by obsahoval 0 pre riadkovy smer a +1 pre stipcovy
smer. Ked teraz chceme skontrolovat aké ¢islo je vedla medzery v nejakom zo styroch smerov,
sta¢i postupne vyskusat vsetky Styri diferencie a prepocitat si siradnice z medzery na susedné
policko. Potom sa vieme rovno pozriet, Ze ¢i sa na tomto policku nachéadza postvané &islo a
ak &no, vykonat tah a aktualizovat poziciu medzery. (V zdrojovom kéde je prezeranie Styroch
smerov v Casti s for-cyklom s riadiacou premennou d.) Uz iba ako poznamka, tento isty trik
vieme pouzit aj ked st pohyby v mriezke komplikovanejsie, napriklad pri simuldcii pohybu
sachového kona.

Body za popis ste mohli stratit ak vase rieSenie bolo pomalSie ako optimélne, ak vase odhady
Casovej alebo pamitovej zlozitosti boli chybné alebo ak vas zdrojovy kéd obsahoval chyby (a
neboli odhalené testovanim).

Listing programu:
program zhra;

var H: array of array of longint;

nulaR,nulaS: longint; {riadok a stlpec, kde sa nachadza medzera}
novyR,novyS: longint; {suradnice vedla medzery}
cislo: longint; {cislo, ktorym ideme hybat v tahu}

r,s,i,k,d,n: longint;
dr: array[l..4] of integer

L]
o

ds: array[l..4] of integer , -1, 0);
begin
read(n);
SetLength (H,n+2,n+2);
for r:=0 to n+l do {ulozime si do pola hodnoty mimo rozsahu}
for s:=0 to n+l do
H[r,s]:= -1;
for r:=1 to n do {nacitame vstup}
for s:=1 to n do
begin
read(H[r,s]);
if H[r,s]=0 then {ulozime si poziciu medzery}
begin
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nulaR:
nulas:
end;
end;

r;

read (k) ;
for i:=1 to k do
begin
read(cislo); {nacitavame tahy}
for d:=1 to 4 do {pozrieme sa naokolo medzery}
begin
novyR:= nulaR + dr[d];
novyS:= nulaS + ds[d];
if (H[novyR,novyS] = cislo) then {ak je naokolo nase cislo}
begin {urobime tah}
H[novyR,novyS]:= 0;
H[nulaR,nulaS]:= cislo;
nulaR:= novyR; {ulozime si poziciu novej medzery}
nulaS:= novys;
break;
end;
end;
end;

for r:=1 to n do {vypiseme vystup}

for s:=1 to n do

begin
write(H[r,s]);
if s = n then writeln()
else write(’ ");

end;

end.

opravoval MisoF
3. Zaplav to! (vzorék 1z 3) (max. 12 b za popis, 0 b za program)

Vitajte pri milom a jednoduchom vzorovom rieseni tejto tlohy. V tomto vzorovom rieSeni
si povieme, ako som vase rieSenia bodoval a ako sme ocakavali, Ze budu vyzerat vase rieSenia,
ktoré dostani plny pocet bodov.

Par slov o bodovani alohy

Zadanie kazalo ,napis program“. Styri body som teda déaval za dobre spraveny program,
ktory by bez problémov vedel zvladnut napr. n = 5000.

Zadanie hovorilo ,velkosti stran hracieho planu vysktsSaj rozne, vrdtane o najvdcésich.
Dalsich pat bodov som daval za to, ak ste spravne namerali vysledky pre rozumne velké n. Kto
sa uspokojil s n niekde do 30, musi sa teraz uspokojit aj s mensim poétom bodov.

(Ako chcete len na zdklade tak malého n povedat nie¢o o tom, ¢o sa deje pre velké n?
Pre n = 30 by ste napriklad neuvideli, aky obrovsky rozdiel je medzi ¢asovou zlozitostou
dobrych a zlych triediacich algoritmov — napr. MergeSort verzus BubbleSort. To sa prejavi az
pre omnoho vicsie n. A podobne je to aj v tejto tllohe. Asi hlavné poucenie — takuto tlohu sa
neoplati nechévat na posledny den :-).)

Posledné tri body sa dali ziskat za vhodné a pekné zobrazenie ziskanych vysledkov v grafe.
Grafy, ktoré ste vyrobili, boli povicsine strasné :-). To hlavné, o im beZne chybalo: ¢itatel
musi Tahko vediet (zistit), ¢o Ze to vlastne graf zobrazuje. Comu zodpoved4 x-ovéa os a comu
y-ova? Aky maja rozsah hodnét?

A este tu boli bonusy. Bonusovy trinasty bod sa dal ziskat za spravne uhadnutie toho, ako
zhruba zavisi velkost vysledku od hodnoty n. No a extra bonusovy strnasty bod sa ziskat v
podstate nedal, lebo nik nemal rozumni $ancu uhadnut, ako zavisi velkost vysledku od f.

Ako merat?

Aby sme nie¢o mohli merat, potrebujeme urobit to, ¢o ndm priamo kéazalo zadanie: napisat
program, ktory bude vediet pre dané n a f vygenerovat ndhodny hraci plan a najst na fiom
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bude rychlejsi, tym vicsie n si moézeme dovolit vyskusat.

Na sikovné zistenie velkosti najvéicsej oblasti vieme pouzit niektory z algoritmov na prehla-
davanie grafu: napr. prehladavanie do hibky alebo prehladévanie do sirky. My si popiseme to
druhé. Prehladavanie do Sirky sa po anglicky vold breadth-first search (BFS), niekedy sa mu
tiez hovori flood fill. Predstavuje spdsob, akym by dany graf (resp. v nasom pripade savisla
jednofarebnu oblast) zaplavila voda, Siriaca sa zo za¢iato¢ného vrcholu (poli¢ka hracieho planu)
rovnomerne do vsetkych smerov.

Prehladévanie do sirky z konkrétneho policka lahko implementujeme pomocou datovej
struktury fronta:

prehTadaj(policko p):
ozna¢ p ako navsStivené
vyrob frontu Q obsahujicu jediny prvok p
kym Q nie je prazdna:
vyber zo zaliatku fronty Q policko x
pre kazdého suseda y policka x:
ak y eSte nebolo navStivené a mad rovnaki farbu ako malo p:
ozna¢ y ako navstivené
vloZ y na koniec fronty Q

V programe pouzijeme ako farby polic¢ok ¢isla od 1 po f. Nésledne si navstivené policka
budeme jednoducho znacit tak, ze ich farbu zmenime na ¢islo 0.

Je zjavné, ze pocet krokov potrebny na prehladanie hocijakej stvislej jednofarebnej oblasti
je priamo tmerny jej poctu poli¢ok — totiz kazdé jej policko prave raz oznacime ako navstivené,
prave raz ho vlozime do fronty, prave raz ho odtial vyberieme a prave raz ho spracujeme.

Cely algoritmus teraz mozeme v pseudokdéde zhrnit nasledovne:

pre kazdy riadok r:
pre kazdy stlpec s:
ak je policko (r,s) eSte nenavitivené:
prehTadaj( policko (r,s) )

Teda v dvoch cykloch prechddzame pole a vzdy, ked ndjdeme neoznacené policko, spustime
z neho prehladavanie do Sirky. Takto postupne po jednom néjdeme a ofarbime vSetky suvislé
oblasti. Celkova ¢asova zloZitost je priamo imernd suétu velkosti oblasti, ¢ize celkovému poctu
poli¢ok na plane. Formélne je teda ¢asova zlozitost priamo tGmerna &islu n?, o zapisujeme
,Casovéa zlozitost je ©(n?)“. Lepsie to nejde, lebo rddovo tolko isto krokov potrebujeme na
samotné vygenerovanie hracieho planu.

Tu je cely program (v C++):

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
using namespace std;

int N, F, K;
char A[10010][10010]
int dr[] = {-1, 0

// strana stvorca, pocet farieb, pocet levelov
i // mapa levelu
}, decl] = {0,0,-1,1}; // smery na susedne policka

int main() {
cin >> N >> F >> K;
for (int k=0; k<K; ++k) {
// vygenerujeme level (okolo neho su 0, lebo A je globalna premenna)
for (int r=1; r<=N; ++r) for (int c=1; c<=N; ++c) A[r][c] = 1 + rand()%F;
// ... a prehladame ho do sirky
int odpoved = 0;
for (int r=1; r<=N; ++r) for (int c=1; c<=N; ++c) if (A[r][c]!=0) {
// nasli sme novy komponent, prefarbime ho na 0 a spocitame jeho velkost
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int farba = A[r][c], velkost = 1;
Alr][c] = 0;
queue<int> Q; Q.push(r); Q.push(c);
while (!Q.empty()) {
int cr=Q.front(); Q.pop();
int cc=Q.front(); Q.pop();
for (int d=0; d<4; ++d) {
int nr=cr+dr([d], nc=cc+dc[d];
if (A[nr][nc]!=farba) continue;
A[nr] [nc]=0; ++velkost;
Q.push(nr); Q.push(nc);
}

}
if (velkost > odpoved) odpoved = velkost;

cout << odpoved << endl;

Tento program ma jeden nedostatok — konkrétne ten, Zze nepouziva skutocne ndhodné cisla,
len pseudondhodné. V tomto vzorovom rieseni tento nedostatok spokojne odignorujeme.

Co vlastne merat?

Skoér, nez za¢neme merat, neuskodi zamysliet sa nad tym, ¢o vlastne bude dobré merat.
V prvom rade si treba uvedomit, ze ked vygenerujeme dva rozne hracie plany pre rovnaké n
a f, je mozné (a zvédcSa aj velmi pravdepodobné), ze sa velkosti najvicsich jednofarebnych
miestnosti budu lisit. Aby sme teda vedeli povedat nie¢o zmysluplné, nestac¢i vygenerovat len
jeden hraci plan, ani desat, ale ¢o najviac. Az z dostatocne velkej statistickej vzorky budeme
vediet povedat nie¢o zmysluplné o tom, ako sa velkost najvicsej jednofarebnej oblasti sprava
pre pevne zvolené n a f.

No a ked toto budeme dostato¢ne presne vediet, moézeme potom prikroc¢it k ivahe kompli-
kovanejsej: pokusit sa zistit nie¢o o tom, ako sa sprava velkost najvicsej jednofarebnej oblasti
ked menime hodnoty n a f.

Prvou fazou rieSenia teda bude, Ze si zvolime pevné n a f a vygenerujeme vela hracich
planov. Vyssie uvedeny program s tym uz pocita, premennd k udava pocet hracich planov, ktoré
program vygeneruje a spracuje. Vysledkom spustenia programu bude postupnost k celych ¢isel

— velkosti najvicsich oblasti na vygenerovanych planoch. Tuto postupnost sa ndm samozrejme
nechce Studovat celt. (Obzvlast ak budeme mat takych postupnosti stovky pre rozne n a f.)

Ak teda chceme o naSej postupnosti ¢isel rychlo zistif nie¢o zmysluplné, mame dve moz-
nosti: prvou su Statistiky a druhou je wvizualizdcia. Najskor sa zamyslime nad zmysluplnymi
Statistikami.

e  Povinnou“ Statistikou, ktort ste aj merali sndd vSetci, je priemer (v Statistike tiez
nazyvany strednd hodnota).

e Statistikou, ktorti naopak nemeral nikto (pretoze ju este nepoznate), je disperzia, resp.
po slovensky rozptyl. Toto je ¢islo, ktoré udava, ako daleko okolo priemeru sa pohybuju
naSe merania. (Ak by vSetky merania vysli presne rovnako, vzorec pre rozptyl vypocita
hodnotu 0.)

KedZe ale uz zachddzame za hranice stredoskolskej matematiky, sktisime sa zaobist bez
rozptylu. UkdZzeme si o chvilu, Ze podobnt informéciu vieme ziskat aj inac.

e DalSou zaujimavou Statistikou je najcastejsie namerand hodnota, odborne nazyvana
modus.

'V nasej ulohe by sme o moduse zistili dve veci. Prvou je, Ze modus vychadza o nieco mensi
ako priemer. A druhou je, Ze modus prili§ nem4a zmysel merat. Ukaze sa totiz, ze pre
velké n su viaceré hodnoty zhruba rovnako pravdepodobné — a teda kym nepouzijeme
velmi velky pocet planov k, bude konkrétny namerany modus ovplyvneny ndhodnym
Sumom. V dalSom texte teda uz modus neuvazujeme.
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e Mnohych tiez napadlo pozerat sa na minimum a mazimum — teda najst najhorsi a
najlepsi spomedzi vSetkych vygenerovanych hracich planov.

e A tato myslienka sa da eSte pekne zovSeobecnit: postupnost nameranych hodnét totiz
mozeme usporiadat. Na jej zac¢iatku tak uvidime minimum, na jej konci zase maximum.

A do usporiadanej postupnosti sa mozeme pozerat aj inam. Najintuitivnejsim dalsim
miestom je hodnota uprostred, nazyvand medidn.

V grafoch, ktoré si ukdzeme neskor, sa okrem medidnu budeme pozerat aj na dalsie
miesta. Presnejsie, pozrieme sa na hodnoty, ktoré lezia v 10%, 30%, 50% (toto je median),
70% a 90% usporiadanej postupnosti nameranych hodnét.

Toto je prave ten vyssie spominany spdsob, ako lahko ziskat nejaké informacie o rozptyle:
Ak by sme vzdy namerali to isté, tychto paf hodnot bude rovnakych. A ak sa namerané
hodnoty casto od priemeru vyrazne lisia, na tychto piatich hodnotach sa to dostatocne
vyrazne prejavi.

Druhym néstrojom, ktory ndm umozni rychlo uvidiet, ¢o sa deje, je vizualizcia. Potre-
bujeme si vediet vhodne znazornit vysledok merani, ktoré sme spravili. Vhodnou volbou je v
tomto pripade histogram — stlpcovy graf ukazujuci, ktortt hodnotu sme namerali ako asto.

(Rozmyslite si, ze z histogramu je pekne vidiet minimum, maximum aj modus. Takisto
vieme aspon priblizne odhadntf priemer a median, tie ale az tak pekne neuvidime. MoZnym
vylepSenim by bolo dodatoé¢ne ich do grafu na sprdvne miesta dokreslit.)

Nasledujuci obrazok ukazuje priklad takéhoto histogramu pre n = 6400, f = 6 a k = 401:
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Menime vefkost planu

Teraz sa uz pozrieme aj na to, ¢o sa deje, ked ndm rastie velkost hracieho planu n. Uvazovali
sme hodnoty n od 1000 po 4000 (s krokom 1000).

Najskor sa pozrieme na situéciu pre f = 2 farby. Nasledujuci graf ukazuje rozlozenia name-
ranych hodnot pre jednotlivé n a k = 2000 merani.
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To isté pre f = 4 farby:
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Zo vsetkych vyssie uvedenych grafov vidime to isté: Minimum je pomerne ,stabilné“, Tava

strana ,kopca“ je strma. Na druhej strane, na pravom konci je veselo, ked sa zadar{, maximum
obcas ,uleti“ pekne daleko. (Toto mé potom za dosledok aj to pozorovanie, ze medidn aj modus
st oba o trosku mensie ako priemer. Velmi velké maximélne hodnoty totiz zvysia priemer, ale
nemaja vobec ziaden vplyv na medidn ani na modus.)

Toto pozorovanie si vieme intuitivne zdévodnit napriklad nasledovne: V zavislosti od n a f
sa zrejme da uréit nejakd minimalna velkost v takd, ze je skoro isté, ze sa asponi jedna oblast
velkosti asponi v niekde na plane vyskytne. Napriklad pre f = 4 je uz pre n = 10 takmer
nepredstavitelné aby bola odpoved 1 — aspofi nejakd dvojica susednych poli¢ok skoro urcite
bude mat ta istt farbu. Velmi malé vysledky buda teda velmi velmi vzéacne.

Na druhej strane pri maxime ¢asto stac¢i trocha $tastia na to, aby sa vyrazne zmenila velkost
najvicsej oblasti. Predstavte si napriklad, ze hraci plan postupne vznika tak, Ze sa vyberie
ndhodné neofarbené policko a to sa ndhodne ofarbi.! Na hracom plane nam postupne vznikaji
Coraz vicsie jednofarebné oblasti. A Casto st dve oblasti jednej farby pomerne blizko pri sebe.
No a potom ,ak sa trochu zadari“ a ¢asom ofarbime policko ¢i policka medzi nimi tou istou
farbou, zrazu sa nam tieto dve oblasti spoja do jednej vicsej.

To isté inymi slovami: Na to, aby sme namerali velky vysledok, sta¢i mat stastie na jednom
mieste hracieho planu, kde vznikne velka oblast. Ale na to, aby sme namerali vysledok maly,
musia vzniknat samé malé oblasti vSade, na Uplne celom hracom plane.

1 Tento postup vyraba presne rovnako pravdepodobné ofarbenia ako ked ideme za radom a kazdé policko
nahodne ofarbime. Pre nasledujiicu ivahu vsak je tento postup nazornejsi.
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Toto ma samozrejme do exaktnych argumentov daleko. Ale nebojte sa,? aj na tie pride.

ESte par inych grafov

Predchéadzajuce grafy nam sice naznagcili nie¢o o tom, ¢o sa deje, ked pre pevné f zvySujeme
n, ale vyéitat z nich nejaka presnejsiu zavislost je tazké. My si preto to isté sksime znazornit
este raz, ale ina¢. (Toto je prave taziskom celej vizualizdcie — hladat k zlozitym datam taky
sposob ich znédzornenia, pri ktorom vieme o détach pohladom toho ¢o najviac zistit.)

Pred chvilkou sme si zdévodnili, Ze konkrétna hodnota, ktortt nameriame ako maximum,
dost vyrazne zavisi od toho, aké mame zrovna $tastie. Nebudeme sa teda pozerat na maximum
(a ani na minimum), ale obmedzime sa na hodnoty, kde uz $tastie nehrd az taka vyznamna
rolu. Ako sme uz spominali vyssie, do grafu si znazornime hodnoty, ktoré lezia v 10%, 30%,
50%, 70% a 90% usporiadanej postupnosti nameranych hodnéot.

Toto vieme spravit do jedného velkého grafu, ktory vidite nizsie. Rozne farby predstavuju
rozne hodnoty f. Body na z-ovej osi predstavuju rozne hodnoty n. Kazdej dvojici (n, f) teda
zodpoveda jeden ,farebny obdlznicek s anténkami“. Mozete si v§imnut, ze kazdy z tychto ttva-
rov obsahuje presne 5 vodorovnych ¢iariek. Tie udavaju, zdola hore, dotyénych 5 vyznamnych
nameranych hodnét. (Prostredna ¢iarka je teda vzdy median, najvyssia ¢iarka je velkost v taka,
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Cierne znacky spojené lomenou &iarou predstavuji priemer nameranych hodnat. (Mozete si
vSimnut, Ze je zvicsa o ¢osi vyssi ako medidn, presne ako sme si to vyssie zdovodnili.) Hodnoty
pre f = 2 farby sme do grafu nedavali — st natolko velké, Ze sa domi nevosli. Vyzeraju vsak
velmi podobne.

hodnét ako pri minime. Staci si vSimnuft, ze skoro vzdy je horna ,anténka“ dlhsia ako dolna.

Vyslovenie nejakej tej hypotézy

Tie Cierne krivky na predchadzajiucom grafe rozhodne nevyzeraju ako linearne funkcie, ob-
zv1ast ked si domyslime, Ze smerom dolava pokracuju vSetky velmi rychlo do nuly. Zhruba
takéto grafy v matematike najcastejsie vidime v dvoch situédcidch: prvou st odmocniny (pres-
nejsie mocniny s exponentom medzi 0 a 1) a druhou su logaritmy.

Dobrym néastrojom na zistenie, ¢o Ze sa to deje v nasom pripade, je logaritmicka mierka. Pri
vyrobe grafov sa ¢asto oplati jednu ¢i obe stiradnice nezobrazovat linearne (¢o centimeter to
rovnakd zmena) ale v logaritmickej skale (¢o centimeter to rovnaky nésobok). Skusme si teda

2Mozete aj behat!
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predchadzajuci graf prepnut do logaritmickej $kaly na osi x — teda budeme skumat, ako zavisi
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No aha ho aké pekné polpriamky. TakZze méame hypotézu: priemerna velkost najvicsej jed-
nofarebnej oblasti je zhruba priamo imerna logaritmu dizky strany hracieho planu. Koeficient
priamej imernosti zjavne kles4 s rasticim f, ale zatial nebudeme bliZsie skimat tuto zavislost.

opravoval MisoF
3. Zaplav to! (VZOI’ék 2z 3) (max. 12 b za popis, 0 b za program)

Vitajte pri vzorovom rieseni tlohy Zaplav to!

Co, ze ste uz jedno ¢&itali? To je tiplne v poriadku. Toto vzorové rieSenie bude tiplne o inom.
Povieme si v fiom nie¢o viac o generovani nadhodnych cisel a tiez skiisime uhadnut, ako ze
to zavisi odpoved od poctu farieb. Obe tieto veci uz neboli nijak zohladiiované pri bodovani,
uvadzame ich len pre zaujimavost.

Cisla nahodné a pseudonahodné

Prvy graf, ktory sme si minule ukazovali, bol histogram pre n = 6400, f = 6 a k = 401:

freq mmmm

0 ||

Jéj, aké pekné, kopec. Pozrime sa, ¢o sa stane, ked pocet farieb zmensime na dve. Tam
sme namerali odpovede od 735 po 1304. Ich priblizné rozlozene vidime v druhom histograme.
(Kedze bolo nameranych odpovedi vela, kazdy bod z-ovej osi teraz zodpoved4 jednému malému

intervalu hodnét. Vsetky tieto intervaly st rovnako dlhé.)
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Ale ¢o to? Kde je pekny kopec? Tu nam tie vysky stipéekov pomerne divoko skacu. Ale nie
je to eSte ni¢ neuveritelné — rozsah nameranych hodnot je totiz v stovkach a my sme spravili
len 401 merani. Niet divu, Ze je to este rozhddzané ako papiere v mojej izbe. Tak teda skiisme
spravit rddovo viac merani. My sme spravili k = 4001 novych merani a dostali sme toto:
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Moment. Tu asi nie¢o nesedi. Mame tu Styritisic merani a stéle ten graf ani zdaleka nem4 ten
pekny tvar, ktory mal pre 6 farieb. A ¢o sa to tam deje na tej pravej strane? Ziadny pokus nedal

vyzerd, ak sa pozrieme na presné hodnoty, ktoré nas program vygeneroval. Najvicsia ndjdend
odpoved je 1418, a to hned 39x. A druhd najviicsia je 1237, a to 38x. Hmm, Ze by sme boli
na stope nejakej matematickej zakonitosti?

Ale kdeze. V skutoc¢nosti sme len zvladli kolosalne zblbnif samych seba. A to tym, Ze
mizerne generujeme nahodné éisla. A vlastne ani nie ndhodné, len pseudondhodné.

V nasom programe pouzivame knizni¢nt funkciu rand. T4 vyraba pseudondhodnt postup-
nost ¢isel. Hodnoty vyrabané funkciou rand maji mnohé vlastnosti skuto¢ne ndhodnych ¢&isel.
Ukazuje sa ale, Ze bohuZial v nasom pripade sa ich nie plnd ndhodnost méze prejavit. Pri
na$ich vypoétoch sme vygenerovali 64002 - 4001 ndhodnych &isel, ¢o je vyse 160 milidrd. A pri
takto obrovskych poctoch sa nam niektoré zavislosti prejavili tym, Ze sa niektoré typy vstupov
nevygenerovali vobec a niektoré iné naopak castejSie ako by sa mali. (Situdciu zhorsilo aj to,
ze sme si ako n zvolili &slo delitelné velkou mocninou 2 a tiez to, ze pre f = 2 sa kazdému
pseudonahodnému ¢&islu vlastne pozerame len na posledny bit.)

Sktusme teda pouzif lepsi generator ndhodnych &isel. Jednu lepSiu moZnost ndm pontka
nové C++11, v ktorom mame k dispozicii viacero kvalitnych pseudondhodnych generdtorov.
Nasledujuci kéd pouziva generator Mersenne twister, ktory méa periédu az 219937 — 1 a viacero
dobrych kombinatorickych vlastnosti.
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Listing programu:

// len casti, ktore sa zmenili:

#include <random>

mt19937 myRNG; // Mersenne twister generator pseudonahodnych cisel

myRNG.seed( time (0) “getpid() );

uniform_int_distribution<uint32_t> myDist (1,F); // distribucia rovnomerne vracajuca hodnoty 1..F
for (int r=1; r<=N; ++r) for (int c=1; c<=N; ++c) A[r][c] = myDist (myRNG); // vygeneruje level

V Linuxe je dalSou moznostou zobrat ako zdroj ndhodnych éisel sibor (presnejsie device)
/dev/random. Ten nam poskytuje ,skutocne“ ndhodné bity pochadzajice z hardvéru v pocitaci
(napr. fluktuécie posledného bitu teplotnych senzorov). Alebo, kedZze mame mélo ¢asu, radsej
subor /dev/urandom. Totiz /dev/random vypisuje len tolko ndhodnych bitov, kolko ma prave
k dispozicii. Preto /dev/urandom kombinuje obe predchadzajtce techniky: ndhodnymi bitmi z
/dev/random inicializuje pseudondhodny generator, ktory nam nasledne dogeneruje dalsie bity
podla potreby.

Listing programu:
// len casti, ktore sa zmenili:
#include <cstdio>
FILE *frand;
inline int random_bit () {
unsigned char c; fscanf (frand, “%c"“,&c);
c "= c>>4; c &= 15; ¢ "= c>>2; c &= 3; c "= c>>1; c &= 1;
return c; // return (parita poctu jednotkovych bitov v c)
frand = fopen (“/dev/urandom™, “r"“);
for (int r=1; r<=N; ++r) for (int c=1; c<=N; ++c) A[r][c] = l+random_bit ();

Porovnanie tychto troch ndhodnych generatorov vidime na nasledujicom grafe (stale pre
n = 6400, f = 2, k = 4001). Mersenne twister aj urandom oba dévaju, na rozdiel od $tandard-
ného ndhodného generétora, ocakavané pekné rozdelenie velkosti najvicsej oblasti.
700
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Data a ich grafy, ktoré ste videli v prvom vzorovom rieSeni, boli v skutoc¢nosti vsetky
generované programom pouzivajiucim Mersenne twister pseudonahodny generator.

Zavislost vysledku od poctu farieb

Uz méame hypotézu, ze velkost najvicsej oblasti rastie rddovo rovnako rychlo ako logaritmus
&isla n. Zaroven ale tato velkost zavisi aj od po¢tu pouzitych farieb — ¢im viac farieb, tym mensie
budt jednofarebné oblasti. Ale ako presne zavisi velkost najvéicsej z nich od f?

Urobili sme teda este poslednti sadu experimentov: pre n = 6400 sme si postupne vyskusali
rézne hodnoty od f = 2 az po f = 400. Priemerné namerané hodnoty st v nasledujicom grafe
dervenou farbou. Zelenou farbou je tam velmi podobne klesajica funkcia, a pre porovnanie
modrou je tam nasobok funkcie 1/z, ktoréd klesa rddovo rychlejsie ako nami namerané data.
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Zavereéna hypotéza teda znie: velkost najvicSej jednofarebnej oblasti je pribliZne priamo
umernd hodnote logn a priblizne nepriamo dmernd hodnote log f.

opravoval Mio
4. Zamysleny alchymista (max. 10 b za popis, 5 b za program)

Trividlne kvadratické riesenie funguje takto: Dokola skiSame vsetky pravidld, az kym sa
nam nestane, ze uz sme nevyrobili ziaden prvok.

Toto sa da vylepsit, ak si uvedomime, ze kazdé pravidlo treba pouzit najviac raz, ale vo
vhodnom momente. Nema zmysel zaoberat sa pravidlami, pre ktoré eSte nemame vyrobeny ani
jeden vstupny prvok. Vzdy ked vyrobime novy prvok, tak sa ndm moze zviacsit aj mnozina pra-
Ked uz raz nejaké pravidlo pouzijeme, znovu ho uz pouzit nemusime.

Z tychto pozorovani sa nam uz ¢rtd algoritmus. Nacitame si pociatoéné prvky a zoznam
pravidiel. Ku kazdému prvku si zapamétame v ktorych pravidlach sa nachadza - aby sme ich
moholi vyhladat v konStantnom ¢ase. Budeme si pamitat, kolko prvkov pravidla este musime
vyrobit, aby sme ho moholi pouzit. Na zaciatku je tato hodnota u vsetkych pravidiel 2. Vzdy,
ked vyrobim nové prvky zapamitam si poéet krokov, na ktory som ho vyrobil® a znizim pocet
nevyrobenych prvkov vietkym pravidlam v ktorych sa dany prvok nachiadza? a ak tiato hodnota
dosiahla 0, pridam pravidlo do fronty pravidiel. Na zaciatku vyrobim zdkladné prvky a potom
postupne vyberam pravidla z fronty a vyrdbam nové prvky. Ked uz vo fronte nie st ziadne
nové pravidla, mézem skonéit a vypisat vysledky. Kazdy prvok pozeram len raz, tak na kazdé
pravidlo sa pozrem prave 2x - za kazdy vstupny prvok pravidla raz. Spolu s nac¢itanim vstupu
nam to déva zloztost O(m+ k). Paméitova zlozitost bude tiez O(m+ k), pretoze si potrebujeme
zapamitat vsetky prvky a pravidla.

Prec¢o nefunguje pristup z opacnej strany? Opacny pristup vyzerd takto: Chceme zistit
na kolko krokov sa d& vyrobit prvok C. Najdeme si vSetky pravidlad ktoré vyrdbaju C a Vi
spoéitame P(C;) = max(P(A;), P(B;)) +1 a P(C) = min(P(C;)). Ak potrebna hodnotu este
nemame vypocitana tak si ju rekurzivne vypocitame. Problémom st vSak cyklické pravidla.
Pre takyto korektny vstup sa nam méze program zacyklit.

3ak mame pravidlo A + B = C, tak P(C) = maz(P(A), P(B)) + 1
4ak je pravidlo typu X 4+ X =Y, tak sa tato hodnota znizi o 2
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Bodovanie za popis:

e RieSenie v O(m + k) ziskalo max 10 bodov.

e Riesenie v O(m + k.logk) alebo O(m.logm + k) ziskalo max 8 bodov.
e Riesenie v O(k * (m + k)) ziskalo max 6 bodov.

e Horsie funkéné riesenie ziskalo max 5 bodov.

Dalsie body boli strhnuté za rézne nedostatky, ako napriklad chybajtce, alebo zlé odhady
zlozitosti, ¢i horgiu pamétova zlozitost.

Listing programu:

program alchymista;
uses math;

type

pravidlo = record
a,b,c:longint;

end;

var i,j,k,n,m, fronta_zactiatok, fronta_koniec, t:longint;
pociatocne, pocetkrokov, fronta:array of longint;
pravidla:array of pravidlo;
index:array of array of longint;
pocetnesplnenych:array of integer;

begin
readln(k,n,m);
SetLength (pociatocne, n);
for 1i:=0 to n-1 do
begin
read (pociatocne[i]);
dec (pociatocne[i]);
end;
readln;

SetLength (pravidla,m);
SetLength (pocetnesplnenych,m);
SetLength (fronta,m);

SetLength (index, k) ;

SetLength (pocetkrokov, k) ;

for 1i:=0 to m-1 do

begin
readln (pravidlal[i].a,pravidla[i].b,pravidlal[i].c);
dec (pravidlal[i].a);
dec (pravidlal[i] .b);
dec (pravidlali].c);
SetLength (index[pravidla[i].a],length (index[pravidla[i].
index[pravidla[i].a] [length(index[pravidla[i].a])-1] :=
SetLength (index[pravidla[i].b], length (index[pravidla[i].b])+1);
index[pravidla[i].b] [length (index[pravidla[i].b])-1] := 1i;
pocetnesplnenych[i] := 2;

end;

al)+1);

for 1:=0 to k-1 do
begin
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pocetkrokov[i] :=1000000;
end;

fronta_zactiatok:=0;
fronta_koniec:=0;

for i:=0 to n-1 do

begin
pocetkrokov[pociatocne[i]] := 0;
for j:=0 to length(index[pociatocne[i]])-1 do
begin
dec (pocetnesplnenych[index [pociatocne[1i]][J]11);
if (pocetnesplnenych[index[pociatocne[i]][]j]] = 0) then begin
fronta[fronta_koniec]:=index[pociatocne([i]] []];
inc (fronta_koniec);
end;
end;
end;

while fronta_koniec>fronta_zactiatok do begin

t := fronta[fronta_zactiatok];

inc (fronta_zactiatok);

if (pocetkrokov[pravidla[t].c] = 1000000) then begin
pocetkrokov[pravidla[t].c] := 1 + max(pocetkrokov|[pravidla[t].al],

pocetkrokov[pravidlal[t].b]);
for 1:=0 to length(index[pravidla[t].c])-1 do
begin
dec (pocetnesplnenych([index [pravidla[t].c] [1i]]);
if (pocetnesplnenych[index[pravidla[t].c][i]] = 0) then begin
fronta[fronta_koniec]:=index[pravidlalt].c ;
inc (fronta_koniec);
end;
end;
end;
end;

for i:=0 to k-1 do
begin
writeln (pocetkrokov([i]);
end;
end.

opravoval Usamec
5. Optimalne skakanie (max. 5 b za popis, 10 b za program)

7 toho, Ze hodnotenie tlohy je postavené na tom, ako dobré riesenie sa vam podari vyrobit,
sa dalo usudit, Ze pre tuto tlohu nie je zname optimalne rieSenie (resp. nie je znadmy sposob,
ako vyrobit optimalne rieSenie dostato¢ne rychlo).

Podme sa pozriet na to ako s ¢o najmensou namahou nazmykat, ¢o najviac bodov. V prvom
rade pre malé N moZeme napisat rieSenie, ktoré vyskusa fakt vSetky moZnosti a garantuje nadm
optimélne riesenie. Vhodny spésobom ako napisat takéto riesenie je rekurzia. V kazdom kroku
vygenerujeme vSetky moznosti na nasledujtce &islo (rozmyslite si pokial ma zmysel skusat
nasledujice ¢islo) a nasledne overime ako daleko sme sa dostali a vylepsime globalne maximum.
Ked tuto rekurziu napiseme dobre a pustime ju na jednu noc, tak ziskame optimalne rieSenia
pre N < 11.

Co sa zvy$nymi ¢islami? Tun4d mame niekolko moznosti, ukdZeme si dve. Ani jedna z nich
negarantuje najdenie najlepsieho riesenia, ale zato ndjde nejaké riesenie dostatocne rychlo.

Prvou moznostou je vhodne osekat prehlddavanie vSetkych moznosti. Vygenerujme vsetky
mozné rieSenia pre nejaké vhodne malé n. Teraz si ponechajme len najlepsich k. RieSenia pre
n—+1 zgenerujeme tak, ze ku kazdému z tychto k rieseni priddme vSetky mozné dalsie ¢isla. Tieto
rieSenia vyhodnotime a opiit si nechdme najlepsich k. A toto opakujeme, az kym sa nedostaneme
ku 30-ke. Toto je celkom slusny postup a kombinaciou so spominanym bruteforcom sa s nim
pri k = 2000 dalo nahrabat skére okolo 730 (¢o viedlo asi ku 9.5 bodom).

Ja osobne som tento postup este vylepsil tym, ze som algoritmu zafixoval prvé 4 éisla v
postupnosti (myslienka za tym je takd, ze zmena v tychto ¢islach ma celkom slusnia vahu a
nie vSetky moznosti sa pri osekdvani dostant dalej). A pustil som ho pre vSetky moznosti na
prvych 4 ¢islach. M6j vystup potom bol:
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3 8 11 26 38 56 69 85 89

4 13 21 27 32 46 83 98 105 146

5 15 18 24 46 58 66 93 145 170 194

8 12 18 27 30 43 50 71 134 155 218 239

8 12 18 27 30 43 50 71 134 155 218 232 281

8 12 18 27 30 43 50 71 134 155 218 232 281 344
7 9 20 25 35 65 75 80 100 163 186 207 209 210 223
8 12 18 27 30 43 50 71 134 155 197 211 260 323 386 449

4 13 21 27 32 46 83 98 105 146 218 235 270 285 325 392 439

4 11 20 25 38 43 71 97 124 154 160 202 204 292 341 402 417 527

4 9 20 30 42 55 73 78 113 128 175 220 254 315 326 342 447 512 604

3 10 18 23 34 55 84 96 124 153 181 225 252 291 338 356 391 398 431 636
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3 10 15 23 28 62 81 97 118 144 186 217 250 295 325 395 445 505 521 557 750 814
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5 15 18 24 46 58 66 93 95 125 180 236 261 299 359 408 445 513 563 589 693 839 902 952

6 9 14 29 39 55 73 95 116 158 201 233 236 283 366 375 449 539 584 637 732 790 860 917 1053

6 13 17 24 32 57 67 105 132 146 191 216 255 276 346 424 452 507 559 672 682 824 868 1031 1045 1152

5 6 19 30 39 45 62 114 122 126 163 216 263 313 361 382 392 497 543 675 707 785 882 979 1061 1196 1225

7 8 18 21 37 60 72 103 118 130 186 208 263 287 349 429 461 511 581 625 736 785 928 987 1036 1204 1215 1334
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Dosiahlo to skére 763.

Pre velké ¢isla sa moéze hodit viac matematicky postup. Nasim cielom je ndjst nejaky vhodny
pattern ako postupnost vyrabat tak, aby dosiahla, ¢o najlepsi vysledok. Toto vyzaduje zna¢nu
mieru autizmu a nejde to tak lahko®. Pozrime sa na pattern typu:

1,2,6,8,19,24,27,33,45,45 + 30 - 1,45 + 30 - 2,45+ 30 - 3, ..., 45 + 30k

D4 sa ukazaf, Ze pomocou neho je posledné dosiahnutelné ¢islo 45 4+ 30(k + 1). To je zatial
celkom nani¢. Pridajme ale zanho este ¢isla 45 4+ 30k + 10,45 + 30k + 20. Odrazu je posledné
dosiahnutelné ¢islo 139 + 60k. Keby sme to aplikovali pre n = 30, tak by sme dosiahli vysledok
1279, ¢o je stale menej ako pri predchddzajiicom sposobe (tam sme mali 1605).

Na tuplny tspech treba este pridat ¢isla 140 + 60k, 150 + 60k, 160 + 60k. Napr. pre n = 16
mame postupnost:

1,2,6,8,19,24,27, 33,45, 75,105, 115, 125, 260, 270, 280

Ktora doskace do vzdialenosti 414. Pre n = 30 dostaneme postupnost, ktora dosiahne vzdia-
lenost 1674. Toto nie je az taky velky rozdiel na druhej strane pri ¢islach okolo 20-25 je ten
rozdiel rddovo 150. Celkové skére, ked zamenime postupnosti pre n = 16 a vyssie je 837.

opravoval Bob
6. Ostriefani zlomysel'nici (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Vedenie KSP popiera akékolvek prepojenie so spolo¢enstvom druidov a distancuje sa od ich
nekalych a zlomyselnych praktik. Preto sa nenasiel nik, kto by bol ochotny napisat vzorak tejto
ulohy. Vyhovieme v8ak vasim pocetnym (i ked nepochopitelnym) ziadostiam a uverejiiujeme
prepis otvaracej reéi brata Ztrateného. Nech vam sluzi na vystrahu.

»,Vazeni bratia, drahé sestry, mili spoludruidi! Vitam vas na dalSom z nasich jarnych sym-
pdzii a dafam, ze sa pocas nasledujiceho tyzdna nikomu nié¢ zlé nestane, lebo sme si zabudli
doniest lekarni¢ku. (hrdelny smiech)

5autor tohoto vzordku myslienku odkukal z http://www.recmath.org/contest/Darts/FinalReport .html
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Mozno sa pytate, preco sa nase sympézium kona prave tu, u brata Zakopaného. Dévodom
je, ze nam zalezi na vasom pohodli.

Cestna siet, ktora spaja nase chatrce, tvori z pohladu tedrie grafov strom. To okrem iného
znamenad, ze medzi kazdou dvojicou vrcholov (chatrci) vedie préave jedna cesta. Ked tade ces-
tuje druid s fazkou batozinou, spésobuje mu to velké nepohodlie. No a my sme sa snazili
minimalizovat celkové nepohodlie vietkych druidov. Dalsi slide.

Ked si za miesto konania sa sympdzia zvolime chatré u, nepohodlie jednotlivych druidov
mozeme vypoclitat jednym prehladédvanim (DFS alebo BFS) z vrcholu u. Potrebujeme totiz len
zistit vzdialenosti jednotlivych vrcholov od u.

Na jedno prehladédvanie potrebujeme linearny cas. Ak by sme teda za wu volili postupne
kazdt z chatréi, nasli by sme riesenie v ¢ase O(n?). Dalsi slide.

Pozrime sa, ako sa zmeni celkové nepohodlie, ak presunieme sympézium z vrcholu u do jeho
suseda v vzdialeného d. Niektorym druidom to bude blizsie (o d), ostatnym dalej (tiez o d), no
dolezity nie je ich pocet, ale sticet hmotnosti ich batozin. Nepohodlie jedného druida sa totiz
zmeni o hmotnost jeho batoZiny vynésobentu vzdialenostou d.

Pismenom V' ozna¢me siiet hmotnosti batozin tych druidov, ktori to budii mat po zmene
miesta sympoézia blizsie; pismenom U ozna¢me sicet hmotnosti zvysnych batozin. Celkové
nepohodlie sa potom presunom sympézia z u do v zvidsi o d - (U — V). Dalej.

Na tomto vzfahu zalozime efektivnejsie rieSenie nasej ulohy. Najprv strom zakorenime —
niektory z jeho vrcholov prehlésime za koreni (napriklad vrchol 1). Prehladavanim do hibky
z korena vypocitame stcet hmotnosti batozin pre kazdy z podstromov a tiez celkové nepohodlie
v pripade, ked by sa sympézium konalo v koreni.

Potom spustime z koretia dalsie prehladavanie. V tiom uz budeme poéitat celkové nepohod-
lie pre zvysné moznosti umiestnenia sympézia. Zakazdym, ked sa presunieme z vrcholu s uz
znamou hodnotou celkového nepohodlia do jeho syna, na vypocet novej (neznamej) hodnoty
pouzijeme vztah, ktory sme si uz skor odvodili.

Toto rieSenie ma Casovid zlozitost O(n), lebo potrebujeme len dve prehladdvania stromu.
Pamiétova zlozitost je tiez O(n).

Brat Zeleny mi uz naznacuje, Ze mam konéif. Este raz vas teda vitam a prajem vam vela
stastia a dobri kondic¢ku. Nasleduje hra s ndzvom Bezbrehé behanie z kopca na kopec. (burlivy
potlesk obecenstva)*

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
using namespace std;

int n;
vector<int> W; // batozina
vector<int> S; // sucet hmotnosti batozin v podstrome

vector<vector<pair<int, int> > > G; // (ciel, dlzka)
long long vysledok = 0;

void rataj_batozinu(int vrchol, int rodic, int vzdialenost) {
vysledok += (long long) vzdialenost * W[vrchol];

S[vrchol] = W[vrchol];
for (int i = 0; i < (int) G[vrchol].size(); ++1i)
if (G[vrchol][i].first != rodic) {

rataj_batozinu(G[vrchol] [i].first, vrchol, vzdialenost + G[vrchol][i].second);
S[vrchol] += S[G[vrchol][i].first];

}

void rataj_nepohodlie (int vrchol, int rodic, long long nepohodlie) {
vysledok = min(vysledok, nepohodlie);

for (int i = 0; i1 < (int) G[vrchol].size(); ++i)
if (G[vrchol][i].first != rodic)
rataj_nepohodlie (G[vrchol] [i].first, vrchol, nepohodlie +
(long long) G[vrchol][i].second * (S[0] - 2 * S[G[vrchol][i].first]));
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int main() {
cin >> n;
W.resize(n);
for (int i = 0; i < n; ++i)
cin >> W[i];
G.resize(n);
for (int i = 0; 1 < n - 1; ++i) {
int a, b, d;
cin >> a >> b >> d;
--a, —-b;
Gla] .push_back (pair<int, int>(b, d));
G[b] .push_back (pair<int, int>(a, d));
}

S.resize(n);
rataj_batozinu(0, -1, 0);
rataj_nepohodlie (0, -1, vysledok);

cout << vysledok << endl;

opravoval Zaba
7. Obecna posta (max. 12 b za popis, 8 b za program)

To ¢o vés tato tloha mala naucit bolo, Ze sa nemate zastrasit skaredo vyzerajicim zadanim,
ale je treba sa zamysliet, nakreslit nejaké tie obrazky a takymto spésobom postupne odhalit
podstatu prikladu, ktord je mnohokrat ovela jednoduchsia ako sa na prvy pohlad zda. Napr.
povodne som tuto tlohu pocul takto: ,Mas zadany graf a jeho kostru, v tvare cesty, vyber ¢o
najmenej hran tak aby bol vysledny graf dvojstvisly“. Uznate, ze moje zadanie bolo trosku
miernejsie.

Prvé ¢o chceme spravit je preznadit si éisla domov, do nejakého rozumného poradia, takze
najleps$ie od 0 po n podla toho, kolki v poradi na ceste je. Mnohi z vas na to pouzili mapu, alebo
dokonca unordered mapu, to je vSak tplne zbytocné, kedze ¢isla domov boli len do 100000.
Stadi si spravit pole takej velkosti a nasledne si pamétat, ze na policku s indexom i je j-ty dom
v poradi.

Teraz, ked sme si uz domy oéislovali rozumnejsie, podme stavat cesty. Ako prvii musime
spravit cestu z domu 0 do nejakého iného. Kebyze to nespravime, tak pod odstraneni cesty
0— > 1, by sme sa z posty nevedeli dostat nikam inam. Médme teda zopar moznosti na postavenie
takejto cesty. Chceme ukazaf, Ze ni¢ nepokazime tym, Ze postavime cestu, ktora vedie do
najvzdialenejsieho domu.

Predstavme si, ze mame nejaké optimalne riesenie, v ktorom cesta z domu 0 vedie do domu
i. Ale existuje aj cesta do domu j kde ¢ < j. Je lahko nahliadnut, Ze sa ni¢ nepokazi ak hranu
0— > 4 nahradime hranou 0— > j.

Ked teda priddme hranu 0— > j stane sa nam to, ze tsek domov 0 az j splia vlastnost zo
zadania. Teda po odstraneni lubovolnej hrany k— > k + 1, k < j sa stale vieme dostat vsade,
do domov < k pomocou starych ciest a do zvysnych pomocou nasej pridanej hrany.

Teraz sme v situdcii, ze vSetky domy 0 aZ j sa tvéria ako jeden ,velky“ dom a ten chceme
pripojit k zvySnym domom. To znamend, ze chceme pridat nejaku cestu, ktora vedie z ,,velkého*
domu do zvys$nych, ¢o znamend, ze hladame takt cestu i— > k, ze i < 0 a k je ¢o najvicsie,
lebo stale plati rovnaka greedy stratégia.

Takto sa ndm postupne zvéicsuje nas ,velky“ dom, az nakoniec bude obsahovat vsetky domy.
V tom pripade mame najmensi mozny pocet hran, lebo sme vzdy vybrali hranu, ktord nam to
urcite nepokazila.

Tato myslienku naimplementujeme nasledovne: Najskor si pomocou pola preéislujeme domy
a nasledne si pre kazdy dom zapamitame, kam najdalej z neho vedie cesta. Kedze vzdy vy-
berdme najdlhsiu cestu, zvy$né nebudeme potrebovat. Najskér priddme hranu, ktora vedie z
0. Dostali sme interval (0,7 >, tak sa pozrieme na vSetky tieto domy a zapaméitame si, kam
najdalej sa z nich vieme dostat, nech je to nejaké k. Teraz si treba uvedomit, Ze uZ nepotre-
buujeme prezerat cely interval (0,k > ak chceme néjst nova cestu, ktortt chceme pridat. Lebo

strana 17 z 23 http://www.ksp.sk



prezriet interval (j, k >. Skonc¢ime, ked k bude rovné n — 1, teda ¢islu poslednému domu.

KedZe sa na kazdy dom pozrieme najviac raz, tak nam to bude trvat O(n), ale kedze musime
aj naditat cely vstup, tak vyslednd casova zlozitost je O(n + m). Pamétdme si len n hran - pre
kazdy dom ¢islo najvzdialenejSieho a plus pole, ktoré pouzivame na precislovanie, to mé vsak
velkost 100000 &o je rddovo n, takze pamétova zlozitost je O(n).

Listing programu:
#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

int main ()
{
int n;
scanf (“%d “, &n);
vector<int> Precislovanie; Precislovanie.resize (100047);
for (int i=0; i<n; i++)
{
int x;
scanf (“%d “,&x);
Precislovanie[x]=1i;
}
int m;
scanf (“%d “, &m);
vector<int> Max; Max.resize (n+42);
for (int 1i=0; i<m; i++)
{
int x,y;
scanf (“%d %d “,&x,&y);
Max [Precislovanie[x]]=max (Max[Precislovanie[x]],Precislovanie([y]
Max [Precislovanie[y]]=max (Max[Precislovanie[y]],Precislovanie[x]
}
int koniec=0,vys=0,maxi=0;
for (int i=0; i<n; i++)
{
maxi=max (maxi,Max[i]);
if (koniec==1i) {vys++; koniec=maxi;}

)i
)i

}
printf (“&d\n“,vys-1);
return O;

}

opravoval MisoF
3. Zaplav to! (vzorék 3z 3) (max. 12 b za popis, 0 b za program)

Tak. Sem sme schovali posledni, tretiu ¢ast tohto prerasteného vzorového riesenia. Tato
ma podtitul ,vylet do zoologickej zahrady“. Ukazeme si par besnych zvieratiek. Presnejsie
teda skuisime aspon priblizne vypocitat, ako Ze sa to sprava ta velkost najviicsej jednofarebne;j
miestnosti. Dalej ¢itate len na vlastné nebezpecenstvo :-)

Matematicky pohfad na Glohu

Experimentalne merania su fajn, ale omnoho lepSie je vediet matematicky zdévodnit, Ze
sa dand vec naozaj sprava tak, ako sme odpozorovali. Napriklad sa mézeme pokusit povedat
nie¢o o pravdepodobnosti toho, Ze sa ndm niekde na hracom plane objavi aspon s-polickova
jednofarebna oblast.

Lahko vieme zodpovedat jednoduchsiu otdzku. Predstavme si, ze ndm uz niekto vyznadil
konkrétnu s-polickovi oblast. Aké4 je pravdepodobnost, ze bude celd jednej farby? Tu vieme
odpoved presne: je to 1/f5~1. To preto, 7e spomedzi vSetkych moznych f° ofarbeni nasej
oblasti je len f jednofarebnych. (Inymi slovami, ked policka nasSej oblasti ofarbujem postupne,
prvé mozem ofarbit Tubovolne a pre kazdé zo zvysnych s — 1 médm pravdepodobnost 1/f Zze mu
vygenerujem tu istu farbu ako prvému.)

Teraz nas bude zaujimat podet spdsobov ¢(n,s), ktorymi sa na plane n x n dé vyznacit
suvisla s-poli¢kova oblast. (Pre pevne zvolené n a s budeme namiesto ¢(n, s) pisat len ¢.)
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Od ¢ zjavne zavisi hladana pravdepodobnost, Ze aspon jedna oblast velkosti s bude cela
jednofarebna. Povedat presny matematicky vztah popisujtci ttuto zavislost je vSak velmi tazké.

(Mozné chyba: Na tomto mieste by mnohi prehlasili: ,,Ale ved to je jednoduché: pre kon-
krétnu oblast je pravdepodobnost p = 1/f5~1, 7e nebude jednofarebna. A teda pravdepodob-
nost toho, ze ziadna z ¢ oblasti nebude jednofarebni, je p¥.“ V tejto Gvahe je chyba. Niektoré
dvojice moznych oblasti sa totiz ¢iastocne prekryvaju, a teda nejde o nezavislé javy a nemdzeme
len tak nasobit ich pravdepodobnosti.)

Skusme teda hladant pravdepodobnost aspori nejak odhadnit. Na jeden odhad mézeme po-
uzit trik nazyvany linedrnost strednej hodnoty. Celé si to predstavime nasledovne: Zamestname
 trpaslikov, zoZenieme si kopec cukrikov a jedno velké vrece. Kazdy trpaslik si vyberie jednu z
¢ s-polickovych oblasti a bude sa na fiu pozerat. Teraz za¢neme generovat hracie plany. Zakaz-
dym, ked vygenerujeme hraci plan, tak kazdy trpaslik, ktorého oblast je na fiom jednofarebna,
hodi do vreca cukrik.

Kolko bude vo vreci cukrikov po w pokusoch? Pozerajme sa na jedného konkrétneho trpas-
lika. Ten m4 v kazdom pokuse pravdepodobnost p = l/fs_l, ze ta jeho konkrétna oblast bude
jednofarebna. Teda do vreca hodi cukrik v priemere raz za f5~1 kol. Tento trpaslik teda do
vreca dokopy prispeje v priemere o.z/fs’1 cukrikmi. No a rovnakt ivahu moézeme spravit pre
kazdého iného trpaslika. Tym dostavame, ze dokopy bude po w pokusoch vo vreci v priemere
pw/f51 cukrikov.

Nech teraz g je pravdepodobnost toho, Ze sa na ndhodnom hracom pléane objavi aspoi
jedna jednofarebnd s-polickova oblast. Co o nej vieme povedat? Ked spravime w pokusov,
daju trpaslici urcite v priemere do vreca aspori qw cukrikov. (Slovo ,aspoi“ je tam preto, ze v
kazdom pokuse, v ktorom sa taka oblast zjavi, daju spolu trpaslici do vreca aspori jeden cukrik.

Teraz vieme zhora odhadntt q. Privelké ¢ totiz vieme vyluéit na zéklade toho, ze by do vreca
pribudalo viac cukrikov ako méa. Nutne teda musi platif nasledovna nerovnost: quw < pr/fsfl.
Tym sme teda dokdzali horny odhad pre hladanii pravdepodobnost ¢: ak zvlddneme spoéitat
pocet oblasti ¢, budeme vedief, ze ¢ < /f*~!. A vlastne nepotrebujeme ¢ poznaf presne,
sta¢i tito hodnotu rozumne tesne zhora odhadnut.

Kazdy, kto sa docital az sem, povinne teraz hned napise na KSP férum (do ¢asti Forum /
KSP / Ulohy do threadu Zoznam frajerov) Ze je _____ frajer. Nech mame Statistiku. NavySe:
Ak si porozumel(a) vSetkému, ¢o sa tu doteraz pisalo, tak za _____ zvol pridavné meno, ktoré
eSte nebolo v threade pouzité a ma ,,u“ alebo ,,a“ ako prvi samohlasku (teda napr. ,kuchynsky
frajer). Ak si sa uz stratil(a) a nie¢o nedavalo zmysel, pouzi ako prva samohlasku ,y* alebo
»¥¢ (napr. ,mydlovy frajer“). Je povolené a odportac¢ané kruto sa vysmievat kazdému, kto nie
je frajer, len sa v threade prizivuje a za frajera pretvaruje.

Hodnotu ¢(n, s) vieme vypocitat nasledovne: najdeme vsetky polyomina® velkosti s a pre
kazdé z nich zistime pocet spésobov, ktorymi sa d4 umiestnit do mriezky n xn. A tento pocet je
zjavne pre kazdé polyomino nanajvys rovny n?. Ak si teda poéet polyomin velkosti s ozna¢ime
U(s), zjavne plati p(n,s) < n? - U(s).

Je zndme, Ze pocet polyomin W(s) velkosti s rastie v zavislosti od s exponencialne. Teda
existuje nejakd konsStanta v takd, Ze funkcia ¥(s) rastie asymptoticky rovnako rychlo ako
funkcia 1)°.

Uvedomte si, ze tato skuto¢nost nie je zjavna. Napriklad takd funkcia n! rastie rddovo
rychlejsie ako vsetky exponencidlne funkcie. A preco by nemal pocet polyomin byt az radovo
rovny n faktorial?

(Tu by vam mohla intuicia napovedat nieco typu: Ked vyrabam polyomino velkosti n,
zoberiem Tubovolné polyomino velkosti n —1 a k jednému z jeho n— 1 poli¢ok prilepim susedné.

6Presnejéie, tzv. fixné polyomind, kedze zalezi na rotacii. Napr. pre s = 5 existuje 63 fixnych pentomin,
kazdé z nich vznikne vhodnou rotaciou a mozno preklopenim jedného z 12 réznych tvarov.
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Pomocou takejto uvahy by sa dalo dokézat, Zze polyomin velkosti n je nanajvys rddovo n!. Ukéze
sa ale, ze to isté polyomino velkosti n sa da vyrobit vela réznymi spdsobmi, takze vsetkych
polyomin bude rddovo menej ako n!.)

Presn4 hodnota v nie je zndma. Doteraz sa vedcom o nej podarilo dokézat len to, Ze naozaj
existuje, a #e jej hodnota spliia nerovnosti 3.98 < 1) < 4.64. Konkrétne dékazy si nebudeme
ukazovat, ale pre nazornost si ukdzeme dokazy slabsiecho dolného aj horného odhadu, aby ste
mali predstavu, ako na to.

Dolny odhad poctu polyomin

Ked chceme zdola odhadnit podet polyomin, potrebujeme ukazat nejaky sposob, ako ich
vyrobit vela tak, aby boli zarucene vsetky navzajom rozne.

Uvazujme napriklad nasledujuci sposob vyroby: Zoberiem nekoneénu §tvorcovu siet, posta-
vim sa na poli¢ko (0, 0) a z neho sa (s—1)-krat pohnem bud doprava alebo dohora. Takto urcite
navstivim presne s poli¢ok. A navySe réoznym volbam cesty zodpovedaju rozne s-tice policok.
Preto existuje aspon 25~1 réznych polyomin velkosti s.

(Vsetky polyomind, ktoré sme préve popisali, maja tvar ,dlhého hada“. Zjavne je aj vela
uplne ina¢ vyzerajicich. Viete dokézat nejaky lepsi dolny odhad ako 25717)

Horny odhad poctu polyomin

Horny odhad hodnoty ¢ mézeme spravit nasledovne:

Uvazujme nasledovny algoritmus. Zoberiem nekonec¢nt $tvorcovu siet, postavim sa na po-
licko (0,0) a z neho spustim prehladévanie do hibky, ktoré sa pocas behu (s — 1)-krat ,vnori
hlbsie* (teda prejde na nejaké dovtedy nenavstivené policko) a tiez (s — 1)-krat sa vynori spit.
Ked teda tento algoritmus skonéi, mame ofarbené nejaké s-polickové polyomino.

Zjavne pre kazdé konkrétne fixné polyomino existuje aspon s réznych priebehov nasho
algoritmu, ktoré ho nakreslia. (ZvéiéSa je ich dokonca vyrazne viac. Tych zaruenych s, ktoré
méame na mysli, sa lisi volbou zaciato¢ného policka.)

Ak chceme zhora odhadnut poéet polyomin, sta¢i ndm zhora odhadntt pocet réznych prie-
behov vyssie popisaného algoritmu.

V prvom rade sa pozrime na to, kedy sa prehladdvanie vnara hlbsie a kedy sa vynéra.
Ked si zapiseme kroky ,hlbsie* ako lavé zatvorky a kroky, kedy sa z rekurzie vynarame, ako
pravé zatvorky, dostaneme dobre uzatvorkovany vyraz s s — 1 parmi zatvoriek. Pocet dobre
uzatvorkovanych vyrazov udavaja Catalanove cisla: je ich presne (2:__12) /s. No a zjavne plati

velmi volny horny odhad:

25—2
=y < (25—2> < 925-2 _ 4s—1
<(i_.)%

s

No a este musime kazdej lavej zatvorke priradit smer pohybu. Pre prva (uplny zacdiatok
prehladdvania) mame 4 moznosti, pre kazda dal$iu uz len najviac 3 (lebo nejdeme smerom,
z ktorého sme prave prisli). Dokopy teda vieme lavym zatvorkdm priradit pohyby nanajvys
4 - 35—2 gposobmi. (Pravym zatvorkdm pohyby priradzovat netreba, lebo predsa vzdy vieme,
kam sa prave vraciame.)

Dostévame teda nasledovny odhad: Vyssie popisany algoritmus ma nanajvys 45—1.4.35-2 <
12% moznych priebehov. Niektoré tieto priebehy urobia blbosti a pobehaji samé po sebe, takze
nakreslia oblast s menej ako s polickami. Ale urcite je pre kazda savisla s-polickova oblast
medzi priebehmi nasho algoritmu aspon s roznych takych, pri ktorych vznikne td konkrétna
oblast. Preto plati ¥(s) < 12°, a teda ¢ < 12.

(Aj tento nas horny odhad je velmi volny. Vidi§ nejaky sposob, ako ho spresnit?)

Zavery pre nasu Glohu
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Na http://oeis.org/A001168 sa okrem iného mozeme doéitat, ze ¥(21) = 88983512 783.
Ked si vy¢islime 4.6421, dostaneme &islo vySe 1000-krat vicsie. Nedopustime sa teda velkej
nepresnosti, ak povieme, Ze pre s > 21 plati ¥(s) < 4.64°/1000.

Pripometime si, ze sme si dokazali nasledovny horny odhad: Nech g je pravdepodobnost toho,
ze na plane n X n, ofarbenom f farbami, uvidime aspon jednu aspon s-poli¢kovi jednofarebni
oblast. Potom pre ¢ plati ¢ < n2W¥(s)/fs~1.

Po dosadeni horného odhadu pre ¥(s) dostdvame pre s > 21 nasledovny odhad: ¢ <
(n2£/1000) - (4.64/f)°.

Tento odhad je zjavne tplne nani¢ pre f < 4, kedZe na s-ti budeme umocitiovat hodnotu

Uvazujme napr. n = 10000 a f = 8. Co nam o takychto hracich planoch povie nas vzorec?
Vyskusajme si dosadif rézne hodnoty s:

Pre s = 25 dostavame q < 97.46%.
Pre s = 26 dostavame ¢ < 56.53%.
Pre s = 30 dostavame g < 6.40%.
Pre s = 35 dostavame ¢ < 0.42%.
Pre s = 50 dostdvame g < 0.00012%.

Teda slovne: keby sme generovali velmi vela hracich pldnov s tymito n a f, uréite by sme
plany, na ktorych najviicsia oblast dosiahne aspon 35 policok, videli velmi zriedka — ani nie
raz za 200 pokusov. A kedZe nas horny odhad g je zrejme volny, v skutoénosti to bude este
zriedkavejsie. Kedze pravdepodobnost prekrocenia cisla 26 je dokéazatelne nanajvys zhruba
50%, medidn merani uréite tito hodnotu nemdze prekroéit.

Pre porovnanie samozrejme vysledky experimentu: vygenerovali sme si k& = 100 hracich
planov s tymito n a f. Median bol 19, priemer okolo 19.5. Najmensie namerané velkosti oblasti
boli 17 (2x) a 18 (20x), najvécsie boli 24 (1x) a 25 (1x). A to je celkom blizko toho, ¢o nam
zarucoval nas dokaz.

Zdovodnenie hypotéz

V predchadzajicom rieSeni sme dospeli k empirickému pozorovaniu, ze velkost najvicsej
jednofarebnej oblasti je zhruba priamo timernd log n a zhruba nepriamo tmerna log f. Dokéazat
to sice nevieme, ale vieme si to asponi blizsie zdévodnit — teda asponi pre tie f, pre ktoré je nas
horny odhad pouzitelny.

Predpokladajme, Ze nas odhad je aspon radovo tesny — teda ze pre nejaké vhodné konstanty
c a1 plati ¢ ~ (n2f/c) - (1/f)*. Pre jednoduchost budeme namiesto ~ pisaf =.

Polozme g = 1/2. Hladame teraz tie trojice (n, f, s), pre ktoré pravdepodobnost vyskytu s-
poli¢kovej oblasti vychadza na 50%. Inymi slovami, tie trojice (n, f, s), pre ktoré je s medidnom
nameranych vysledkov pre (n, f).

Dostavame teda (f/1)° = n?f(2/c). Vyjadrime z tohto vztahu s: zlogaritmujeme obe strany
a upravime. Dostaneme:

(log f —logv)s = 2logn + log f + log(2/c)
_ 2logn + log f + log(2/c)
- log f — log v

Z posledného vztahu uz je zjavné, ze ked pocitame s ako funkciu n, porastie s priamo
tmerne hodnote logn. A ak sa nan divame ako na funkciu f, moézeme ho lahko upravit do
tvaru s = 1+ u/(log f — log 1) pre nejakti vhodnu konstantu p. A teda s je priblizne nepriamo
tmerné hodnote log f.

A to uz je na dnes naozaj vSetko. Dobru noc!
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opravoval JaNo
8. Obozretny tukan (max. 17 b za popis, 8 b za program)

Hra, ktort Tukan a Holub hrajd, je kombinatorickd. Ak chcete vediet, ¢o to znamena,
pozrite si vzorak 7. tlohy minulej série.

Pozicia v tejto hre je jednoznacne uréena velkostou kopy.

Ked chceme zistit, ktoré z pozicii sit vyhravajice a ktoré prehravajice, pomdze nam vediet,
ze vyhravajice su tie, z ktorych sa vieme nejakym tahom dostat do prehravajucej. Vsetky
ostatné pozicie st prehravajice. Z toho je napriklad jasné, Ze pozicie, z ktorych nevedie fah su
tiez prehravajace.

Ked Uz mame tuto predstavu, pomerne jednoducho napiSeme program, ktory povie, kolka
pozicia je aka. Stac¢i napriklad cyklom prejst cez vsetky pozicie od praznej kopy, az po kopu
velkosti N.

Pre kazd poziciu sa pozrieme na vSetky pozicie, do ktorych vieme tahat. Kedze tahanim
kopu zmensime, tak o vSetkych tychto pozicidch uz vieme, aké su. Ak je aspon jedna z pozicii,
do ktorych sa vieme dostat, prehravajica, ozna¢ime nasu aktuilnu poziciu vyhravajicou, inak
bude prehravajuca.

Takymto sposobom zistime v ¢ase O(K N) kolko pozicii je vyhrévajicich a teda odpoved
na nasu ulohu. Toto riesenie je vSak prilis pomalé.

Vzorak

Vsimnime si, ze ked o; < 20, tak moja pozicia je ovplyviiovana len poslednymi 20 polickami.
Vo vseobecnoti, nech M je maximum z o;. Potom je pozicia ovplyviiovana len M polickami
pred nou. Preto, ak sa nejakd M-tica policok vyskytne viac krat, tak po oboch vyskytnutiach
nasleduja rovnaké pozicie. Napriklad ak M = 3 a po trojici 101 nasleduje 1, tak je jedno, kde sa
t4 trojica nachadza, po kazdom vyskyte 101 bude nasledovat jednotka. Navyse, kedze moznych
M-tic je najviac 2M | tak z Dirichletovho principu vyplyva, ze v prvych 2M 4+ 1 M-ticiach sa
urcite nejaka zopakuje.

Potom teda existuju ésla A a B, 0 < A< Ba A+ B < 2M (V praxi st A a B radovo
mensie nez 2™ nam je to vsak skoro jedno) také, Ze postupnost pozicii vyzera nasledovne.
Za&ina nejakym tsekom dlhym A a za nim sa nekonecne vela krat opakuje usek dlhy B.
Hovorime tomu, Ze postupnost je periodické s periédou B a predperiédou A.

Ak pozname ¢isla A, B a mame vypocitané pozicie do A+ B, tak vieme Tahko povedat kolko
z pozicii 1..N je vyhravajucich a teda riesit tlohu. Nech P[z] je pocet vyhravajucich pozicii od
1 po x.

Potom

P[N|=PlkB+ Z|=Pk(B—Z+ 2Z)+ Z) =k - (P[Z+ B] — P[Z]) + P|Z]

pricom k = (N — Z)/B a Z = (N — A) mod B) + A = Z < A + B, rozmyslite si, preco to
funguje.

No a P[N] je rieSenie nasej tlohy, takze sme uz skoro skondili.

Potrebujme vsSak nejaky rozumny a rychly sposob, ako zistif, kedy sa ndm postupnost
zacyklila — teda kedy sa ndm vyskytne nejaka 20tica druhykrat. Rouzmny a priamociari spésob
je vytvorit si pole intov, kde si pamétame, ktoré M-tice sa uz vyskytli a kde sa vyskytli. Ak
najdeme M-ticu, ktora sa uz vyskytla, tak A bude pozicia tej prvej a B bude rozdiel ich pozicii.

V case O(K2M), si vieme vypocéitat prvych dost pozicii.

Vzorak plusplus

Ked chceme nas program este trocha urychlit, tak mézeme spravit nasledovny trik. M
nasledujucich pozicii zakédujeme ako jedno celé ¢islo. Toto ¢islo bude mat v binarnom zapise
jednotku na i-tej pozicii prave vtedy, ked na i-tom mieste od konca M-tice je vyhravajica
pozicia.
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Nasledujacu M-ticu vypocitam ako ((predosla<<l) & range) | bool((“predosla) & mask).

Operéciou ((predosla<<l) & range) posuniem predoslu poziciu o 1 dolava a zahodi najstarsi
bit. Nasledne sa na najnovsi bit zapise 1 ak je moja pozicia vyhravajaca, inak sa zapise 0.
Ked mask je dalsi bindrny vektor taky, Zze ma jednotku na (o; — 1)-tom mieste, pre ¢ € {1..K}
tak ho viem zANDovat s bitovou negaciou predoslého ¢isla a dostanem 1 iff je moja pozicia
vyhravajica. Neverite? Vyskuasajte si to na papieri.

Tymto sa casova zlozitost zmensi na O(2M). Pamitova zlozitost bude tiez O(2M).

Listing programu:

//Fruit of Light
//FoL CC
//Apple Strawberry

#include<cstdio>

#include<algorithm>

using namespace std;

#define For (i, n) for(int i = 0; i<(n); ++1i
typedef long long 11;

11 N;
int K,mask,range,a, was[1<<20], cnt[1<<20];

int next_v(int state) {
return ((state<<l) & range) | bool((“state) & mask);

}

int main() {
scanf (“%$11d %d"“, &N, &K);

range = (1<<20)-1;

For (i,K)
scanf (“&d"“, &a);
mask |= (1<<(a-1));

}
int state = 0;
int T = 0;
while (++T<=N) {
state = next_v (state);

cnt [T] = cnt[T-1]+state%2;
if (was[state]) break;
was [state] = T;

}
11 P = T - was[state], PP = was|[state];
printf (“%11d\n“, (N-PP)/P* (cnt[T]-cnt[PP]) + (cnt[(N-PP)%P+PP]));
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