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Vzorové riesenia 2. kola letnej cCasti

opravoval Jano
1. Zmaéteny bocian (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Ako prvé by som chcel pochvilit riesitelov za velké mnoZstvo spravnych rieseni. Na druhej strane, mohli by
ste pisat popisy trochu poriadnejsie: ¢im dalej, tym sa viac blizite k hranici, Ze stratite bod za neporiadnost.
Tentokrat som za to body nestrhal — prizmiril som oko, lebo to bola jednotka a nebolo tam potrebné sa nejako
vykecdvat. Bububu, ked sa nezlepsite, tak pojdu body dolu :) Tak, ked ste sa uz nad sebou zamysleli, moézeme
sa pustit do rieSenia.

Najprv si vSimnime, Ze z kazdej atrakcie mame jedint moznost, ako sa pohnif dalej. Toto navddza na
nasledovny postup: Za¢neme v nejakej atrakcii, z nej prejdeme do dalSej, z nej do dalsej a takto skdceme
napriklad dovtedy, kym nés to neprestane bavit.

A ked uz skdceme, urcite pride vhod zapamitat si, kde sme boli. Preto vzdy, ked prejdeme do nejakej
atrakcie, tak si ju oznacime ako navstivenda.

Slovicko do nie je zvyraznené preto, ze sem zabludil zvyrazitovaé syntaxe jazyka Pascal alebo C/C++, ale
preto, ze je naozaj dolezité. Keby sme si znacili z ktorych atrakcii sme $li, tak stratime informaciu o tom, ¢i sa
vieme dostat aj do tej atrakcie, kde sme zacali (a to, Ze sme z nej $li, vieme aj tak, lebo sme v nej zacali).

Druhé zaujimava vec je, ze pri takomto skdkani sa ndm raz stane, Ze sko¢ime do uz navstivenej atrakcie
(nemdzeme navstevovat nové atrakcie donekonecna). Vtedy mozeme spokojne skonéit, lebo uz dalej ni¢ nové
neobjavime.

Riesenie stylu ,precitam zadanie a naprogramujem, ¢o je tam napisané“ by vyzeralo asi tak, ze skasim
zacat v nejakej atrakcii, robim kroky, kym nenavstivim nie¢o druhykrat a overim, ¢i sa viem dostat vSade. Toto
zopakujem pre vSetky mozné Startovné atrakcie. Takéto rieSenie by malo kvadraticki ¢asovil zlozitost a mohlo
dostat najviac 5 bodov za popis.

Kto by sa potom eSte dobre zamyslel, prisiel by na to, Ze sta¢i pustit skdkanie iba raz z lubovolnej atrakcie,
napriklad z jednotky. N4S program odpovie ano prave vtedy, ked po skondeni budi vSetky atrakcie navstivené,
inak odpovie nie.

Teraz skusme dokdzaf, Ze nis program odpovie spravne. Ak sa da dostat z kazdej atrakcie do kazdej, d4 sa
dostat aj z prvej atrakcie do vSetkych, takze vSetky atrakcie okrem jednotky postupne oznacime ako navstivené.
(Lebo oznac¢ime prave tie atrakcie, do ktorych sa vieme dostat z prvej.) NavySe sa d4 z poslednej atrakcie dostat
do jednotky, cez poslednti atrakciu sme presli, takZe sme museli oznacit aj jednotku ako navstivent. Program
teda odpovie ano.

Druh4 moznost je, Ze sa z nejakej atrakcie nedd dostat do nejakej inej. Bud sa nedd do nejakej atrakcie
dostat z jednotky — potom t11 atrakciu nikdy neoznacéime, alebo sa z jednotky da dostat vSade ale neda sa dostat
z nejakej atrakcie do jednotky. V tomto pripade neoznac¢ime ako navstivent jednotku, lebo sa do nej nemozeme
dostat. (Ak sa d4 z jednotky dostat vSade a zo vSadial sa d4 dostat do jednotky, potom sa da zo vSadial dostat
v8ade — cez jednotku.) OJ

Casova zlozitost je O(n), pretoze kazdé policko oznac¢ime ako navstivené najviac raz a na konci prejdeme
pole len raz. Pamitova zlozitost je tiez O(n), pretoZe nadm staci pamétat si trasy vlacikov a navstivené vrcholy.

Listing programu (Pascal)

var n, i, odkial:longint;
kam: array [1..1000047] of longint;
navstivene: array [1..1000047] of boolean;
begin
read(n);
for i:=1 to n do read(kam[i]);
for i:=1 to n do navstivene[i] := false;
odkial := 1;
while (navstivene[kam[odkial]] = false) do begin
navstivene [kam[odkial]] := true;
odkial := kam[odkiall;
end;
for i:=1 to n do if navstivene[i] = false then begin
writeln (’'Nie’);
exit;
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end;

writeln(’'Ano’);
end.

Na zaver poznamename, ze moznych rieSeni bolo viacero, preto uvedieme este jedno. Program odpovie dno
prave vtedy, ked sa d& dostat z atrakcie 1 do atrakcie 1 na viac nez nula pohybov a navySe najkratsia takito
cesta ma prave n krokov. Dokaz spravnosti nechdvame na ¢itatelov :)

Listing programu (C++)

#include<cstdio>
int N, dalsi[1000047], pocet, x;
int main () {
scanf (”%d”, &N) ;
for(int i = 0; i<N; ++1i) scanf (”%d”,dalsi+i+1);
pocet = x = 1;
while (pocet<N+47 && dalsi[x]!=1){
pocet++;
x = dalsi[x];

}
if (pocet == N) printf (”Ano\n”);
else printf (”Nie\n”);

opravovala Maru
2. Zufalstvo z postupnosti (max. 5 b za popis, 5 b za program)

S aritmetickou postupnostou nebol problém, stacilo kontrolovat rozdiely medzi kazdymi dvoma nasledujtacimi
¢islami.

ZaujimavejSia cast tlohy bola geometrickd postupnost. Ponaucenie, ktoré vyplyva z tejto tlohy, spociva
v troch jednoduchych zasadach:

1. Ak sa d4, chceme sa vyhnit praci s desatinnymi é&islami.

Ovela lepsie je pracovat s celymi. Pri redlnych ¢&islach v poéitaci dochadza totiz k zaokrithlovacim chybam,
ktoré vedi k nepresnostiam a tie zas k zljm odpovediam. Ano, je pravda, Ze to, & je postupnost geometricka,
sa da zistovat pomocou kvocientu, ktory ziskame z podielu prvych dvoch ¢lenov (podobne ako pri aritmetickej
postupnosti). LenZe toto modze byt nepresné. Kto ma chut, nech sa napriklad pohrd s velkymi Fibonacciho
¢islami. Pre ne plati, Ze podiely dvoch po sebe idicich ¢isel konverguja k zlatému rezu. To znamen4, Ze pre dost
velké ¢isla si bude pocita¢ mysliet, Ze kvocient je stdle rovnaky, no nie je tomu celkom tak.

Co s tym teda spravime?

Upravime zlomky :) Nech a, b, ¢ st tri po sebe idtice ¢isla geometrickej postupnosti. Plati teda, ze g = 7.
Jednoduchou tpravou si tito rovnost vieme prepisat na b?> = ac. Uz vidite, ako krasne sme sa zbavili delenia?
Na testovanie geometrickej postupnosti sme teda testovali za sebou iduce trojice ¢isel. Pozor na to, ze ak mame
¢isla, ktoré sa zmestia do 32-bitovych integerov, ich siéin sa uz nemusi.

Dostédvame sa k druhej programatorskej zasade: 2. Nezabudntif na okrajové pripady.

Podme sa zamyslief nad geometrickymi postupnostami, ktoré majt niekde v sebe nulu. Speciélne, kto riesil
tlohu pomocou delenia, bolo si treba dat pozor na delenie nulou. Pri postupe s nasobenim celych ¢isel zas treba
dat pozor na postupnost typu: 0,0, 8. Ak dosadime do naSej rovnosti, t4 bude platif, no vidime, Ze postupnost
geometricka nie je. Toto oSetrime jednoduchou podmienkou: po nule nesmie nasledovat nenulové ¢islo.

Teraz je postup uz velmi lahky. Jednoducho prechddzame postupnostou a testujeme aritmetickost aj geomet-
rickost. Casova zlozitost je od velkosti vstupu zavisla linedrne, pretoze ho potrebujeme cely prejst, teda zapiseme
O(n). V nasom rieseni je paméitova zloZitost takisto linedrna, pretoze si postupnost pamétame v poli, ¢ize O(n).
Keby sme chceli, vystacili by sme si s kon$tantnou pamétou, pretoZze nam staci pamétat si iba ti éast postup-
nosti, ktord prave kontrolujeme. Konstantnd pamit by sa formalne zapisala ako O(1).

Na zaver si dovolim eSte poslednii z dnes$nej série zdsad: 3. Ak sme nahodou v situacii, Ze si bez
desatinnych éisel neporadime, v C++ pouZivame typ double, ktory je presnejsi ako float.

Co by k tomu dodal Misof? Double je este ako-tak tolerovatelny, ak si &isla malé, ale float nikdy! To je ako
Comic Sans v novinéch. :)

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <climits>
#include <cstdio>
#include <cstdlib>
using namespace std;

int main () {
int n;
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cin >>n;

long long al[n];

for (int 1 = 0; 1 < n; i++) {
cin >> af[il;

}

bool ar = true;

long long k = a[0]-all];
for (int 1 = 1; i < n-1; i++) {
if (a[i] - a[i+1l] !'= k) |
ar = false;
break;
}
}
if (ar) printf (”ano\n”);
else printf (”nie\n”);
bool geom = true;
if (a[0] == 0 && a[l] != 0) geom = false;
if (n > 2) {
for (int i = 0; i < n-2; i++) {
if (af[i+l] == 0 && a[i+2] != 0) geom = false;
if (af[il*xal[i+2] !'= al[i+ll*xal[i+1]) {
geom = false;
break;
}
}
}
if (geom) printf (”ano\n”);
else printf (”nie\n”);
return 0;
}
opravoval Zaba
3. Zabavna hra (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Vzdy, ked riesite nejaka tlohu, je dobré si to najskor zacat pekne kreslit, ruéne simulovat a snaZzit sa zistit,
aké vlastnosti to zadanie méa. Netreba tto ¢ast podcenit, dasto totiz rozhoduje o tom, ¢i preniknete do podstaty
tlohy a nenechéate sa nachytaf na tom, ze ak nieco plati na sampli, tak to plati aj vSeobecne.

A ked sa pozrieme na tato tlohu, tak si pomyslime, ze simulovat to by nemusel byt taky zly ndpad. Zoberiete
si teda dvojrozmerné pole (alebo set, alebo ¢okolvek, v ¢om si budete pamétat, ktoré farby uz malo dané diefa
v ruke) a zanete odmotéavat klbka. Postupne prechddzate cez postupnosti hadzania klbiek. Mate premennt i,
v ktorej si udrziavate, ktoré klbko v poradi spracovavate. Vzdy, ked bolo toto klbko hodené dietatu x, pozriete
sa na vSetky farby, ktoré zatial diefa x drzalo. Ak sa tam uz nachédza klbko ¢, ni¢ sa nezmenf; inak si poznac¢ime,
ze dieta x drzalo o farbu viac a Ze to bola farba 1.

Takto by sme dostali rieSenie, ktoré by bolo spravne a mozno nie az tak pomalé. Vzdy sa vSak treba zamysliet,
¢i nerobime nieco zbytoc¢ne. Zjavne sa musime pozriet na vSetky hadzania, aby sme presne vedeli, kolko klbiek
jednotlivé deti drzali. Vylepsovat teda moZeme len cast, kde kontrolujeme, ¢i diefa x drzalo farbu 7. A tu si
moZzeme uvedomit, Ze sa ndm staci pozriet na poslednt farbu, ktort dieta z drzalo v ruke. Vsetky farby, ktoré
drzalo pred poslednou, sa totiz urcite celé minuli, lebo ich spracovavame postupne. Ak diefa uz malo v ruke
farbu 4, tak Ziadna ind farba nemoZe byt posledna (lebo prave spracovavame klbko 7). Naopak, ak diefa eSte
nemalo farbu i v ruke, potom naposledy drzalo nejaku int farbu y (y < i), a teda to chceme upravit.

Cely algoritmus bude prebiehat tak, Ze si budeme upravovat dve polia. V prvom bude poéet réznych farieb,
ktoré uz dieta = drzalo (to bude zaznadené na z-tej pozicii), a v druhom si budeme pamitat farbu, ktord toto
dieta drzalo v ruke ako poslednti. Potom ndm bude stacit prejst postupnost hadzani klbiek a upravovat tieto
dve polia. Ak zistime, Ze diefa x ako posledné drzalo klbko 7, ni¢ sa nezmeni; inak zvySime hodnotu v prvom
poli 0 1 a hodnotu v druhom nastavime na 7. Na konci len prezrieme celé prvé pole a najdeme dieta, ktoré
drzalo najviac klbiek.

Ak si oznaéime celkovy pocet hddzani klbiek ako p, tak vysledna ¢asova zlozitost bude O(p+n) a pamétova
bude O(n), lebo mame dve polia s n prvkami.

Listing programu (Pascal)

var n,m,i,x,id:longint;
t :boolean;
Posledny,Pocet: array([1l..1000047] of longint;

begin
read(n,m);
for i:=1 to n do begin Posledny([i]:=0; Pocet[i]:=0; end;
for i:=1 to m do
begin
t:=true;
while t=true do
begin
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read (x) ;
if x=0 then t:=false;
if (t=true) and (Posledny[x]<>i) then begin Posledny[x]:=1i; inc(Pocet([x]); end;
end;
end;
id:=1;
for i:=1 to n do
if (Pocet[id]<Pocet[i]) then id:=i;
writeln (id);
end.

opravoval Luxusko
4. Zamotané mosty (max. 10 b za popis, 5 b za program)

Najprv si uvedieme pojmy a pozorovania. Pre ostrov O je nasledovnikom ostrov, do ktorého vedie most
z O, a predchodcom zase ostrov, z ktorého vedie most do O. Kazdy ostrov ma prave jedného nasledovnika,
ale moze mat Iubovolny pocet predchodcov. Mosty moézeme nazyvat hranami a ostrovy vrcholmi, éim si mapu
Jazerbajdzanu premenime na orientovany graf. Na prechddzke z lubovolného ostrova sa zrejme ¢asom zacyklime —
z pociato¢ného vrcholu nemézeme prichddzat stdle do novych vrcholov, lebo méme obmedzeny pocet ostrovov.
Z kazdého vrcholu sa teda dé dostat do cyklu, alebo ten vrchol priamo lezi v nejakom cykle.

K efektivnemu rieseniu vedie napriklad prehlad4vanie z kazdého vrcholu. Budeme rozoznévat tri typy vrcho-
lov — nenavstiveny, prave prehladdvany (eSte o fiom nevieme, ¢i leZ{ v cykle) a uz spracovany. Z pociatoéného
vrcholu pdjdeme v dalSom kroku vzdy do nasledovnika. Po prichode do nenavstiveného vrcholu si ho oznadime
ako prave prehladavany. Casom prideme do vrcholu, ktory bol navstiveny. Ak je uz spracovany, tak to znamena,
ze ziadny z naSich prave prehladédvanych vrcholov nelezi v cykle (lebo by sme sa do nich dostali uz v tom
prehladdvani, v ktorom sme navstivili tento vrchol prvykrat). Ak sme prisli do préve prehladdvaného vrcholu,
nasli sme cyklus — mdZeme po 1om prejst este raz a spocitat vrcholy v fiom. V oboch pripadoch sme na konci
prehladdvania a vSetky vrcholy, do ktorych sme prisli, mézeme oznadit za uz spracované. Nové prehladévanie
za¢iname, samozrejme, len z nenavstivenych vrcholov.

Tato myslienku pouzivala vicSina rieseni. Niektoré veci sa daju pri implementécii tohoto rieSenia zmenit tak,
aby nam nieco zjednodusili — mozeme ¢islovat jednotlivé prehladédvania (nemusime potom dodatoéne oznacovat
prehladané vrcholy ako uz spracované) alebo v jednotlivych prehladdvaniach ¢islovat vrcholy v poradi, v akom
ich navtevujeme (vieme potom rychlo zistit dizku cyklu, ak nejaky najdeme).

Listing programu (Pascal)

const
MAXN = 1000000;

var
n, i, j, r: longint;
A, V: array [1..MAXN] of longint;

BEGIN
ReadLn (n) ;
for i := 1 to n do
Read (A[1]);
for i := 1 to n do
VI[i] : 0; { 0 = nenavstiveny vrchol }
for i := 1 to n do
if V([i] = 0 then begin
J =15
while V[j] = 0 do begin
V(3] :=1; ( 1 = prdve prehladdvany vrchol }
j = A[Jl;
end;
while V[j] = 1 do begin
V[jl = 2; { 2 = vrchol na cykle }
j = A[3];
end;
Jj o= i
while V[j] = 1 do begin
VI[ijl = 3; {3 = vrchol mimo cyklu }
j = A[J1;
end;
end;
r := 0;
for i := 1 to n do
if V[i] = 2 then
Inc(r);
Writeln(r);
END.

Iny pristup je vyhadzovat postupne vrcholy, do ktorych nevedie Ziadna hrana, lebo tieto urdite nelezia
v ziadnom cykle. Pri nacéitani grafu si spoc¢itame, kolko hran vedie do kazdého vrcholu. Tie vrcholy, do ktorych
vedie nula hran, si pripravime na vyhodenie. Pri vyhadzovani vrcholu zmazeme hranu z neho, takze znizime
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pocet hran do jeho nasledovnika. Ak uz m4 aj nasledovnik nula prichadzajtacich hrén, priddme ho medzi vrcholy
na vyhodenie. Postupne vyhodime vSetky vrcholy, do ktorych uz ni¢ nevedie. Na konci ndm ostane niekolko
cyklov — spocitame, kolko ndm ostalo vrcholov, a vypiseme vysledok.

Preco ndm na konci ostant len cykly? Zamyslime sa, Ze cyklus takymto sposobom nemozeme narusit, lebo
vrchol leziaci v cykle nikdy nebude mat nula hrdn smerujtcich doii. Vsetky ostatné vrcholy moéZeme rozdelit
na cesty vedice do cyklov, ktoré postupne od koncovych vrcholov povyhadzujeme. Toto rieSenie najdete aj
implementované nizsie.

Listing programu (Pascal)

var n, i, t, vyhodenych:longint;
kam, vstupnych_hran, vyhodit: array[1l..1000047] of longint;

procedure pridaj(v : longint);
begin
if vstupnych_hran[v] = 0 then begin
inc (vyhodenych) ;
vyhodit [vyhodenych] := v
end;
end;

begin
read (n) ;
for i 1 to n do vstupnych_hran[i] := 0;
for i := 1 to n do begin
read (t);
kam([i] := t;
inc (vstupnych_hran(t])
end;
vyhodenych := 0;
for i := 1 to n do pridaj(i);
i:=1;
while i <= vyhodenych do begin
t := kam[vyhodit[i]];
dec (vstupnych_hran[t]);
pridaj(t);
inc (1)
end;
writeln (n-vyhodenych) ;
end.

Casové aj pamitova zlozitost uvedenych pristupov je linedrna.! Riesenia s kvadratickou ¢asovou zlozitostou
mohli ziskat najviac 7 bodov. Pomalsie rieSenia neboli. Za nedostatoény popis samotného algoritmu boli body
dole — robime tu sice len jednoduché prehlad4vanie, ale v fiom nieco poc¢itame a to, akym spdosobom to pocitame,
je délezité a rozhodujtice o funkénosti. Za nespravne ¢i chybajice odhady boli taktiez body dole. Nefunkéné
rieSenia ziskavali do 4 bodov, funkéné ziskalo vzdy aspon 5.

opravoval Usamec
5. Odpornosti (max. 17 b za popis, 8 b za program)

Poduiloha a)

V prvom rade potrebujeme jednotlivé tilohy utriedif. Vac¢Sina slusnych jazykov na to mé nejakt knizni¢ni
funkciu. Ti, ¢o to vo svojom oblibenom jazyku nemaji, musia implementovat nejaké vlastné triedenie. Dobré
rychle triedenia st napriklad heap sort a merge sort (v pripade neznalosti tychto pojmov ich odportéam zadat
do Googlu). Takéto triedenie ndm usporiada prvky v ¢ase O(nlogn).

Teraz uz mozeme pridelovat pracu. Trividlne rieSenie prezerd pre kazdu tlohu vSetkych tradnikov a vybera
toho, ¢o m4 najmenej prace. Toto funguje v zlozitosti O(nk).

Pre rychlejsie rieSenie treba pouZit trochu Sikovnej$iu datova struktiru. Na hladanie minima z viacerych
prvkov sa javi ako idedlna halda (angl. heap, opéitf odportcam hladat v starSich vzordkoch alebo na Googli).
Tato datovéa struktira podporuje vkladanie prvku v O(logn) a vyberanie minima v O(logn), kde n je pocet
prvkov v halde. (Niektoré implementécie podporuji navyse aj tpravu prvkov, ale to ndm nebude treba.)

Na zadiatku teda nahadzeme vSetkych tradnikov do haldy. Kazdy uradnik bude usporiadana dvojica (¢,1),
kde t je doterajsi ¢as prace tradnika a i je jeho ¢islo. Uradnikov budeme porovnavat najprv podla prvej zlozky,
potom podla druhe;j.

Teraz pre kazdi tlohu postupne: Néjdeme najmenej vytazeného tradnika, vyberieme ho z haldy, upravime
jeho vytazenie, vlozime ho znovu do haldy. Cely tento krok zaberie ¢as O(log k).

Na konci len vyprazdnime haldu a najdeme tiradnika s najdlh§im pracovnym c¢asom.

1V prvom riefeni pri prehladavani navstivime (a preznacime) kazdy vrchol iba dvakrat. V druhom rieeni kazdy vrchol a hranu
odstranime najviac raz.
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¢as behu je O(nlogn). Pamitové néroky sa O(n).
Pozndmka: KedZe nam vlastne je jedno, ktory dradnik dostéva prislusni robotu, tak si v implementacii
pamétdme len ¢as prace tradnikov (nie ich ¢isla).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <queue>
#include <algorithm>

using namespace std;
typedef long long 11;

int main() {
int n, k; scanf (”%d.-%d”, &n, &k);
vector<ll> dat (n);
for (int i = 0; i < n; i++)
scanf (”%d”, &datf[i]);
sort (dat.begin(), dat.end());
priority_queue<ll, vector<ll>, greater<ll> > halda;
for (int i = 0; i < k; i++)
halda.push(0);

for (int i = n-1; i >= 0; i--) {
11 x = halda.top(); halda.pop();
halda.push(x + dat[i]);

}

11 mm = O;

while (!halda.empty()) {
mm = halda.top(); halda.pop();

}

printf (”$Ld\n”, mm);

Podaloha b)

Moézeme napriklad nechat medzi dvoch tradnikov rozdelovat prace 3,3,2,2,2. Optimélne je jednému trad-
nikovi dat 3,3 a druhému 2,2,2. N4S algoritmus ale d4 jednému 3,2,2 a druhému 3,2. Najdlhsi ¢as prace je
v optimélnom pripade 6, no v pripade nasho algoritmu 7.

Podiloha c)

Vsimnime si, ze pri danej podmienke dostane v optimalnom rieseni kazdy tradnik maximalne dve tlohy.
Ak by dostal tri, tak jeho ¢as prace bude viési ako t*, ¢o je spor. Na§ algoritmus potom robi (v najhorSom
pripade, ked je loh presne 2k) nasledovnt vec: Sparuje najdlhsiu tlohu s najkratSou, druht najdlhsiu s druhou
najkratsou, ... Toto je intuitivne najlepSie mozné riesenie. Poctivo sa to d4 dokdzat nasledovne:

Majme nejaké optimdlne priradenie R, a naSe priradenie R. UkaZeme, Ze vieme R, prerobif na R a pritom
najdlhsie pracujtci tradnik bude pracovat rovnako dlho. Bez ujmy na vSeobecnosti, nech n = 2k. Ak to tak nie
je, doplnime si niekolko tloh, ktoré trvaju 0 (toto sice odporuje podmienke, Ze st dlhsie ako tretina optimalneho
Casu, ale my chceme len dokazaf, ze priradenie najdlhsia s najkratSou, atd., je najlepsie).

Mame nasSe utriedené tlohy. Oznac¢me ich ako a3 > as > -+ > a,. Ak v R, nejaky tradnik dostal dve tlohy
z hornej polovice, teda dve lohy a;, a;j, kde i < j < n/2, tak potom nejaky iny uradnik dostal dve tlohy z dolnej
polovice — a, a;, kde n/2 < k < . Uréite a; +a; > ar+a;. A uréite aj a;+a; < a;+a; aa;j+ap < a;+a;. Teda
zdmenou a; a a; sme naSe rieSenie uréite nepokazili. Takymito zdmenami vieme rieSenie R, dostaf do takého
stavu, Ze kazdy tradnik ma préave jednu tlohu z ay,as, ..., ay, 2.

Dalej vieme tradnikov preusporiadat tak, Ze prvy dostane ay, druhy as, atd.

Este stale sa moZe rieSenie R, 1iSif od nasho riesenia R. NaSe riesenie R k tlohe a; prid4 tlohu a,,, k tlohe
as ulohu a,,_1, atd.

Zoberme si prvé miesto, kde sa R, a R lisia. Teda najmensie ¢, kde k a; nie je pridelena a,,_;11, ale nejaka
ar. Néjdime si miesto, kde je pridelend a,_;11, bude to a;. Urcite plati j > ¢ (lebo po i sa R, zhoduje s R).
Z podobnych dévodov k < an—it1. Teraz plati: a; +ar > a; + an—itr1. A aj a; + ar > a;j + ag. Opét sme dosiahli
iné riesenie, v ktorom sme ni¢ nezhorsili, a je blizsie k R. A takto postupne upravime R, na tvar R a najdlhsi
Cas prace uradnika zostane zachovany.

Podiloha d)

Pozrime sa na tradnika, u ktorého sa pracuje najdlhsie. A pozrime sa na jeho poslednt pridelent ulohu. Mézu
nastat dva pripady. Ak je tato dloha dlhsia ako t*/3, tak tvrdime, Ze nd$ algoritmus déva optimdlne rieSenie.
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Stav po pridani tejto tlohy je uréite optimalny (vyplyva to z ¢asti ¢). A tlohy, ktoré pridd nés algoritmus neskor,
uz naSe rieSenie nepokazia (lebo ostatni Gradnici pracuji kratsie).

Ak je této tloha mensia alebo rovnd t*/3, tak sa pozrime, kolko prace mal tradnik pred pridelenim tejto
tlohy (oznacme to ako p). Tvrdime, ze p < (Y_.", a;)/k < t*. Prvéa nerovnost plynie z toho, Ze n4$ tradnik m4
pred priradenim tulohy najmenej prace a nemoze sa stat, Ze vSetci buda pracovat viac ako priemerne. Druh4
nerovnost plynie z toho, Ze priemerné rozdelenie préace je urcite optimdlne. Ale potom, ked dostane nas tradnik
svoju posledni dlohu, tak to bude urcite menej ako 4t* /3.

opravoval Bc. Bob
6. Obdareny nespratnik (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Napriek tomu, Ze rieSenie tejto tlohy vyZaduje rozobrat vela Specialnych pripadov, vase programy si s nimi
(zvii¢sa) poradili. MoZno sme nemali v zadani zverejnif tolko vzorovych vystupov, mohlo by to dopadnuit zau-
jimavejsie ;-)

Co sa vlastne deje so zloZzenymi ¢islami, ked po nich Georg trieska svojim kladivkom? Stiepia sa. Vezmime
si rozklad ¢isla n > 1 na prvoéisla: n = p{* - p5? - --p%m. Po jeho rozbiti vzniknua ¢&isla z = pfl -pgz < pBm
ay=p"-py?---p)m, pricom bude platit a; = f; +~; pre vietky 1 < i < m. Niektoré z hodnot 31, ..., 3, modzu
byt rovné 0, ale uréite nie vSetky — vtedy by sa totiz = rovnalo 1, ¢o nie je mozné (podobne aj pre hodnoty
Y- ,")/m)

Ekvivalentne: predstavme si, ze kazdé prirodzené éislo viiGsie ako 1 je kopka gulocok — prvocisel z jeho
rozkladu. Niektoré gulo¢ky majia rovnakua farbu, lebo prisliichaju rovnakému prvoéislu. Rozbit éislo kladivkom
teda znamend rozdelit kopku na dve mensie neprdzdne kopky. Jasne vidime, Ze prvoéisla (kopky obsahujice
jedind gulocku) st nerozbitné.

Podme teraz robit Georgovi napriek a snazme sa rozdelovat ¢islo n tak, aby sme sa vyhli éislu k. Ak k
obsahuje z niektorého prvodisla viac kusov ako n, vobec sa nemusime naméahat: akokolvek budeme delit kopky,
nové gulocky nam nepribudni. Dalej sa preto zaujimame len o opaény pripad, t.j. ked k | n.

Ak k = n, prehrali sme. Co uz, snad budeme mat v ostatnych pripadoch (k < n) viésie sance.

Ked budu v kopke ¢isla k aspoii dve rozne prvoéisla (ozna¢me ich p a ¢), mozeme hned pri prvom rozdeleni n
vytvorit &isla x a y také, ze p1 x a ¢ f y (napriklad = ¢%, y = n/q%, kde « je exponent prvoéisla ¢ v rozklade n).
KedZe po takom kroku budi vSetky vyskyty prvocisla p oddelené od vSetkych vyskytov prvodisla ¢, v Ziadnom
pripade uz k nevznikne.

Zostéva nam poriesit pripad, ked je k delitelné jedinym prvoéislom (teda k = p®). Ak a = 1, potom je k
prvoéislom a my mame smolu. PretoZe p | n, pri akomkolvek rozbiti n vznikne aspoii jedna kopka, ktord bude
p obsahovat. Ani dal§im delenim sa nam nepodari zbavit sa p. KedZe velkosti kopok sa postupne zmensuju,
nakoniec ndm nutne zostane p (= k) osamostatnené.

Este sa pozrime na pripad k = p® pre o > 2. Zapisme ¢slo n v tvare p® - m, kde p { m; zrejme plati o < f3.
Pri troche $tastia sa m nebude rovnat 1, potom moézeme z n postupne odoberat po jednom kuse p. Dostaneme
tak ¢isla p®~1 - m, p#=2.m, ..., m, ktoré st rozne od k (vidy tam zavadzia m). Dalej uz mézeme m rozbijat
Tubovolne.

Fajn, zostdva len moznost k = p®, n = p” pre 8 > o > 2. Ak sa vSak a rovna 2, nijako nezabranime vzniku
k; hodnota p? sa totiz pri rozbijani ned4 preskoéif. Kto tomu neveri, nech si to indukciou dokéze. A kto je
navy$e lenivy, nech si len skisi rozbit n na 3 prvodisel p a potom sa pozriet na éislo, ktoré rozbijal v poslednom
kroku.

Naozaj posledny pripad: k = p®, n = p®, 8 > a > 3. Mame vyhraté: staéi postupne odoberat z n po jednom
kuse p, az kym nedostaneme p®+!. Toto rozbijeme nejak inak, napriklad na p? a p®~!. KedZe o > 3, podarilo
sa nam pokazit Georgovi radost a vyhnut sa ¢islu k.

Hur4, koniec rozoberaniu pripadov! Podme si zhrntit podmienky, ktoré musi nasSe rieSenie overit: Aby bola
odpoved ano (Georgovi sa vzdy podari ziskat k), musi platit k | n a aspoii jedna z moznosti:

o k=mn,

e k je prvocislo,

o k=p? n=7p"apje prvodislo.

Overit, & je k prvodislo, vieme v ¢ase O(VE) tak, ze ho postupne vysktsame vydelif vietkymi celymi éislami

od 2 do |VE|. Kazdé zlozené ¢islo ma totiz delitela (rozneho od 1), ktory je mensi alebo rovny druhej odmocnine

.....

sana k/d.)
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Overit, ¢ je ¢islo n nejakou mocninou prvocisla p, vieme v ¢ase O(logn) napriklad tak, Ze budeme postupne
delit n prvocislom p dovtedy, kym to pojde bezo zvysku. Ak ndm nakoniec zostane 1, bola to mocnina.

Vzorové riesenie ma teda v najhorsom pripade ¢asovi zlozitost O(vEk + logn). Pamiifova zlozitost je kon-
Stantna.

S trochou snahy by sme mohli naSe rieSenie urychlit. Na testovanie prvociselnosti totiz existuju algoritmy
s polylogaritmickou ¢asovou zloZitostou (vzhladom na k), napriklad pravdepodobnostny Miller-Rabinov test.?
Potom by sme sa vSak mali prestat tvarif, Ze aritmetické operacie s nasimi celoéiselnymi premennymi trvaja
len konsStantny cas.

Testovanie, ¢i je n mocninou p, robime tiez zbyto¢ne pomaly. Hodnota exponentu 3 sa da totiz binarne
vyhladat: najprv by sme postupne generovali &isla p', p?, p?, ..., p> , kym by sme neprekroéili n. Hodnotu 3 by
sme potom bindrne dohladali v ziskanom intervale moznych hodnot. Kedze S je rddu O(logn), ¢asova zloZitost
by sa zlepsila na O(loglogn).

Tieto vylepSenia vSak neboli nutné na ziskanie plného poc¢tu bodov.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
using namespace std;

bool solve(long long n, long long k) {

if (n == k)
return true;
if (n % k !=0)
return false;
long long i;
for (1 = 2; i * i < k; ++1i
if (k $ 1 == 0)
return false;
if (i % 1 == k) {
while (n $ 1 == 0)
n /= 1i;
return n == 1;

}
return true;

}

int main() {
long long n, k;
cin >> n >> k;
if (solve(n, k))
cout << "ano” << endl;
else
cout << "nie” << endl;

opravoval Zaba
7. Opicka, banany a ADHD (max. 13 b za popis, 7 b za program)

Riesenia tejto tilohy sa delili do troch kategdrii: rieSenia v O(n?), rieSenia v O(n) a Jarovo rieSenie. Vietkym
gratulujem (aj ked Jaro je farmér), lebo zvladli napisat dobry popis a zaroven ispe$ne naimplementovat svoje
rieSenie. A ako vidite, obcas je fajn odoslat aj pomalsi program, ktory vSak stoji ovela menej namahy, lebo sa
zan dalo dostat az 11 bodov.

A teraz vzoradk. Zjavne nemdzeme prechidzaf vSetky podpostupnosti, lebo ich je rddovo n?. Podme teda
skusit nieco zlepsif. Prvé pomocné pozorovanie je, Zze nemusime rieSif minimum a maximum podpostupnosti
naraz, st od seba nezavislé a stac¢i vyratat sicet maxim, siéet minim a na konci odé&itat.

Zamerajme sa teraz na ratanie maxim a ako uvidime, minim4 sa budu dat ratat tak isto. Zamyslime sa nad
tym, kolkokrat sa dany prvok na pozicii s hodnotou p(z) vyskytne ako maximum. Najskor si v§imnime, Ze
ak na tseku i < x < j je prvok x maximum, tak aj pre tsek i; az ji, kde i < i1 < x < j; < 7, je prvok x
maximum. Potrebujeme néjst teda najdlhsi tsek, na ktorom je p(x) najvicsie. Potom vSetky jeho poduseky
obsahujice x budt mat za maximum p(x). Ak je ten najviicsi asek od ¢ po j, tak p(x) priddme do stétu maxim
(x—i+1)-(j —x+ 1)-krat — ludsky povedané, vyberieme prvok nalavo od z, napravo od z, a pre tento tsek
bude p(z) maximum.

Kde sa nachadza tento najdlhsi tisek 4, 77 Nech 7 je najmensi taky index nalavo od z, Ze medzi ¢ a z nie je
viési prvok ako p(z). Potom na mieste i — 1 je prvykrat prvok vicsi ako p(z) alebo i = 0 (indexujem od 0),

.....

.....

kazdy prvok zistit pocet podusekov, v ktorych je ten prvok maximum.

?http://en.wikipedia.org/wiki/Miller-Rabin_primality_test
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Pozrime sa teraz ako ¢o najrychlejsie pre kazdy prvok ndjst prvy prvok nalavo od neho, ktory je vicsi ako
on. Zoberieme si jednoduchy zasobnik a budeme prvky prechddzat v poradi zlava doprava. Na zaciatok si do
zasobnika dame dvojicu —1 a oo, ¢o znaci, ze na pozicii —1 je akoze nekonecno. Vezmime si nasledujtci prvok
s hodnotou p(a) a pozrime sa na vrch zasobnika. Difame, Ze bude obsahovat informéciu o tom, kde je prvy
vicsi prvok nalavo. Nech je na vrchu zdsobnika prvok s hodnotou p(b). Ak p(b) < p(a), mdzeme si dovolit
prvok b vyhodif zo zasobnika, lebo uz nikdy nebude hranicou pre iny prvok. Pre prvky ¢ > a a p(c) < p(b) to
bude najviac prvok a, lebo b < a. A pre prvky viicsie ako p(b) to nemdze byt prvy vacsi prvok. Takto postupne
vyhadzujeme veci zo zdsobnika, az kym nenarazime na prvok vicsi ako p(a). Index tohoto prvku je index prvého
vécsieho prvku nalavo od a. Nésledne hodnotu a a p(a) vlozime do zasobnika.

Je snad jasné, ze rovnaky pristup vieme pouzit aj na zistenie prvého viésieho prvku napravo (staéi prechddzat
postupnost v opacnom smere) a minimé zistime obratenim znakov nerovnosti. ESte je treba poznamenat, Ze
ndm trochu robia problém rovnaké prvky, ale to oSetrime tak, Ze napravo budeme hladat prvky vii¢sie/mensie
alebo rovné a nalavo prvky ostro vii¢sie/mensie. Pomocou tohto uZ vieme pre kazdy prvok povedat kolkokrat
bude maximom a minimom a tieto hodnoty len sc¢itame.

Cela Casova zlozitost bude nasledovna. Zistenie hranic ndm trva O(n), lebo kazdy prvok raz do zasobnika
vlozime a raz vyberieme. Takisto poratat vysledok je len jeden prechod predspracovanym polom, teda dokopy
to bude stéle O(n). No a pamitat si potrebujeme dant postupnost, zdsobnik a vypocitané hranice, teda O(n).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <stack>
using namespace std;

typedef long long 11;

int main ()
{
int n;
scanf (”%d.”, &n) ;
vector<ll> A; A.resize(n);
for (int i=0; i<n; 1i++) scanf (”$11d.”,&(A[1i]));
vector<pair<ll,1l1> > Ml; Ml.resize(n);
vector<pair<ll,1l1l> > M2; M2.resize(n);
stack<pair<ll, 11> > Maxi;
stack<pair<ll, 11> > Mini;
Maxi.push (make_pair (1000047,-1));
for (int i=0; i<n; i++)
{
while (Maxi.top().first<=A[i]) Maxi.pop();
M1[i].first=Maxi.top() .second;
Maxi.push (make_pair (A[i],1));

}

while (!Maxi.empty()) Maxi.pop();

Maxi.push (make_pair (1000047,n));

for (int i=n-1; i>=0; i--)

{
while (Maxi.top () .first<A[i]) Maxi.pop();
M1[i].second=Maxi.top () .second;
Maxi.push (make_pair (A[i],1));

}

Mini.push (make_pair(-1,-1));

for (int i=0; i<n; 1i++)

{
while (Mini.top().first>=A[1i]) Mini.pop();
M2[i].first=Mini.top () .second;
Mini.push (make_pair (A[i],1i));

}

while (!Mini.empty()) Mini.pop();

Mini.push (make_pair(-1,n));

for (int i=n-1; i>=0; i--)

{
while (Mini.top () .first>A[i]) Mini.pop();
M2[1i].second=Mini.top () .second;
Mini.push (make_pair (A[i],1));

}

11 vys=011;

for (int i=0; i<n; i++)

{
vys+=(11)A[1i]*(11) (i-M1[i].first)*(11l) (M1[i].second-1i);
vys—=(1l1)A[1i]*(11) (i-M2[i].first)*(11l) (M2[i].second-1i);

}

printf (”%$11d\n”,vys);

return 0;

}

opravoval MisoF
8. Oblej to! max. 2 b za popis, 20 b za program
|

Ako pristupovat k takymto llohdm? V prvom rade netreba podcenit fazu spoznavaciu: nainstalujem hru na
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mobil, pripadne ndjdem nejaky applet, a klikdm az kym ma prsty nebolia :). Okrem toho, Ze je to lepSia zabava
ako uéif sa na maturity, to aj skutoéne poméha — zistite, ¢o zhruba funguje a ¢o nie. Zase som prehral hru, lebo
mi v niektorom rohu ostala guca, ktort som uz nestihol ,rozpustit“? Asi neuskodi dat si na to nabudtce pozor.

No a ked uz my hru hrat ako-tak vieme (ja mam tspeSnost niekde okolo 70%, zvic¢Sa som lenivy prilis
mysliet), mozeme ju skisit naucit hrat aj pocitac.

Zadiatok je u vSetkych dobrych rieseni rovnaky — treba si v programe vediet reprezentovat rozne stavy
hracieho planu a napisat si funkciu, ktord pomocou prehladdvania zrealizuje fah. Tato funkcia dostane na
vstupe stary plan a zvolent farbu, na vystupe vrati novy plan. (V programe na reprezenticiu stavu pouzivame
pomerne nov ficariu C++: array, teda pole pevnej velkosti. V principe si hraci plan rozmerov 22 x 22 pamétame
ako dvojrozmerné pole rozmerov 24 x 24, ktoré mé navyse okraj tvoreny nulami. Len teda nejde o statické
dvojrozmerné pole, ale objekt, s ktorym sa ndm potom pohodlnejsie pracuje.)

No a ked uz toto vSetko mame, mozeme sa zacat zamyslat nad stratégiou. Prezriet vSetky mozné priebehy
hry zrovna nepojde, 63¢ je predsa len dost vela. Zato 6° nie je ani 50 tisic. TakZe je len rozumne malo moznostf,
¢o vlastne v nasledujicich napr. Siestich fahoch spravime. Mohli by sme ich prezriet vSetky a vybrat t najlepsiu.

No hej, ale ktora je ta najlepsia? V kolektive riesitelov najoblibenejsi nazor (Kuko, Basha, Xellos, Viki,
Martin, Vlejd) bol ,t4, kde ma hlavna oblast najvéaésiu plochu“. Toto vobec nie je zla stratégia. Vacsina rieSeni
s tymto pristupom sa pohybovala medzi 50% a 70% tspesnostou. Najlepsie rieSenie z tejto kategdrie odovzdal
Askar, ktory pooptimalizoval kdd, a tak stihol pozerat na viac tahov dopredu ako ostatni a vyzmykal tispesnost
tesne cez 80%.

Okolo 50% sa dalo dosiahnut aj stratégiou ,najlepsi hraci plan je ten, kde m4 hracia plocha najviési obvod*,
ako sa to podarilo Mariovi.

Najlepsie riesenia, teda Baklazdnovo a moje, boli zalozené na roéznych ale podobnych kritériach. Obe suvisia
nie s plochami, ale so vzdialenostami. Ak sa totiZ pozrieme na riesenia maximalizujtice plochu, zistime lahko ich
slabinu: prehraju vicsinou tak, Ze v niektorom rohu ostane par vrstiev nespravne ofarbenych stvorcéekov. Dobra
situécia totiz nevyzerd nutne tak, Ze mam velka jednofarebnt plochu. DolezitejSie je to, aby nikam nebolo prilis
daleko.

To isté inymi slovami: VeImi dobr4 situdcia je takd, ked kazda oblast okrem hlavnej priamo s hlavnou oblastou
susedi. Z takejto situdcie vieme velmi rychlo vyhrat — staci prave raz zvolit kazd z farieb eSte pritomnych oblasti.
O nieco horsia situacia je taka, v ktorej mame aj oblasti s hlavnou nesusediace. Tam uz potom zélezi na poradi,
v akom volime farby — musime sa k tym vzdialenejsim oblastiam postupne ,,prehryzt®.

Ja som si teda zvolil nasledovné kritérium: pre kazda oblast na hracom pléne si spoéitame, kolko najmene;j
tahov treba na to, aby som tito konkrétnu oblast pripojil k hlavnej. (Toto sa da spravit jednym prehladdvanim
do $irky z Tavého horného rohu. Presun na susedné policko ma stoji 0, ak je rovnakej farby ako moje, resp. 1,
ak je odlisnej.) No a hraci plan je tym lepsi, ¢im je mazimum tychto hodndt mensie. (Resp. hraci plan je zly
vtedy, ked je nejaka oblast daleko od hlavnej.)

No a k tomuto uz pribalime pozeranie na dostatocne vela fahov dopredu a mame to. (Program z listingu
sa zvidSa pozerd 3 fahy dopredu, ale aj 4 by bez problémov stihal v ¢asovom limite.) Z&vere¢na poznadmka: Je
lahgie vyriesit 1000 levelov za 1000 sekind ako 20 za 20 sektind. Preco? Lebo vela levelov vyriesime rychlo a
potom nam ostava do bludu vela ¢asu na tych par fazkjch. A tam potom moézeme napr. skisit pozerat az na 5
¢ 6 fahov dopredu.

Listing programu (C++)

#include <algorithm>
#include <iostream>
#include <sstream>
#include <cassert>
#include <vector>
#include <array>
#include <queue>
using namespace std;

#define SIZE 22

typedef array< array<int, SIZE+2>, SIZE+2> Board;
int dr[]={(-1,1,0,0}, dc[]={0,0,-1,1};

// takto mozeme naucit ostream aby nam vypisal board, napr. prikazom cout << B;
ostream& operator<<(ostream &out, const Board &B) {

for (auto row:B) { for (auto c:row) out << c; out << endl; }

return out;

}

// distance_board vyrobi Board plny ”nekonecien”
Board distance_board() {
Board output;
for (int r=0; r<=SIZE+1l; ++r) for (int c=0; c<=SIZE+1l; ++c)
output [r][c] = (r==0 || r==SIZE+l || c==0 || c==SIZE+1l) 2 -1 : 987654321;
return output;
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}

// read_board nacita Board zo standardneho vstupu
Board read_board() {
Board output;

for (int r=0; r<=SIZE+1l; ++r) for (int c=0; c<=SIZE+1l; ++c) output[r][c] = 0;
for (int r=1; r<=SIZE; ++r) {

string line; cin >> line;

for (int c=1; c<=SIZE; ++c) output[r][c] = line[c-1]-'0";

}

return output;

}

// bfs prehladavanim do sirky vyfarbi komponent zacinajuci na (1,1) farbou newc

// navratova hodnota je pocet zaplavenych policok
int bfs (Board &B, int newc) {
int answer=1, oldc=B[1][1l];

assert (newc != oldc);

queue<int> Q;

B[1l] [1l]=newc;

Q.push(1); Q.push(1);

while (!Q.empty()) {
int r=Q.front(); Q.pop();
int c=Q.front(); Q.pop();
for (int d=0; d<4; ++d) {

int nr=r+dr[d], nc=c+dc[d];

if (B[nr][nc]'!=oldc) continue;

Blnr] [ncl=newc;

++answer;

Q.push(nr); Q.push(nc);
}

}

return answer;

}

// farthest_cell_distance najde prehladavanim do sirky cislo K s nasledujucou vlastnostou:

// pre kazde policko existuje nejaka postupnost K tahov,
ze na K tahov vieme vyhrat

// (pozor, toto este neznamena,

ktora toto policko dostane do hlavnej oblasti
—— rozne policka mozu mat rozne postupnosti)

pair<int,int> farthest_cell_distance (const Board &B) {

Board dist = distance_board();
deque< pair<int,int> > Q;

else Q.push_front (make_pair (nr,nc));

dist([1]1([1] = 0;
Q.push_front ( make_pair(1l,1) );
while (!Q.empty()) {
pair<int,int> tmp = Q.front(); Q.pop_front();
int kr=tmp.first, kc=tmp.second;
for (int d=0; d<4; ++d) {
int nr=kr+dr([d], nc=kc+dc[d];
int add = Blkr][kc]==B[nr][nc] ? 0
if (dist[nr][nc] > dist[kr][kc]+add)
dist[nr] [nc] = dist[kr][kc]+add;
if (add) Q.push_back (make_pair (nr,nc));

}
}

int maxv=-1, maxc=0;
for (int r=1; r<=SIZE; ++r) for (int c=1; c<=SIZE; ++c) {
if (dist[r][c]l>maxv) { maxv=dist[r][c]; maxc=0; }
if (dist[r] [c]l==maxv) ++maxc;
}
return {maxv,maxc};
}
// pomocna funkcia: uz sme vyhrali?
bool is_solved(const Board &B) {
for (int r=1; r<=SIZE; ++r) for (int c=1; c<=SIZE; ++c) if (B[r][c]!=B[1][1]) return false;
return true;
}
// pomocna funkcia: mame este takuto farbu?
bool contains_color (const Board &B, int col) {
for (int r=1; r<=SIZE; ++r) for (int c=1; c<=SIZE; ++c) if (B[r][c]==col) return true;

return false;
}

// pomocna funkcia: vieme uz vsetky policka danej farby vyzrat jednym tahom?

bool can_eliminate_color (const Board &B,
if (!contains_color (B,col)) return false;
if (B[1l][1l]==col) return false;

Board copy = B;

bfs (copy,col);

bfs (copy,7);

return !contains_color (copy,col);

}

// pazravo vyzieraj farby,

// navratova hodnota je retazec spravenych tahov

string greedy_steps (const Board &B, bool &ok) {
ok = true;

if (is_solved(B)) return "”;

int col)

{

ktore uz vies eliminovat

(can_eliminate_color (B,c)) {

for (int c=1; c<=6; ++c) if

Board copy=B;

bfs (copy,c);

return char (’'0’+c) + greedy_steps (copy,ok);
}
ok = false;

return ””;
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string solve (Board &B) {
int steps = 0;
string answer =
while (true) {
if (is_solved(B)) return answer;
int col=0;

"o,
’

// ak sa da vyzrat zvysok nejakej farby, vyzer ju
for (int c=1; c<=6; ++c) if (can_eliminate_color(B,c)) { col=c; break; }
if (col) { ++steps; answer+=char(’'0’+col); bfs(B,col); continue; }

// ak uz bolo 25 tahov, vyskusame vsetky mozne 5-tahove postupnosti
// ak niektora z nich vedie do pazravo vyhratelnej situacie, vyhrali sme
if (steps == 25) {
for (int cl=1; cl<=6; ++cl) if (B[1][1]!=cl) {
for (int c2=1; c2<=6; ++c2) if (c
for (int c3=1; c3<=6; ++c3) if (c2!=c3
) (c
) (c

for (int c4=1; c4<=6; ++c4d) if

for (int cb5=1; c5<=6; ++c5) if 41=chH)

Board C = B;

bfs(C,cl); bfs(C,c2); bfs(C,c3); bfs(C,cd); bfs(C,c5);

bool ok;

string g = greedy_steps(C,o0k);

if (ok) {
stringstream ss; ss << cl << ¢c2 << ¢3 << ¢4 << c¢5;
return answer + ss.str() + g;

}
Priby
}

// inak pozerame 3 tahy dopredu a vyberame si tah, ktory minimalizuje
// hodnotu vratenu funkciou farthest_cell_distance
int bestd=100, bestc=0, bestmove=-1;
for (int cl=1; cl<=6; ++cl) if (B[1][1]!=cl) {
for (int c2=1; c2<=6; ++c2) if (cl!=c2) {
for (int c3=1; c3<=6; ++c3) if (c2!=c3) {
Board C = B;
bfs(C,cl);
bfs(C,c2);
bfs(C,c3);
pair<int,int> tmp = farthest_cell_distance(C);
if (tmp.first<bestd || (tmp.first==bestd && tmp.second<bestc)) {
bestd = tmp.first;
bestc = tmp.second;
bestmove = cl;
}
b}

++steps; answer+=char ('’ 0’ +bestmove); bfs(B,bestmove);

}

// pomocna funkcia: uprav riesenie na vypis

string fix(string in) {
if (in.size()>36u) in=in.substr (0, 36);
if (in.size()<36u) in+=string(36-in.size(),’1’);
return in;

int main() {
int H; cin >> H;
while (H--) { Board B = read_board(); cout << fix(solve(B)) << endl; }
}
opravoval Usamec
1::9. Trololo (max. 15 b za popis, 10 b za program)

Najprv si trochu preformulujme tilohu. Miesto toho, aby sme hladali jednu cestu, ktora ide najprv zo zdpadu
na vychod a potom z vjchodu na zapad, budeme hladat dve disjunktné cesty zo zédpadu na vychod (jednu z nich
potom otoéime a mame nasu pozadovant okruzni cestu).

Celtt nasu tlohu vyriesime dynamickym programovanim. Budeme si pocitat hodnotu A[i][j], pre vsetky
1 < j, ktord ndm hovori, kolko najviac miest vieme navstivit, ak z mesta 1 urobime dve disjunktné cesty zo
zapadu na vychod, ktoré koncia v mestach i a j.

Pokial je i = j a zaroveii nie st rovné 1, resp. n, tak A[i][i] = —oc. Specidlne A[1][1] = 0.

Teraz si ukdZeme, ako spocitat bezni hodnotu A[i][j]. Do mesta j vedi zo zapadu lety z miest a1, as, as, ..., ag.
A prave jednym z tychto letov tu musime prist. Takze staci zobrat maximum z hodnét A[i][a,], resp. Ala,][7]
pre vSetky mozné z, pri¢itat k nemu jednotku a mame hodnotu A[i][j]. Presne rovnakym postupom dopodéitame
aj hodnotu A[n][n].

Seriézne riesenie este ukaze, Ze tato dynamika fakt nendjde horSiu cestu ako optimalnu a kazda cesta, ¢o
najde, bude spliiaf podmienky zo zadania. Tieto lahké dokazy nechavame na pozorného ¢itatela.

Zadanie este pozadovalo vypisat jednu najdlhsiu cestu. To uz sktseného riesitela uréite nezaskoci, staci si
v dynamike pamétat, odkial sme sa na ktoré miesto dostali.

Celkové ¢asové zlozitost riesenia je O(nm) (kazdym letom v dynamike prejdeme n-krét), pamitova O(n?).
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Listing programu (C++)

#include <cstdio>

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <deque>

using namespace std;

int N, M;
vector<vector<int> > prev;

#define INF 123456789

int main()

scanf (”%d.%d”, &N, &M);

prev.resize (N);

for (int i = 0; 1 < M; i++) {
int a, b; scanf (”%d.%d”, &a, &b);
a-—; b-—;
int mi = min(a,b), ma = max(a,b);
prev[ma] .push_back (mi) ;

}

vector<vector<pair<int, int> > > dyna(
N, vector<pair<int, int> > (N, make_pair (-INF, -1)));

dyna[0][0] make_pair (0, -1)
for (int i 0; 1 < N; i++) |
for (int j = min(N-1, i+1); J < N; Jj++) {
for (int k = 0; k < prev[j]l.size(); k++) {
if (prev[jl[k] == 1 && i != 0) continue;
int mi = min(i, prev([j][k]);
int ma = max (i, prev([jll[k]);
if (dyna[i][j].first < dyna[mi] [ma].first + 1) {
dyna([i] [j].first = dyna[mi] [ma].first + 1;
dyna([i] [j].second = prev[]j][k];
}

7

}
}
}
if (dyna[N-1][N-1].first < 0) {
printf (”TROLOLOLOLO\n") ;
} else {
deque<int> path;
path.push_back (N-1) ;

int mi = N-1;
int ma = N-1;
while (mi != 0 || ma != 0) {
int k = dyna[mi] [ma].second;
if (path.back() == ma) path.push_back (k) ;

else path.push_front (k);
int nmi = min(mi, k);
int nma = max(mi, k);

i = nmi;

a = nma;

3 3

}
for (int 1 = 0; i < path.size(); i++)
printf (”%d%c”, path[i] + 1, i == path.size() - 1 ? ’\n’

1::10. Tajny kod

SOF

opravoval Usamec
(max. 10 b za popis, 15 b za program)

Velmi dolezitou pomodckou v celom vzorovom rieSeni bude nasledovné tvrdenie: Poéet prvoéisel v rozsahu od
1 do n je priblizne n/Inn. Dokaz tohoto tvrdenia je celkom netrividlny a nebudeme sa mu venovat.

Prvym dobrym pozorovanim je to, Ze vysledok sa ndm zmesti do 64-bitovej premennej (dokonca aj so
znamienkom). Dokaz prenechdvame na Citatela (staci pouzit vy$sie spominané tvrdenie).

Celkom jasne teda plati, Ze ¢ < 63. Na tom sa d4 uz postavit celkom dobré rieSenie s nasledovnou myslienkou:
Pre vSetky mozné prvociselné g ndjdeme prvych k prvocisel p takych, ze p? je vicsie ako n a zaroven p? je mensie

ako 293, Z tychto vygenerovanych é&isel p? vyberieme k-te najmensie.

Ako by takéto riesenie dopadlo? Pre ¢ = 3 potrebujeme prvodisla do velkosti maximéalne 2100000. Pre
vécsie ¢ tato hranica prudko klesa nadol. Takze situaciu pre ¢ > 3 odbavime tym, ze vygenerujeme pomocou
Eratostenovho sita prvocisla do 2100000 a tie vyuzijeme. D4 sa povedaf, ze tto ¢ast vieme odbavif v Case
O(n'/?loglogn + klogk) (urobime Eratostenovo sito a potom utriedime radovo O(k) &fsel).

Problém je s ¢ = 2. Potrebujeme prvoéisla priblizne velkosti 10°. Eratostenovo sito ndm tak vysoké prvoéisla
vygenerovat nestihne. TaktieZ trividlne rieSenie, ktoré ide postupne po ¢islach a testuje prvociselnost, je pomerne

pomalé.

Trik vzorového rieSenia je nasledovny. Pomocou vety na zaciatku vzoraku odhadneme potrebny rozsah, kde
hladat prvocisla (dobry odhad je napriklad od /n do /n + 25k). Teraz na tomto rozsahu budeme vyskrtévat
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zlozené ¢isla podobne ako v Eratostenovom site. Kazdé zlozené ¢islo z tohoto rozsahu je delitelné nejakym
&slom z rozsahu od 2 do ~ n'/* + k. TakZe prejdeme vetkymi tymito ¢slami a pomocou nich vygkrtneme
vietky potrebné zlozené &isla. Zlozitost tejto operéacie bude O((n'/* + klog k) loglogn).

Tym je nds vzordk hotovy. V kéde je pre jednoduchost navySe vela veci natvrdo zadrdtovanych.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <set>
#include <vector>
#include <cmath>
using namespace std;

/% MAXS"3 > 2763 %/
#define MAXS 2100000

long long N, K;
set<long long> R;

bool neniprv[MAXS];
vector<long long> prv;

int triv[] = {
3, 2097151,
5, 6208,
7, 511,
11, 52,
13, 28,
17, 13,
19, 9,
23, 6,
29, 4,
31, 4,
37, 3,
41, 2,
43, 2,
47, 2,
53, 2,
59, 2,
61, 2,
0, 0

}i

long long pomalypow (long long p, long long q) {
long long r = 1;
while (g—-) r *= p;
return r;

}

bool jeprv(long long x) {
if (x < MAXS) return !neniprv[x];

int 1 = 0;
for (i = 0; prv([i] * prv[i] <= x; i++)
if (x % prv([i] == 0) return false;

//fprintf (stderr, “pre %11d sme zistovali %d\n”, x, 1);
return true;

}

int main() {
scanf (”%11d.%11d”, &N, &K);

// sito

neniprv([0]

neniprv([1l]

for (int i = 2; i%xi < MAXS; i++)
]

1;
1;
2
if (!neniprv(i])
for(int j = ixi; j < MAXS; j += i)
neniprv[jl] = 1;
for (int i = 0; i < MAXS; i++)
if (!neniprv([i]) prv.push_back(i);
//fprintf (stderr, ”dositovali sme s %d\n”, prv.size());

// g2
for (int i = 0; triv[i]; 1 += 2) {
int g triv([i], maxp = triv[i+1];
for (unsigned i = 0; prv[i] <= maxp; i++)

R.insert (pomalypow (prv[i], q));
}
//fprintf (stderr, ”R je velke %d\n”, R.size());

// g=2 kurzor

long long kurzor = pow(N, 0.5);
kurzor -= 20;

if (kurzor < 0) kurzor = 0;

while (kurzorxkurzor <= N) kurzor++;

//fprintf (stderr, “mame odmocninu\n”);

// q=2 sito2

vector<bool> sito2 (Kx25, true); // 25 je radovo ln(sqgrt(2°63))
long long spodok = kurzor, vrch = kurzor + sito2.size();

for (unsigned i = 0; i < prv.size(); i++) {

long long p = prv[i];
long long z = (spodok / p) * p;
while (z < spodok || z == p) z += p;

z —= spodok;
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for ( ; z < sito2.size(); z += p) sito2[z] = false;
}
//fprintf (stderr, ”“mame sito2 spodok=%11d Vrch:%lld\n”, spodok, vrch);

// g=2 cyklus
int nasli = 0;
for ( ; nasli < K+1; kurzor++) {
if (kurzor >= vrch) {
// pomaly test lebo sme vyliezli z predpokladanej oblasti (velkost sito2 je len kvalifikovany odhad)

if (!jeprv(kurzor)) continue;

}

else {
// v sito2 uz je plna informacia o vsetkych prvocislach co nas zaujimaju
if (sito2[kurzor-spodok] == false) continue;

}
R.insert (kurzorxkurzor) ;
nasli++;
}
//fprintf (stderr, “presli sme $%$11d cize od %11d do %lld\n", kurzor - spodok, spodok, kurzor);

// vysledok

//fprintf (stderr, ”finalne R je %d\n”, R.size());
typeof (R.begin()) it = R.upper_bound(N);

for (int i = 0; i < K-1; i++) ++it;

printf (”%$11d\n”, =*it);

return 0;

opravoval Jano
2::9. Thajsko a chobotnik (max. 15 b za popis, 10 b za program)

Jedno z mnohych ponaudeni tejto tlohy je, Ze kategérie T sa netreba baf, aj v nej sa obcas vyskytna
jednoduchsie tlohy. Svedéi o tom aj dost velké mnozstvo plnych poctov.

Ked si nevieme rady s fazkym problémom, moZe sa oplatit rozbit problém na viacero mensich, ktoré ne-
jako stvisia. Idealne by bolo, keby sme pomocou nejakych ¢iastkovych informécii vedeli Tahko vyskladat dalsie
a dalsie, az kym sa nedopracujeme ku koneénému vysledku. Takéto nieco sa zvykne nazyvat dynamické progra-
movanie.

N4s tazky problém je zistit, kolko Zemco dokaze najest pri ceste z [a,b] do [0,0]. Maly ¢&iastkovy problém
bude, kolko toho dokdze Zemco zjest cestou z policka [x,y] do [0,0] pre 0 <z <aa 0 <y <b.

Pomalsie rieSenie
Najskor sa sktisme zamysliet, ¢o by sa stalo, keby rozmery zélivu boli do 1000 x 1000 a my by sme si mohli
dovolit spracovat kazdé policko mapy zvlast. Takyto pristup mé dve velké vyhody.

e Hodnoty velkého mnozstva polickok uz pozname, napriklad cestou z poli¢ok [—1,y] a [z, —1] nedokéze
zjest Zemco ni¢, lebo z tychto poliok sa nevie dostat domov. (Zemco vie svoje stradnice iba zmengovat.)
Hodnotu na policku [0,0] tiez pozname, lebo cestou z policka [0,0] Zemco dokaze zjest iba to, ¢o je na
tomto policku.

e Zvy$né hodnoty si lahko dopoéitame z predchadzajucich. Hodnoty poéitame v rozumnom poradi, napriklad
prvé pocitame tie, ktoré maji najmensiu z-ova stiradnicu a v pripade rovnosti vyberieme tie s mensou y-
ovou stradnicou. Hodnota na policku [z, y] bude maximum z [x — 1, y| [z, y — 1] plus pocet ryb na policku
[,y]. Totiz Zemco sa z tohto policka vie pohnit len dvoma spdsobmi, dole alebo dolava. Najlepsie ¢o
teda moze spravit je, zjest ryby na svojom policku a pohnit sa na vyhodnesie policko z oboch susednych.
Vyhodnejsie je to, z ktorého sa mu cestou domov dozici viac jedla, a my uz tito hodnotu mame vypocitani,
pretoze ich ratame postupne od najmensich suradnic po najvicsie.

Postupne teda prejdeme kazdé policko z mriezky a x b a pre kazdé si v konstantnom c¢ase pozrieme jedno
pod nim a jedno vlavo a spo¢itame si optimalny zisk na ceste z policka [a, b] do [0, 0]. Takéto riesenie mé ¢asovi
zlozitost O(ab).

Pokial vsak zaliv bude velky a rozmery budia az do 10° x 10°, nemézeme si dovolit prejst vSetky policka
zalivu.

Vzorové rieSenie

(Pozor, nepomylte si pri ¢itani pojmy velkost hifu = podet ryb na konkrétnom policku a hodnota policka
= kolko ryb dokdzeme zjest cestou z policka do bodu [0, 0].)

Hoci si nemozeme dovolit prejst vSetky policka zalivu, prejst vSetky policka s hafmi ryb mozeme, ved tie
volné nas velmi nezaujimaju. Navyse mozeme aplikovat iplne ten isty princip. Pre kazdé policko si zistime, kam
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sa nam najviac oplati pohnit. Teraz sa nemodzeme zaoberat pohybom dolava a dole o jedno policko, pretoze
volné policka ratat nechceme. Do tivahy (kam sa mozeme pohnif) pripadaji vSetky policka s hafmi, ktoré
mozeme prejst cestou z [z, y] do [0,0], takze vSetky tie, ktorych stradnice st aspon [0, 0] a najviac [z, y].

Ostéva nam zdolat jeden problém, ako ¢o najrychlejsie zistit, ktoré policko z tych vo stvorci od [0, 0] po [z, y]
je najvyhodnejsie, teda mé najvyssiu hodnotu.

Predstavme si, Ze mame pole ¢isel a chceme s nim robit dve operacie. Prva operacia nastavi ¢islo v poli na
Tubovolnt hodnotu. Druh4 povie maximum z ¢isel na polickach 0, ..., p.

Déatova Strukttra, ktora robi obe tieto operacie v ¢ase O(logb) (b je velkost pola, v nasom pripade vyska
zélivu) sa nazyva maximovy intervalovy strom a funguje na pomerne jednoduchom principe. O fiom si povieme
neskor.

Predstavme si, Ze uz vieme vykondvat tieto dve operacie. MoZeme si zoradit rybie hify podla z-ovej stiradnice
a postupne ich spracovévat od najvicsej po najmensiu. (V pripade rovnosti x-ovych stiradnic uprednostnime
spodnejsi hif.) Robime to preto, aby tie hify, ktoré st od aktudlneho nalavo si prave tie, ktoré sme uz spracovali.
Potom nam staci rozlisSovat, ktoré hufy st pod nami a ktoré nie. A dokonca ich ani netreba rozliSovat. My len
potrebujeme najst najviiésiu z hodnédt, ktoré st pod nami (alebo zarovno nas). A presne toto robi maximovy
intervalovy strom.

Vzdy, ked spracujeme nejaké poli¢ko na pozicii [z, y], zapiSeme si jeho hodnotu na y-té policko v poli v ¢ase
O(logb) pomocou intervalového stromu. Ked chceme zistit, kolko najviac vieme ziskaf, zistime si maximum
v poli od pozicie 0 po y tiez v ¢ase O(logb). Délezité je to, Ze v poli na pozicidch 0 az y st tie hodnoty, do
ktorych sa vieme dostaft, pretoze si pod pod nami a nalavo od nés (lebo st uz spracované).

Este si mozeme vSimnut, Ze tam nie st uplne vSetky hodnoty, moze sa nam stat, Ze si nejaké polic¢ko prepiseme
vysSou hodnotou, ale to ndm pri hladani maxima nevadi. K takto zistenej maximélnej hodnote pripod¢itame
velkost hafu na policku a zapiSeme.

Takto teda postupne prejdeme vSetky hify a v ¢ase O(n logb) zistime aj hodnotu policka [a, b], odkial Zemco
vyrdza. (Bud si priddme prazdny haf na tato poziciu, alebo na konci jednoducho pozrieme maximum v poli na
pozicidch 0,...,0b.)

Ostéva nam vyriesit jeden drobny kozmeticky detail, ktorym st stéle velké rozmery zéalivu. Totiz hufy st na
poziciach 0, ..., 10°, ale pole s miliardou prvkov si nemézeme dovolit. Kedze z tychto 10° poli¢ok je obsadenjch
najviac n, mozeme vykonat tvz. kompresiu siradnic — t.j. vynechat vSetky volné riadky, aby stacilo pole velkosti
n. Tato kompresia sa d4 spravit napriklad tak, Ze si utriedime hiafy podla y-ovej stiradnice, a prepiSeme im
sturadnice na napriklad ¢isla od 1 po n. Vzhladom na to, Ze tym nezmenime vzajomné poradie, tak nezmenime
ani vysledok, takZe to pokojne mdzeme spravit.

Vdaka tomu sa zmensi velkost potrebnej pamite z O(b) na O(n) a ¢asova zlozitost operacii s polom klesne
na O(logn).

Casova zlozitost vietkého dokopy bude O(nlogn) a pamitova O(n).

Maximovy intervalovy strom

Ak véas zaujima, Co je to ten intervalovy strom, tak struény popis ndjdete tu.

Maximovy intervalovy strom sa sklad4 z niekolkych vrstiev vrcholov v strome, pricom spodné vrstva je naSe
pole (ktoré si doplnime na konci nulami, aby malo dizku 2° pre nejaké 7). Kazd4 dalsia vrstva ma 2x menej
prvkov ako t4 pod tou. Pri¢om hodnoty vo vrcholoch v dalsich vrstvach sa vypocitaji ako maximum z ich
synov (dvoch vrcholov pod nimi).

/'\N/ N/ \N/\
24178950

Ked si vrstvy zapiSeme do pola zaradom od prvého policka (najskor prvky prvej vrstvy, potom prvky druhej
vrstvy, atd., az nakoniec prvky samotného pola, ktoré zacinajt na pozicii 2), tak bude navyse platit, Ze otec
vrcholu na pozicii  ma poziciu /2 a synovia vrcholu s poziciou y maji pozicie v poli 2y a 2y + 1. V nasom
pripade bude toto pole vyzerat (aj s 0. prvkom) [0,9,7,9,4,7,9,5,2,4,1,7,8,9,5,0]

Nastavenie ¢isla v poli — operacia set — so sebou nesie aj aktualizovanie hodnét vyssie v strome.

set (prvok, hodnota){ // nastavi pole[’prvok’] na cislo ’hodnota’
pole[2”i+prvok] = hodnota;
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update ((2"i+prvok)/2) ;
}

update(vrchol){ // aktualizuje vrchol
polel[vrchol] = max(pole[2*vrchol], pole[2*vrchol+1]);
update (vrchol/2);

Kedze vrstiev je i, ¢o je O(logn), tato operacia zaberie logaritmicky cas.

Podobne vieme vykonat aj druhti operdciu. Pre prehladnost si definujme interval pokryty vrcholom V' ako
vetky prvky pola, ktoré st pod tymto vrcholom. Oznac¢me ho interval(V). V nasom pripade ak chceme pokryt
prvky pola od 0 po 4, teda ¢isla [2,4,1,7,8], tak ndm staci 2. vrchol ( = éislo 7 na 2. vrstve), ktory pokryje
[2,4,1,7] a 12. vrchol (&islo 8 na spodnej vrstve). Maximum z pola [2,4,1,7, 8] ndjdeme ako maximum z po-
kryvajucich vrcholov, v tomto pripade max{7,8}. Interval ¢isel od 0. .. pokial oznaéim (0...pokial). Operacia
get_max moze vyzerat aj takto.

get_max(pokial){ // vrati maximum intervalu O...pokial
return get(pokial, 1);
}

get(pokial, vrchol){ // vrati maximum z prieniku <0...pokial> a intervalu(V)
if (interval(vrchol) patri cely do <O...pokial>)
return pole[vrchol];
if (interval(vrchol) nema nic spolocne s <0...pokial>)
return O;
// inak, je prekryv ciastocny, rozdelim sa na dve casti, pod seba
return max(get(pokial, 2*v), get(pokial, 2xv+1));

MozZno to tak na prvy pohlad nevyzera, ale aj toto zaberie O(logn) krokov, podrobny dokaz nechdme na
Citatela, treba si v8imnuft, ze vzdy ked sa v rekurzii rozdelime na 2 Casti, tak asponi jedna z nich sa uz nebude
dalej delit a v konstantnom ¢ase vrati odpoved. Tym padom na kazdej z O(logn) vrstiev stravime konstantny
cas.

Implementacia

Namiesto intervalového stromu sa da pouzit aj finsky, a to preto, Ze sa hodnoty v poli iba zvySujiu. V
nasledujicom programe je implementacia oboch datovych struktar, na ich prepinanie slizi makro FINSKY.

Listing programu (C++)

//Fruit of Light
//FoL CC
//Apple Strawberry

#include<cstdio>

#include<algorithm>

#include<vector>

using namespace std;

#define For (i, n) for(int i = 0; i<(n); ++1i)

// nechat tak pre Finsky strom, zakomnentovat pre Intervalovy
#define FINSKY

#ifdef FINSKY // —————————— varianta - finsky strom ——-————————————
#define MAXN 200047
int fin[MAXN];
void set (int x, int v){ // nastavi p[x] na v
for (; x<MAXN; x+=x&(-x)) fin[x] = max(fin[x],V);
}
int get (int x){ // vrati maximum p[l..x]
int v = 0;
for(; x>0; x—=x&(-x)) v = max(v,fin[x]);
return v;

#else // ———————————— varianta — intervalovy strom ————-——————————

#define MAXN (1<<18) // MAXN musi byt mocnina 2ky

int vrcholy[2*MAXN];

// nastavi p(x] na v

void set (int x, int v) {
int vrchol = MAXN+x-1; // pre kompatibilitu s finskymn stromom odcitavame 1
vrcholy[vrchol] = v;
vrchol/=2;
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while (vrchol>0) {

vrcholy([vrchol] = max(vrcholy[2*vrchol],vrcholy[2*xvrchol+1l]);
vrchol/=2;
}
}
// vrati maximum prieniku intervalov <0..pokial) interval (vrchol) = <zac, kon)

int get_mit (int pokial, int vrchol, int zac, int kon) {
if (pokial>=kon) return vrcholy[vrchol]; // cely je vnutri
if (pokial<=zac) return 0; // nema nic spolocne
return max (
get_mit (pokial, 2%xvrchol, zac, (zac+kon)/2),
get_mit (pokial, 2x%vrchol+l, (zac+kon)/2, kon)
); // cast je vnutri, musim sa delit
}
int get (int x){ // vrati maximum p[l..x]
return get_mit(x, 1, 0, MAXN);
}
#endif

/) mmmmm e samotny program —-———————-—————————-

int N, X[MAXN], Y[MAXN], F[MAXN], P[MAXN],x;
inline int sort_by_x(int x, int y) {

return (X[x]==X[y])?Y[x]<Y[y]:X[x]<X[y];
}
inline int sort_by_y(int x, int y) {

return (Y([x]==Y[y])?X[x]<X[y]:Y[x]<Y[y];
}

int main () {
scanf ("%d.%d.%d”, &x, &x, &N);
For (i,N) scanf (”%$d.%d_.%d”,X+1i, Y+i, F+i);

For(i,N) P[i] = i;

sort (P, P+N,sort_by_y);

For(i,N) Y[P[i]] = i+1l; // kompresia suradnic

sort (P, P+N,sort_by_x);

For (i,N) set(Y([P[i]],get (Y[P[1i]])+F[P[i]]); // zistenie hodnoty N-teho policka

printf (”%d\n”,get (N)); // finalna odpoved
Vi

opravoval Tomi, vzorak MisoF

2::10. Tunely v hyperpriestore (max. 10 b za popis, 15 b za program)

Pre jednoduchost budeme planétu Aspir Adora volat ,naSa planéta®“. A teraz bez nejakych okolkov rovno
zadneme prvym uzitoénym pozorovanim: Urcite existuje optimélne rieSenie, v ktorom vsetky tunely, ktoré
postavime, zacinaji na naSej planéte. Preco? Majme optimalne rieSenie s nejakym inym tunelom, vedtucim z x
do y. Ten vieme pouzit len tak, Ze po povodnych tuneloch prideme na z a odtial pojdeme novym tunelom na
y. Ak by sme namiesto toho postavili tunel z nasej planéty rovno na y, budeme vedief spravit to isté s jedinym
rozdielom — po prichode do y budeme mat k dispozicii viac krokov na cestu dalej. A kedZe toto je pre néas
prospesné, aj nové riesenie je urcite optimalne.

Viborne, takze uz sa potrebujeme len rozhodnit, ktoré z n —1 moznych tunelov z nasej planéty inam chceme
postavit. Mimochodom, vSimnite si, Zze na predchadzajicu Gvahu sme nijak nepotrebovali poznat Struktiru
existujucej siete tunelov. Na dalsie ivahy ju vSak uz potrebovat budeme. A odteraz budeme pre jednoduchost
veselo miesat povodni a grafovi terminoldgiu — planéty st vrcholy a tunely st orientované hrany.

Postavme sa do lubovolného vrcholu nasho grafu. Z kazdého vrcholu vedie prave 1 hrana, takze ak sa za¢neme
pohybovat v smere hrédn, bude nasa prechadzka nekoneénd a jednoznac¢ne urcend. No a kedze vrcholov je len
konecne vela, éasom nejaky vrchol navstivime druhykrat. A od tejto chvile teda zjavne chodime po cykle.

Z tejto uvahy je jasné, ako nas graf (odborne nazyvany ,graf s outdegree 1) vyzera: je v 1iom niekolko
cyklov, a navy$e nejaké dalsie vrcholy. Z kazdého z tych zvysnych vrcholov vedie cesta na jeden z cyklov. Tieto
cesty sa mozu lubovolne spajat, celé to teda vyzerd vo vSeobecnosti tak, %e pre kazdy vrchol kazdého cyklu
mame v nasom grafe jeden strom, ktory sa v iom na dany cyklus pripaja.

V nasom rieSeni sa najskor postarame o stromy a potom o cykly (teda o to, ¢o z nich ostane, kym sa k nim
dopracujeme). Teda, tplne najskor sa pozrieme, kam sa vieme z naSej planéty dostaf bez priddvania hran, a
tieto vrcholy oznadime ako spracované. A teraz uz tie slubované stromy.

Pozorovanie druhé: V prvom rade si treba uvedomit, Ze akondhle mame nejaky vrchol, ktory nelezi na
Ziadnom cykle, tak budeme mat vrcholy, do ktorych Ziadna hrana nevedie — totiZz méme len n hran a ak do
nejakého vrcholu vchédzaju dve, niekde inde musi byt vrchol, do ktorého nevchadza ziadna.

Pozorovanie tretie: Do kazdého vrcholu, do ktorého nevchadza ziadna hrana, musime novi hranu pridat, inak
sa tam nedostaneme vdbec, tobdz nie na najviac k krokov. Kazdym pridanim hrany sa nédm rozsirila mnozina
vrcholov, kam sa vieme dostatoéne rychlo dostat.

Pozorovanie $tvrté: Do vrcholov, do ktorych sa vieme dostato¢ne rychlo dostat, nemd zmysel pridavat dalsie
hrany. Dokaz tohto tvrdenia opét vyuziva Strukttru nésho grafu. (Vo vSeobecnych grafoch toto tvrdenie neplati,
rozmyslite si, ako by vyzeral protipriklad.) Totiz nech sa do v vieme dostat na nanajvys k krokov. Majme nejaké
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optimadlne rieSenie, v ktorom sme pridali hranu do v. Namiesto nej moZeme pridat hranu do nasledovnika v a ni¢
tym nepokazime. Opakovanim tejto iivahy sa éasom dostaneme do jednej z dvoch moznych situécii. Prva moznost
je, ze presunieme hranu na nejaky vrchol, ktory by sme bez nej nevedeli na k krokov dosiahnut, a skondéime.
Druha moznost je, Ze sa zacyklime. Tato moznost ale vlastne nastat nemoze — vtedy totiz vSetky vrcholy
dosiahnutelné z v vieme navstivit na najviac k krokov aj bez pomoci tejto hrany, ¢o je spor s optimalnostou
rieSenia, s ktorym sme zacinali.

Tretie a $tvrté pozorovanie dokopy nam vlastne kompletne vyrieSia stromova éast grafu. Zoberieme vSetky
listy stromov, priddme do nich hrany, ozna¢ime za spracované vsetky vrcholy ktoré uz st dosiahnutelné. Ak ndm
v nespracovanej ¢asti grafu vznikli nejaké nové listy (t.j. vrcholy, kam nevedie hrana zo Ziadneho nespracovaného
vrcholu), priddme nové hrany aj do tych. A tak dokola, az kym ndm neostani uz len (¢iasto¢ne spracované)
cykly.

Ked skonéime spracovanie stromov, taky vSeobecny cyklus méze vyzerat nejak tak ako na nasledovnom
obrazku. V obrazku uvazujeme k = 5, ¢isla vo vrcholoch st poéty krokov, na ktoré sa do nich vieme dostat. Do
prazdnych vrcholov sa eSte nevieme dostat dostato¢ne rychlo.

Vsimnite si postupnost ,,4,4,5 vlavo. To nie je preklep, t4 vznikla tak, Ze sa na cyklus vieme dostat z dvoch
roznych stromov. Do prostredného vrcholu sa teda vieme dostat z predchddzajiceho vrcholu cyklu piatym
krokom, alebo z nejakého vrcholu v jeho strome Stvrtym krokom.

Teraz eSte potrebujeme pridat hrany do nejakych vrcholov na cykle. Tu stale plati ivaha, Ze sa neoplati
pridéavat hranu do vrcholu, do ktorého sa vieme dostat. Ale neplati uz tGvaha, Ze moZzeme pridat hrany do
vsetkych listov — tie vrcholy, do ktorych momentéalne treba k + 1 krokov, uz totiz nie su listami v strome. Na
nasom ukézkovom cykle si mdzeme v§imnut, Ze obe dvojice vrcholov okolo osamoteného vrcholu s éislom 5 vieme
obsluzit tak, Ze pridame len jednu novt hranu.

Pohodlné riesenie by bolo teraz spracovat cyklus s n vrcholmi v éase O(n?): ked si totiz zvolime jednu hranu,
mozeme postupne ist po cykle a vzdy, ked narazime na vrchol, do ktorého sa este nevieme dostat, priddme dalsiu.
Standardnymi fintami (,¢o viem spravit na 2* krokov?“) sa toto riesenie da zlepsif na O(nlogn), ¢o uz je v
praxi dostatoc¢ne rychle.

Pre poriadok ale chceme aj teoreticky optimélne, teda linedrne rieSenie. V 1iom budeme robif to isté, len
trochu Sikovnejsie. Pouzijeme dve zlepSenia: budeme sktSat menej zaciatkov a budeme ich skusat efektivnejsie.

SkiSanie menej zaciatkov: Podme po cykle a ratajme si prazdne vrcholy. Ked ich nardtame k, prestaneme.
Do aspoti jedného z tychto vrcholov musi {st v optimélnom rieSeni nové hrana — ak by nesla do ziadneho, tak
k-ty najdeny vrchol nutne ostane prazdny (t.j. nebudeme doii vediet prist na k krokov. No a ked dotyény vrchol
pouzijeme vo vysSie popisanom postupe ako zaciatok, zjavne zostrojime optimalne riesenie. Preto namiesto n
moznych zaiatkov staci skisat nejakych, takto zvolenych, k zaciatkov. (V Specidlnom pripade, ked méame na
celom cykle menej ako k prazdnych vrcholov, vyskasame jednoducho vsetky.)

Efektivnejsie skusanie konkrétneho zaciatku: Pred tym, ako ¢okolvek za¢neme skusat, si nie¢o Sikovne pred-
pocitame. Konkrétne, pre kazdy vrchol x chceme odpoved na nasledovni otazku: ,,Ak mame cyklus v jeho
stcasnej podobe a priddme hranu do x, ktory bude prvy prazdny vrchol na cykle (v smere od 2)?“ Toto predpo-
¢itanie vieme spravit v ¢ase O(n) na jeden prechod cyklom. V rdmci prechodu si udrziavame dva pointre (na x a
na vrchol, ktory je preni odpovedou) a pamétame si ich aktudlnu vzdialenost. Vzdy, ked posunieme x, posivame
aj odpoved, az kym sti¢asne neplati (odpoved je prazdny vrchol) a (vzdialenost = a odpovede je aspoi k).

Pomocou takto predpoc¢itanjch tdajov vieme priddvanie hran pre konkrétny zaciatok odsimulovat rychlejsie.
Konkrétnejsie, kazdé pridanie hrany vieme realizovat v konstantnom ¢ase. No a kedZe kazd4 nova hrana pokryje
k vrcholov cyklu, pridanych hran bude najviac [n/k].

Tak si to zosumarizujme. Najskor predpocitame pomocné tudaje v éase O(n). Potom skisame k moznjch
zadiatkov a pre kazdy z nich urobime najviac [n/k] krokov, ¢o je dokopy opét O(n). Teda celé naSe rieSenie ma
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linedrnu casovu zloZitost, ¢o je zjavne optimalne.
Na zaver si mozete pozriet implementaciu vzorového rieSenia z istej starSej CEOI, z ktorej tato tloha po-
chadza.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
#include <algorithm>
using namespace std;

#define MAXN 1000000
const int inf = 1000000000;

int n, k;

int 1link[MAXN];

int dead[MAXN];
vector<int> adj[MAXN];

vector< vector<int> > ciklusi;

int result = 0;

void nadji_cikluse () {
vector<int> bio( n, 0 );
int time = 0;

for( int 1 = 0; i1 < n; ++1i ) {
if( bio[i] ) continue;
int a, b;

bio[i] = ++time;

for( a = link[i]; !biolal; a = link[a] )
bio[a] = ++time;

if( bio[a] < bio[i] ) continue;

ciklusi.push_back( vector<int> (1,a) );
for( b = link([al; b != a; b = link[b] )
ciklusi.back () .push_back( b );

}

int rec( int a ) {

int kill = 0;

for ( vector<int>::iterator it = adjla].begin(); it != adjlal.end(); ++it
kill = max(kill, rec( xit ));

if( a == ) kill = k+1;

dead[a] = 1;

if( kill == ) |
kill = k;

++result;
}
return kill-1;

}

int main( void ) {
scanf ( ”%d%d”, &n, &k );
for( int 1 = 0; i < n; ++i ) { int b; scanf (”%d”, &b); link[i] = b-1; adj[b-1].push_back(i); }

nadji_cikluse();

for ( vector< vector<int> >::iterator it = ciklusi.begin(); it != ciklusi.end(); ++it ) {
vector<int> &ciklus = xit;
int m = ciklus.size();

{

int kill = 0;
int prev = ciklus[m-1];
for( int i = 0; i < 2xm; ++1i ) {
int curr = ciklus[i%m];
if( i <m ) {
for ( vector<int>::iterator it = adj[curr].begin(); it != adjl[curr].end(); ++it ) {
if( *it == prev ) continue;
kill = max(kill, rec( *it ));
}
if( curr == 0 ) kill = k+1;
}
if( kill-- > 0 ) dead[curr] = 1;
prev = curr;

}
}

vector<int> next ( m, inf );

{

int prev = 0;

for( int i = 2xm-1; 1 >= 0; --1 ) {
int curr = i%m;
next [curr] = next[prev]+l;
if( !dead[ciklus[curr]] ) next[curr] = 0;
prev = curr;
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if( next[0] >= inf ) continue;
{
int best = 1000000;
for( int start = 0; start < min(k,m); ++start ) {
int cost = 0;
int i = start + next[start];
while( i - start < m ) {
++cost;
i += k;
i += next[i%m];
}
best = min(best, cost);
}
result += best;
}
}
printf( ”%d\n”, result );
return 0;
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