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Vzorové riesenia 1. kola zimnej casti

vzorak napisal Hermi
1. Za mreze s nimi! (max. 7 b za popis, 3 b za program)

.....

urobit pole boolovskych premennych, oznacit si v iom, ktoré ID¢ka sme videli v prvom poli, potom odznadit
tie, ktoré su aj v druhom, a jediné, ¢o ndm ostane, je hladana odpoved. Ak st IDc¢ka deti velké, ale samotnych
deti je mélo, moZzeme postupne pre kazdy prvok prvého pola prejst celé druhé pole a zistit, ¢i sa nachadza aj
v flom. Na plny pocet bodov bolo ale treba efektivnejsie rieSenie — na to s boolovskym polom ndm nestacila
pamit, to druhé zase na velkjch vstupoch mnohonasobne prekroc¢i ¢asovy limit.

Pri rieSeni tilohy by ndm vyrazne pomohlo usporiadat obe postupnosti. Predpokladajme teda, Ze sme tak
spravili a v kazdej postupnosti uz mame ¢isla usporiadané od najmensieho po najvicsie. Co dalej? Zacneme
postupne prechédzat naraz obe postupnosti, za¢inajic od najmensich IDéiek. Vzdy sa pozrieme na dalsie ID¢ko
v prvej postupnosti, a overime, Ze je (aspoil raz) aj na aktudlne skimanom mieste v druhej. Ak nie, nasli sme,
¢o hladdme. Ak 4no, mozeme v oboch postupnostiach preskocit vsetky jeho vyskyty a pokracovat dalej.

Ak pouzijeme efektivny algoritmus na triedenie, dostaneme usporiadané postupnosti v ¢ase O(mlogm +
nlogn). Nasledny prechod nimi a najdenie nezhody uz vieme spravit v linedrnom case.

Vicsina programovacich jazykov ma na efektivne triedenie knizni¢ni funkciu. Implementéacia tohto rieSenia
je potom velmi jednoduch4.

Listing programu (Python)

from sys import stdin
M, N = [ int(x) for x in stdin.readline () .split () ]
A = [ int(x) for x in stdin.readline() .split () ]
B = [ int(x) for x in stdin.readline().split () ]
A.sort ()
B.sort ()
a, b=20, 0
while A[a] == B[b]:
teraz = Alal]
while a<len(A) and Ala] == teraz: a += 1
while b<len(B) and B[b] == teraz: b += 1
print Ala]

Podobne efektivne rieSenie vieme spravit aj pomocou pokrocilych datovych struktar, ako napriklad uspo-
riadanej mnoziny (set), implementovanej pomocou vyvazovaného bindrneho stromu. Kto uz vie takého datové
struktury pouzivat, tomu sa body ziskava lahko:

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <set>

using namespace std;

int main() {
int M, N; cin >> M >> N;
set<int> deti;

while (M--) { int x; cin >> x; deti.insert(x); }
while (N--) { int x; cin >> x; deti.erase(x); }
cout << (*xdeti.begin()) << endl;

Najtazsie to mali programatori v Pascale, ktory tych uzitoénych kniznic zatial privela nepontka. Oplati sa
vediet, ze v dokumentécii FreePascalu sa d& ndjst aj stbor gsort.pp, v ktorom je implementované Sikovné
triedenie QuickSort. Ale kazdy dobry programator by mal aj sam vedief efektivne triedenie naprogramovat.
Ak to ty eSte nevie§, odporti¢ame ti navstivit nasu Liaheti (https://liahen.ksp.sk/), kde si mozes precitat
podrobny popis viacerych dobrych algoritmov.

V nasom pascalovskom programe sme implementovali triedenie HeapSort. Na triedenie teda pouzijeme Spe-
cidlnu stromovt datova Struktiru menom halda. V nej plati, Ze prvok v kazdom vrchole je vicsi ako jeho
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potomkovia. Z tejto vlastnosti vyplyva, Ze v koreni haldy bude vzdy uloZené najvicsie ¢islo. Pomocou haldy
vieme lahko usporiadat n prvkov v ¢ase O(nlogn) tak, ze vzdy najvicsi prvok z vrchu haldy vyberieme, ddme
ho na koniec pola a zvySok pola upraceme tak, aby dalej spliial vlastnost haldy.

Listing programu (Pascal)

program Vzorak;
const
MAX_N = 1000047;

var
A,B: array([0..MAX N] of longint;
n,m,i,pa,pb,id: longint;

procedure vymen(var a, b: longint);

var
temp: longint;
begin
temp:=a; a:=b; b:=temp;
end;

procedure heapsort (var A: array of longint; size: longint);

procedure prebubli(p: longint);
var
syn: longint;
begin
syn:=p%x2;
if syn<=size then begin
if (A[syn+l]>A[syn]) and (syn<size) then inc(syn);
if A[p] < A[syn] then begin
vymen (A[syn],A[p]);
prebubli (syn);

end;
end;
end;
begin
for i := size div 2 downto 1 do
prebubli (i) ;
for i := size downto 2 do begin

vymen (A[i],A[1]);
dec (size);
prebubli (1) ;
end;
end;

begin

readln (N, M) ;

for i := 1 to n do
read (A[i]);

for i := 1 to m do
read(B[i]);

heapsort (A, n)

heapsort (B, m)

7
7

pa:=1;

pb:=1;

while (pa<=n) and (pb<=m) do begin
id:=A[pal;

if (A[pal<>B[pb]) then begin
writeln (id);
break;
end;
while (A[pa]

id) and (pa<n) do inc(pa);
while (B[pb] ;

id) and (pb<m) do inc (pb);

end;
end.
vzorak napisal Raf
2. Zahrajme si! (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Kedze vyskusaf vietky mozné sposoby zahrania zadanej skladby by bolo prili§ zdlhavé, zamyslime sa nad
niekolkymi intuitivne spravnymi zasadami, ako hybaf rukou. V prvom rade fiou budeme hybat len vtedy, ak
z aktudlnej pozicie nedosiahneme na klaves, ktory chceme zahrat. A ked sa aj pohneme, bude to len o najmensiu
vzdialenost, ktori potrebujeme na dosiahnutie pozadovaného klavesu.

Nech potrebujeme stlacit kldves na pozicii p, pricom ruku mame poloZent na klavesoch z, x+1,...,z+£—1.
Potom ak sa kléves nachddza nalavo od = (teda p < z), tak Tavy koniec ruky treba posuntt na poziciu p a bude
na to treba prejst vzdialenost « — p. Ak sa klaves nachédza napravo od ruky (teda p > « + ¢ — 1), tak musime
ruku posunif tak, aby dany klédves bol na pravom okraji jej rozsahu. Lavy okraj ruky bude potom na pozicii
p — £+ 1 a prejdeme takto vzdialenost p — ¢+ 1 — z.

Ako ale ukdzat, ze tymto spdsobom nédjdeme skutocne optimélne rieSenie?
Vezmime si také optimélne rieSenie M, ktoré sa od toho nasho (ozna¢me ho R) lisi ¢o najneskor (maxima-
lizujeme poradové éislo noty, kvoli ktorej M po prvykrat vykond iny pohyb ako R). Ak st totozné, tesime sa.
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Inak sa bliZzSie pozrime na prvi nezhodu. Ruka je zatial v oboch rieseniach na rovnakej pozicii, no teraz sa
optimalne rieSenie pohne inak ako to nase. Rozoberme si moznosti:

e M sa pohlo (dolava alebo doprava), no R stoji na mieste. Z toho vyplyva, Ze ruka dosiahne na pozadovany
klaves. Upravme riesenie M tak, aby najprv stlacilo klédves az potom vykonalo tento pohyb. Dostaneme
tak riesenie M’, ktoré bude tieZ optiméalne, no od R sa lisi neskor — ¢o je v spore s volbou M.

R sa pohlo, no M stoji na mieste. Nemdze nastat — hybeme sa len vtedy, ked je to nutné.

M sa pohlo aj dolava, aj doprava — no toto je zjavny nezmysel.

M sa pohlo opa¢nym smerom ako R. Ako chce potom dosiahnuf pozadovany klaves?

M aj R sa pohli rovnakym smerom, no o roznu vzdialenosf. Oznacéme vzdialenosti, o ktoré sa pohli
jednotlivé riesenie, ako m a r. Zrejme plati m > r. Upravme M tak, aby sa najprv pohlo iba o r pozicii,
potom stlacilo pozadovany klaves, potom sa pohlo o zvySnych m — r pozicii a pokracovalo v pévodnom
plane. Dostaneme tak iné optimélne rieSenie M’, ktoré sa opéf lisi od R neskor, ¢o je v spore s volbou M.

Kazda z rozobranych moznosti nas doviedla do sporu, takze M = R a riesenie najdené nasim algoritmom je
optimalne.

Aka bude casova zlozitost nasho algoritmu? Kazd(i naditant notu spracujeme v konStantnom case, teda
dokopy dosiahneme zlozitost O(n). RieSenie s mensSou zlozitostou zjavne neexistuje, lebo uréite potrebujeme
aspon nacitat vstup. Pamitfova zlozitost bude O(1), lebo v kazdom kroku nédm staéi pamitat si konStantny
pocet udajov.

Este poznamka k implementéacii: Celkové vzdialenost, ktorti prejdeme rukou, méze presiahnut rozsah 32-
bitovej celo¢iselnej premennej, preto je potrebné pouzit v Pascale typ int64, resp. v C++ long long.

Listing programu (Pascal)

program klavir;
var n,k,1l,x,pozicia,vysledok:int64;
i:longint;

begin
readln(n,k,1);
pozicia:=0; vysledok:=0;
for i:=1 to n do begin
read (x) ;
if (x<pozicia) then begin
{ak je nota nalavo od ruky}
vysledok:=vysledok+pozicia-x;
pozicia:=x;
end
else if (x>pozicia+l-1) then begin
{ak je nota napravo od ruky}
vysledok:=vysledok+x— (pozicia+l-1);
pozicia:=pozicia+x-(pozicia+l-1);

end;
{ak je nota v rozsahu ruky, tak ruku neposuvame}
end;
writeln (vysledok) ;
end.
vzorak napisal Mio
3. Zahadné umenie (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Treba si uvedomit, Ze kazdy bod moze byt vrcholom trojuholnika pri pravom uhle. Navyse, ak je nejaky
bod A vrcholom pri pravom uhle, tak jeden zo zvysnych dvoch vrcholov trojuholnika musi mat rovnaka x-
ovil stradnicu a druhy musi mat rovnaka y-ovi stradnicu ako A (kedZe odvesny maji byt rovnobezné so
stradnicovymi osami). Takze pre kazdy bod A vieme vypocitat pocet trojuholnikov, v ktorych je A pri pravom
uhle. Mo6zZeme si totiz vybrat Iubovolny bod s rovnakou z-ovou stradnicou (okrem samotného A) a k nemu
lubovoIny bod s rovnakou y-ovou stiradnicou (samozrejme okrem A).

Nech p,. (k) je pocet bodov s z-ovou stradnicou rovnou & a p,(¢) je pocet bodov s y-ovou suradnicou rovnou
{. Potom pocet trojuholnikov s i-tym bodom pri pravom uhle vypocitame takto:

ti = (pe(s) — 1) - (py(yi) — 1)

Vysledny pocet bude sticet tychto hodnot pre vsetky body:

n
t:Zti
=1
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Treba este vypo¢itat p,(x) a p,(y) pre vietky hodnoty = a y. Jednoduchym spésobom je mat polia' PX[]
a PY[], ktoré si na zafiatku vynulujeme a pre kazdy bod (z;,y;) zvysime pocitadla PX[x,;] a PY[y;] o jedna.

Par slov k zlozitosti. Velkost stiradnicovej ststavy povazujeme za konstantu, takze v zlozitostiach ju ne-
budeme uvazovat. Kazdy bod najskor zapocitame do PX a PY a potom prenil spoditame pocet trojuholnikov
(v konstantnom ¢ase). Kedze mame n bodov, tak vyslednd ¢asova zlozitost je O(n). Potrebujeme si pamiitat len
po¢ty pre jednotlivé stradnice (¢o sme oznadili za konstantu) a jednotlivé body, ¢ize pamitova zlozitost bude
O(n).

Riesenia vo ¢ase O(n) mdzu dostat plnych 7 bodov, za ¢asovi zlozitost O(n?) najviac 5 bodov. Okrem toho
sa budu strhavat body za zlé odhady zlozitosti, horSiu pamétovia zlozitost alebo nedostatoény popis.

Listing programu (Pascal)

program zahadne_umenie;
var n, i : longint;
%X, y : array [1..100000] of longint;
PX, PY : array[l..100000] of longint;
ret : into64;
begin
readln( n );
{vynulujem pole pre suradnice}
for i := 1 to 100000 do begin
PX[1i] 0;
PY[1i] 0;
end;
for i := 1 to n do begin
readln( x[i], y[i] );
{zapocitam bod do pocitadla x-ovej suradnice}

PX[ x[i] ] := PX[ x[i] 1 + 1;
{zapocitam bod do pocitadla y-ovej suradnice}
PY[ y[i] ] := PY[ y[i] ] + 1;

end;

ret := 0;

for i := 1 to n do begin

{pripoc¢itam poclet trojuholnikov s i-tym vrcholom pri pravom uhle (vysledok
sa nemusi zmestit/ do 32 bitov)}

ret := ret + int6d(PX[ x[i] 1-1) % int64(PY[ y[i] 1-1);
end;
writeln( ret );
end.
vzorak napisal JaNo
4. Zavody korytnaciek (max. 10 b za popis, 5 b za program)

Ked chceme naprogramovat nieco rychle, moze nam pomdct uvedomit si, kde viaznu pomalé rieSenia. V tomto
priklade sti pomalé rieSenia také, ktoré sa v kazdom tahu dotkni vSetkych korytnadiek, ktoré sa maji presunit
— teda pre kazda korytnacku, ktora sa v tahu prestva, musia zmenif nejaké hodnoty vo svojich datovych
struktarach.

KedZe v kazdom fahu sa modzu presuntut obrovské mnoZstva korytnadiek, znamend to obrovské mnoZstvo
operécii, comu sa chceme vyhnt.

Vzorové rieSenie, ktoré sa pokusime najst, moze v kazdom fahu upravit len zopar hodnot bez ohladu na to,
kolko korytnaciek sa prestva.

Tym padom si musime najst nejakt vlastnost, ktord sa pri presunoch skoro vobec nemeni. Napriklad si
sktisme pre kazdu korytnacku pamétat iba to, ktora korytnacka je hned pod tiou, pripadne ktoré policko je hned
pod tiou. Mo6zeme si vS§imnit, Ze v jednom tahu sa tdto hodnota zmeni len pre jednu jedint korytnacku — t1,
ktorou hybeme. Ostatné korytnacky budi mat pod sebou stéle to isté.

Ostéva nam vyriesit zopéar veci na zéver.

Pokial prestivame korytnacku, potrebujeme vediet, ktora korytnacka bude pod fiou po presune. Samozrejme,
bude to vrchné korytnacka cielového policka. Poli¢ko sice pozndme, ale korytnacku na jeho vrchu bohuzial nie.
Preto si budeme pre kazdé policko pamiitat najvrchnejsiu korytnacku (alebo nieco Specidlne, ak je policko
prazdne).

Tato hodnota sa v kazdom tahu zmeni najviac dvom polickam, ¢o je stale dobre. Na zacdiatku teda povieme
kazdej korytnacke, ktora korytnacka/policko je pod fiou.

Nasledne spravujeme vSetky tahy. Spracovanie jedného fahu spociva v presmerovani troch $ipok. Dvom
polickam sa zmeni najvrchnejsia korytnacka a jednej korytnacke sa zmeni korytnacka, ktora je pod nou. Lepsie
to asi znazorni nasledovny obrazok, nalavo je povodny stav, napravo je stav po tom, ako sa 5 zltych korytnaciek
presunie na 4 modré.

1Fajndmekri mohli pouzit hashovanie, ale v tomto priklade sa to nevyzadovalo, ani za to neboli body navyse.
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Jeden tah nés stoji ¢as O(1).
Na konci iba pre kazdé policko prejdeme korytnacky od hornej az dolu a vypiSeme ich v poradi zdola hore.
Dokopy cely algoritmus spravi O(K + P + T') krokov a jeho pamiitova zlozitost je O(K + P).
Mimochodom, skuste sa zamysliet, pre¢o na vstupe nebolo len ¢islo korytnacky a o kolko sa mé posunit,
hoci tymto je tah jednoznaéne uréeny. Co by sa stalo, keby sme vam policko, na ktorom korytnacka je, nezadali?
S tymto stvisi aj zaujimavost tohoto prikladu, Ze na vyrobu vstupov k tejto tilohe bol pouzity zlozitejsi a rddovo
pomalsi program ako na rieSenie.

Listing programu (C++)

#include<cstdio>

#include<algorithm>

#include<stack>

using namespace std;

#define For (i, n) for(int i = 0; i<(n); ++1)
#define MAXN 500047

// prvych K prvkov je pre korytnacky,

//od MAXN vys$sie je zapamdtand hornd korytnacka pre policko
int pod[2xMAXN];

int K,P,T,a,b,ktora, odkial, kolko, kam, horna;

stack<int> vystup;

int main() {
scanf (”%d%dsd"”, &K, &P, &T) ;
// nastavime pole ’pod’
For (i,P) pod[MAXN+i] = MAXN+i;
a = MAXN;
For (1,K) {
b = a;
scanf (”%d”, &a);
podla]l = Db;

}
pod[MAXN] = a;
// T tahov
For (i, T) {
scanf (”%d%d%d”, &ktora, &odkial, &kolko);
odkial--;
kam = odkial+kolko;
// presSipkujeme
horna = pod[MAXN+odkiall;

pod[MAXN+odkial] = pod[ktoral;
pod[ktora] = pod[MAXN+kam];
pod[MAXN+kam] = horna;

}
// vypis vystupu
For (i, P) {
// aby bol vystup v opacnom poradi, nahddzeme ¢&isla do stacku a povyberdme
ktora = pod[MAXN+i];
while (ktora<MAXN) {
vystup.push (ktora);
ktora = pod[ktoral;
}
printf (”%d”,vystup.size());
while (!vystup.empty()) {
printf (”.%d”,vystup.top());
vystup.pop () ;
}
printf (”\n”);

opravovalo sa samo, vzorak napisal MiSoF
5. Oko kukne, oko vidi (€ast prva) (max. 0 b za popis, 16 b za program)

Bez dlhého okumiania podme rovno na riesenie jednotlivych poduloh.

1. Riadky, v ktorych je druhé pismeno ,a“.

Tento regularny vyraz je velmi jednoduchy: chceme vidiet zaciatok riadku, fubovolny znak a znak ,a“.
Riesenim je teda vyraz ,~.a“.
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2. Riadky, v ktorych sa pismeno ,a“ nevyskytuje vobec.

Ako vyzeraju takéto riadky? Od zaciatku az po koniec st tam samé znaky odlisné od ,a“. Toto v reci
regularnych vyrazov zapiseme napriklad nasledovne: ,,~ [“a]*$“.

3. Riadky, v ktorych sa pismeno ,a“ vyskytuje asporn 3X.

V takomto riadku niekde mame ,,a*, potom Iubovolne vela znakov, potom druhé ,a“, opif Tubovolne vela
znakov, a na koniec tretie ,,a“. Dostavame teda nasledovny vyraz: ,a.*a.*a“.

Tu uz zacdina byt pekne vidiet, v ¢om je sila regularnych vyrazov. My nemusime pisat Ziadne cykly, ktoré
nieco rataju a kontroluji. Len popiSeme, ¢o chceme néjst, a nechdme program (resp. pri inych pouzitiach
regularnych vyrazov kniznicu), nech dant vzorku najde, pripadne overi, Ze sa v danom riadku nenachédza.

(Inym rieSenim bolo namiesto ,,.“ pouzit ,,[~a]“. Takto by sme nasli tri po sebe idice vyskyty ,a“.)

4. Riadky, v ktorych sa pismeno ,a“ vyskytuje presne 3x.

Teraz uz opit musime kontrolovat cely riadok. Nestaci predpisat, Ze sa v iom trikrat vyskytne ,a“, potre-
bujeme aj $pecifikovat, Ze vSetky ostatné znaky sa od ,a*“ liSia. RieSenie: ,~[~al*a[~al*a[~al*a[~a]*$“.
Regulérne vyrazy tiez umoziiuji aj Specifikovat, Ze sa konkrétna vzorka mé opakovat presne dany po-
Cet rdz. Toto rozsSirenie sme v zadani sice nepopisali, ale kto sa pustil do studia, urcite ho objavil,
a tak mohol napisat aj strucnejSie rieSenie. Napriklad takéto: ,~([~al*a){3}[~al*$“. Alebo takéto:

»~ ([~al*al~al*){3}$“.

5. Riadky, v ktorych niektoré slovo za¢ina pismenom ,a“ alebo ,A“.

Tu sa dalo pouzit dalsie dva syntaktické prvky popisané v zadani: Specidlny znak pre hranicu slova a
logicky or. Riesenie: ,\ba|\bA“. Pripadne to ide aj bez logického or-u: ,\b[aA]“.

Ak si nie sme isti prioritami operatorov, ni¢ nepokazime zatvorkami. Fungovalo by teda aj nasledovné:

»(\ba) | (\bA)“.

Pozor ale na konstrukciu typu , [~a-zA-Z0-9_] [aA]l“! T4 totiz zlyhd, ak je hladané slovo na tplnom
zaciatku riadku. To potom treba dodatoc¢ne oSetrif. Touto cestou sa teda dopracovat k rieseniu da tiez,
ale je komplikovanejsie: ,,["a-zA-Z0-9_] [aA] |~ [aA]“.

6. Riadky, v ktorych st aspon dva znaky a prvy znak je rovnaky ako posledny.

Tu prvykrat pouzijeme spitna referenciu. Na zaciatku riadku si znak oznacime a na konci riadku budeme
pozadovat ten isty znak: ,~(.).*\1$“.

7. Riadky, v ktorych sa niektoré slovo zopakuje.

Tu uz ide do tuhého. Potrebujeme si oznacit nejaké slovo a potom vyzadovat, aby sa niekedy neskor
zopakovalo. Skiisme najskor napisat vzorku, ktorej bude zodpovedat Iubovolné jedno slovo.

Prvy pokus by mohol vyzeraf nejak takto: ,\b.*\b“. Hranica slova, lubovolne vela znakov, dalSia hranica
slova. V ¢om je problém? Je ich tam hned viac. Prvym problémom je, Ze aj nula je Tubovolne vela. Tejto
vzorke teda zodpoved4 aj prazdny retazec na hranici slova.

Tak druhy pokus: ,\b..*\b* (teda najskor ,bodka“, potom ,bodka s hviezdickou“). Takto si vynatime,
Ze vnutri vo vzorke je aspon jeden znak. Ani toto vSak eSte nie je ono — totiz tejto vzorke bude zodpovedat
napriklad aj tisek tvaru ,koniec slova, medzera, zaciatok slova“.

Pouceni z krizového vyvoja to uz radSej napiSeme explicitne — hranica slova, aspon jeden znak tvoriaci
slovo, hranica slova: ,\b[a-zA-Z0-9_] [a-zA-Z0-9_]*\b“.

Opit plati, ze kto si pozrel viac syntaxe, vedel to isté zapisaf aj struc¢nejsie. Napriklad mézeme pouzit
namiesto kvantifikdtora * kvantifikdtor + (lubovolne velakrat, ale aspon raz).

Teraz uz sme takmer hotovi. Vieme napisat vzorku pasujicu na Iubovolné slovo, tak si ju teda ozna¢me.

Nasledne povolime Tubovolne vela znakov a potom budeme vyZzadovat zopakovanie refazca, ktory vzorke
zodpovedal: ,\b([a-zA-Z0-9_1+)\b.*\1.

Takmer spravne, ale eSte to nie je ono. TotiZ takyto reguldrny vyraz vieme napriklad nédjst aj v riadku
spes spestrel“. A uz je jasné, kde je pes zakopany — zabudli sme eSte pozadovat, Ze aj okolo druhého
vyskytu musia byt hranice slova.

Spréavne rieSenie teda vyzera napriklad nasledovne: ,\b([a-zA-Z0-9_]1+)\b.*\b\1\b".
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8. Riadky, v ktorych sa vyskytuje (mozno aj 1-znakové) slovo zac¢inajice aj konciace tym istym znakom.

Tu rozlisime dve moZnosti: bud mé dané slovo aspoii dva znaky, alebo m4 prave jeden znak. Jednoznakové
slova zjavne vyhovuju vsetky. No a u viacznakovych skombinujeme techniky z predchadzajicich tuloh:
oznacime si prvy znak slova a budeme vyzadovat, aby sa mu posledny rovnal.

Vysledok moze vyzerat nasledovne: ,,\b([a-zA-Z0-9_]) [a-zA-Z0-9_]*\1\b|\b[a-zA-Z0-9_]\b*.

A to uz je naozaj vSetko. Nabudice sa mozete tesit na prikaz sed — nebudeme uz len vyhladéavat, ale aj
nahradzat.

vzorak napisal Zaba
6. Odmena za lenivost (max. 13 b za popis, 7 b za program)

Pri problémoch ako tento je velmi dobré mat k dispozicii vhodny arzendl uz predpripravenych veci, ¢o
nam neposkytuju vsetky jazyky. Napr. Pascal je dost obmedzujici. Preto je v stfaznom programovani dobré
ovladat C++ a niektoré néstroje, ktoré poniika. Samozrejme to nie je podmienka, vSak aj samotny tourist?
riesi niektoré sutaze v Delphi.

Podme sa teraz vrhnut na rieSenie, kde si ukdZeme, ktoréze to datové struktury st také ndpomocné a ako
ich spravne pouzivat.

Prvé pozorovania

Pozrime sa na to, ako sa da pre dany tsek dlzky ¢ zistif maximalna hodnota, ktort vie dosiahnuf v absolitnej
hodnote, ak mozeme najviac k ¢isiel prendsobit —1. Délezité je, ze mdZzeme zmenif znamienko aj menej ako k
¢islam. To znamend, Ze kazdému prvku tseku staci zmenit znamienko najviac raz (kedze (—1) - (—=1) = 1).

Maximalizovat stucdet tseku v absoltitnej hodnote znamend bud maximalizovat sudet, alebo minimalizovat
sucet. Pre rozne tseky sa moze oplatit odlisna stratégia, vzidy preto vyskiSame obe. Ak sa napriklad snaZime
stcet tiseku minimalizovat, uréite nebudeme menit znamienko zadpornym ¢islam v tomto tseku — tym by sme
si len poskodili. Najradsej by sme boli, ak by sa ndm podarilo zmenit znamienko vsetkym kladnym hodnotam.
V pripade, Ze ich je viac ako k, uprednostnime k najvicsich kladnych éisiel, kedZe ich zmena na zaporné nam
pomodze najviac. Druhd moznost, v ktorej sa snazime stcéet tiseku maximalizovat, vyzerd analogicky.

Nech je teda stcet tseku s, sucet k najmensich zapornych cisiel s_ a sticet k najvacsich kladnych s . Potom
v absolutnej hodnote najviacsi dosiahnutelny sucet tohto tseku je max(|s — 2s_|,|s — 2s|). VSimnime si, Ze
nestadi pozriet sa len na znamienko ¢&isla s a podla neho sa rozhodnif o spravnej stratégii. Napriklad pre tsek
(100, —1,—2,—3) a k = 1 vieme dosiahnut sicet 106, len ked zmenime 100 na zaporné ¢islo — aj ked je s kladné.

Magické krabicky

Ked prechadzame postupne vietky stvislé tseky dlzky ¢, tak dva po sebe idice tuseky sa od seba velmi
nelisia — jedno ¢islo pribudne a druhé odbudne. Nacdo teda zahadzovatf vSetky informécie ¢o uz mame, staci ich
len nejak vhodne upravit. Co si vlastne potrebujeme pamsitat?

Urcite sucet celej postupnosti. To vSak nie je velky problém. Vzdy len pri¢itame nové éislo a od¢itame staré.
Ale tiez potrebujeme stcet k najmensich a k najvicsich éisiel. (Nebudem to vzdy pisat, ale samozrejme myslim
najmensie len zo zédpornych a najviicsie len z kladnych. A ked ich bude menej ako k, vezmeme vSetky.) Tu vSak
uz nestaci pamitat si len ten stcet, lebo by sme ho nevedeli menit. Potrebujeme totiz vediet zistit, ¢i to &islo,
ktoré odbudlo/pribudlo, ndhodou nepatri medzi tych & vybrangch.

Musime si preto pamiitat aj to, ktoré konkrétne ¢isla st momentéalne medzi k najmensimi/najviac¢simi. Pred-
stavme si zatial teda, Ze mame ¢arovnua krabicku, do ktorej vieme &isla vkladat, vyberat ich, a ktorej sa vieme
pytat na sicet k najmensich/najviésich éisiel v nej. Aby sme toho nechceli vela, tak budeme mat jednu krabicku
pre kladné a druht pre zaporné disla.

RieSenie je teraz uz velmi priamodiare. Najskor prejdeme prvych £ prvkov, pricom si zapamitdme ich stucet
a jednotlivé &isla vlozime do spravnych krabiciek. Teraz uz len budeme robit nasledovné. Podla vzorca vyssie
zistime v absolitnej hodnote maximdlny stcet tohto tseku. Priddme dalsie ¢islo v poradi (teda ¢islo na pozicii
£+ 1) a odoberieme prvé ¢islo (a prislusne upravime krabicky). Takto dostaneme tusek, ktory je dalsi v poradi
a tento postup moézeme opakovat az po posledné ¢islo. Medzitym si samozrejme budeme pamitat maximum
z doteraz videnych vysledkov a to vypiSeme ako odpoved.

Stacéi uz len implementovat magické krabicky. Tie buda obsahovat nasledovné veci:

e sidet najmensich/najvicsich k ¢isiel (zélezi od toho, v ktorej krabicke to je)

2@enadij Korotkjevi¢, najuspesnejsi ucastnik Medzinarodnej olympiady v informatike
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e mnozinu® tychto k é&isiel
e mnozinu zvysSnych Cisiel patriacich do tejto krabicky

Teraz vieme velmi lahko riesit poZziadavky na celd krabicku (povedzme, Ze pre t s kladnymi éislami a maxi-
mom, t4 druhd bude fungovat analogicky). Ked priddme nové ¢islo, vlozime ho najprv do prvej mnoziny. Ak sme
tymto krokom presiahli jej velkost k, najmensie z ¢isiel v nej presunieme do druhej mnoziny. Popri tom si este
udrziavame spravnu hodnotu stétu éisiel v prvej mnozine. Ked chceme nejaky prvok odstranit, tak sa pozrieme
do oboch mnoZin a z jednej ho odstranime. Ak ndm tymto klesla velkost prvej mnoziny pod k a druhd mnoZzina
je neprézdna, presunieme najviacsi prvok druhej mnoziny do prvej (a upravime jej sicet). A ked chceme zistit
sucet k najviacsich kladnych &isiel, staci sa pozrief na hodnotu, ktoré si pamétame.

Uz sme si povedali celtt myslienku tejto tlohy. Poslednou otvorenou otézkou zostalo, ako efektivne simulovat
tie mnoziny. AvSak ti, ¢o poznaju carovné slovicko set a vedia ho aj pouzivat, by teraz uz mali matf presni
predstavu o tom, ako bude vyzeraf rieSenie — preto mozu preskocit nasledujicu pasaz. A my ostatni sa podme
vrhnit do sveta binarnych vyhladévacich stromov.

Binarne vyhladavacie stromy

Strom je datova struktura na ukladanie prvkov, ktord naozaj vyzera ako taky strom, len rastie opaénym
smerom. Sklad4 sa z vrcholov a ukazovatelov. Vrcholy, do ktorych veda ukazovatele z vrcholu v, nazyvame jeho
synmi a on im je otcom. Vrcholy, ktoré na ni¢ neukazuja, su listy. Na vrchu stromu je takzvany koren, ¢o je
jediny vrchol, do ktorého nevedie ziaden ukazovatel. Do ostatnych vrcholov vedie prave jeden ukazovatel a kazdy
vrchol moze ukazovat na lubovolny pocet injch vrcholov. Pri bindrnom strome moZe ukazovat na najviac dva
iné vrcholy, pri¢om rozlisujeme medzi pravym a Tavym synom. V kazdom vrchole navyse moze byt uchovana
nejakéd hodnota.

Teraz by sme chceli pouzit bindrny strom na ukladanie prvkov. MoZeme samozrejme do kazdého vrcholu
umiestnif jeden prvok, ale aby to nestratilo vyznam a nestal sa z toho len divny sp4jany zoznam, potrebujeme to
spravit nejak systematicky. Najcastejsie sa binarne vyhladdvacie stromy pouzivaji na ukladanie ¢isiel, vysvetlime
si to teda na nich. Prvky budeme ukladat tak, Ze pre kazdy vrchol v plati, Ze v jeho pravom synovi a v jeho
prvky mensie ako prvok vo v.

Podme sa teraz pozriet na to, ako vieme do takéhoto stromu prvky priddvat, odoberat a zistovat, ¢i sa v
fom nachédzaji. Posledna operécia je najlahsia. Chceme zistif ¢ sa prvok z nachddza v nasom strome (teda v
nasej mnozine ¢isiel). Za¢nime tak, Ze sa pozrieme na prvok v koreni. Ak je to z, tak mozeme skoncéit a povedat
»ano“. Ak je x mensie ako ¢islo v koreni, tak vieme, ze x sa modze nachédzat len nalavo od korena. V opa¢nom
pripade sa x moéZe nachédzat len v pravom podstrome. Tento postup opakujeme na vhodnom podstrome aZ
dovtedy, kym x nendjdeme (alebo ndm zostane prazdny podstrom — vtedy sa & v naSej mnozine nenachédza).

Pridanie prvku je velmi podobnd operacia. Postupom popisanym vyssie bud zistime, Ze x sa uZ nachadza
v strome, alebo najdeme miesto, kde by sme x ocakavali, ale uz tam ni¢ nie je. Toto bude teda miesto, kam
vlozime novy vrchol.

Najzlozitejsie je odstranif prvok zo stromu. Toto si treba rozdelit na tri pripady.

1. Vrchol, ktory chceme odstrénit, je list. Ni¢ ndm v tom nebréni, takZze ho odstranime.
2. Vrchol v ma jedného syna u. Odstranime vrchol v a vrchol u bude odteraz synom otca vrcholu v.

3. Vrchol v mé oboch synov — lavého [ a pravého p. V pravom podstrome najdeme najmensi prvok ¢ (staci,
7e od vrcholu p pdjdeme dolava, kym sa bude dat). Prvok ¢ odstranime podla druhého pravidla. Vrchol
v nahradime vrcholom gq.

Teraz uz vieme robit vSetky tri operacie, ktoré vyzaduje nasa mnozina. Otézkou zostéva, ako je to efektivne.
Pri kazdej operacii ideme z koreiia stale dodola, to znamené, %e najviac navstivime h vrcholov, kde h je hibka
stromu (t.j. najdlhsia cesta z korefia k nejakému listu). Kazdt operaciu teraz vieme vykonat v ¢ase O(h).
Akt hibku viak méze maf bindrny strom s n vrcholmi? Bohuzial, moze to byt ¢okolvek medzi logn a n. Sice
vykonavat tieto operacie v O(logn) by bolo super, O(n) je uz privela. Existuju sice sposoby, ktoré zarucia
vykonévanie tychto operacii v O(logn), avSak ich implementécia je trosku néroc¢nejsia. Nastastie C++ to robi
7a nas.

Set

3Prvky sa budt méct v nasich mnozinach opakovat. V skutoénosti teda pojde o multimnoziny.
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V C++ je uz naimplementovany takyto vyvazovany vyhladavaci strom (t.j. jeho hibka je vidy O(logn))
s ndzvom set a jeho pouzitie je velmi jednoduché. Ukézme si teda zékladné funkcie, ktoré tato strukttra pozna.

Listing programu (C++)

#include <iostream>
#include <set>
using namespace std;

int main () {
set<int> S;
S.insert (2); S.insert (10);
S.insert (=5); S.insert (47);

int a=S.size();
set<int>::iterator it=S.begin();

for (;it!=S.end(); it++) {cout << *xit << endl;}
if(S.find(7)==S.end()) cout << "Prvok_sa_v_sete_nenachadza.\n";
else cout << ”Prvok.tu.je.\n”;

S.erase (47);

S.erase (S.begin());
S.erase(S.begin(),S.find(10));
S.lower_bound(15);

S.upper_bound (1) ;

multiset<int> M;

M.insert (2); M.insert (2);

M.insert (15); M.insert (15);

M.erase (2);

M.erase (M.find (15));

Tento ktisok kédu je zéroven rychlym prehladom najpouzivanejsich funkcii. Samozrejme, vsetko sa dé vygo-
oglit, ale rad by som zvI4st upozornil na par zékernosti. Prvym par riadkom by nemal byt problém porozumiet.
Najskor vyberieme spravnu kniznicu, ktora nasu Struktiru implementuje, v tomto pripade <set>. V prvom
riadku funkcie main si potom zadefinujeme, ako sa bude nés set volat a aké hodnoty bude obsahovat (tu sa me-
dze nekladi, zbehne vsetko cez inty az po dalSie sety — naozaj mat v kdde set<set<int> > je ovela Castejsie,
ako by ste si mysleli). Nasledne funkcia insert () dontho vklada prvky a funkcia size() vracia pocet prvkov,
ktoré sa v niom nachéadzaju.

Zaujimavé to vSak zacéina byt v riadku s magickym slovom iterator. Iterator je takd magicka Sipka, ktora
ukazuje na nejaky prvok setu. Tato Sipka sa d4 aj posuvat, ale len pomocou inkrementétora ++ a dekrementéatora
—-. Také zakladné iteratory, ktoré STL implementuje, st begin() a end (). Funkcia begin() vracia iterator na
zaciatok setu, teda na jeho prvy prvok. Funkcia end () vracia iterator na koniec setu, teda za posledny prvok,
preto si dajte pozor, aby ste sa nepytali na jeho hodnotu (v lepSom pripade vdm len vréti hlapost).

Prvky v sete st uskladnené utriedené v poradi, preto cyklus v tomto programe vypise prvky, ktoré som do
setu vlozil utriedené od najmensieho po najvacsi. Vsimnite si, Ze k hodnote prvku, na ktory ukazuje dany iterator,
sa pristupuje cez symbol *. Za zmienku tiez stoji, Ze iteratory sa daji porovnévaf, priom sa neporovnava
hodnota, na ktort ukazujui, ale miesto v pamiiti, kam smeruja. Preto funguje v cykle podmienka it!=S.end ().
Iterator sa bude zvySovat, az kym nedosiahne koniec setu.

Dalsie funkcie st o dost vyuzivanejsie. Funkcia find (x) vracia iterator na prvok s hodnotou x. Ak sa taka
hodnota v sete nenachadza, vrati iterator na koniec, teda end(). Prikaz erase() sltzi na mazanie prvkov.
Ako parameter si berie bud hodnotu, ktortt mé zmazat, alebo iterator na prvok, ktory mé zmazat. Ked dostane
erase() ako parametre dva iteratory, vymaze vSetky prvky od prvého iteratora vratane az po druhy iterator
(ten vsak nezmaze). Funkcia lower_bound(x) vracia iterdtor na prvy prvok s hodnotou rovnou alebo vicsou
ako hodnota x; funkcia upper_bound (x) na prvy prvok s hodnotou vicsou ako x.

Ako taky ma vSak set jedno obmedzenie — kazdd hodnota sa v flom modze nachddzat najviac raz. Ak by
mal do seba vloZit hodnotu, ktord sa v iom nachadza, jednoducho toto vloZenie ignoruje. V nasej tilohe vSak
potrebujeme mat moznost uskladnif aj viacero rovnakych hodnot, nikde totiz nie je povedané, Ze sa to nestane.
Preto musime pouzif rozSirenie a tym je multiset<>. multiset je implementovany v rovnakej kniznici ako
set, pouziva tie isté funkcie, akurdt vie v sebe obsahovat viacej rovnakych hodnot. Existuje vSak jeden detail,
na ktory si musite pri programovani daf pozor. A to na funkciu erase(). Ked dostane erase ako vstupny
parameter konkrétnu hodnotu x, vymaze vSetky prvky s touto hodnotou. Avsak, ked jej date ako parameter
iterator, vymaze len jeden konkrétny prvok. Preto na vymazanie len jedného prvku nejakej hodnoty, pouzite
najskor funkciu £ind (), ktora vam vrati iterator len na jeden prvok.

Zaujimavou otézkou je, ako rychlo su tieto funkcie vykonédvané. Vdaka tomu, ze set je implementovany ako
vyvazovany bindrny strom, jeho hibka sa privelmi nelisi od logaritmu poétu prvkov, preto st funkcie find(),
erase(), insert (), lower_bound() a upper_bound() spracované s ¢asovou zlozitostou O(logn).

Zaver

Teraz by sme uz mali presne vediet, aké datové struktary chceme pouzit a aj to, ako ich pouzit. Poslednou
otvorenou otazkou je ¢asova a pamiitova zlozitost. Pamitova bude O(n), kedze v najhorsom pripade (ked ¢ = n)

strana 9 z 16 http://ksp.sk/



si musime pamiitat vietky informéacie zo vstupu. Casovéa zlozitost je O(nlogn), lebo kazdy prvok raz vlozime
a raz vyberieme z naSich setov, ¢o zaberie konStantny pocet setovych operacii, z ktorych kazda trva O(logn).

Tymto vzordk kondi, ja sa 1éim a vy, ktori ste tto tlohu nevyriesili pocas série, ste si snad odniesli nejaké
nové informéacie a mozete si skusit tiato lohu nesifazne naprogramovat.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <iostream>
#include <algorithm>
#include <vector>
#include <set>
#include <queue>
using namespace std;

typedef long long 11;

int main() {
int n,len;
scanf ("%d.%d.", &n, &len);
vector<int> A; A.resize(n+l);
A[0]=0;
for (int 1i=0; i<n; i++) {
scanf ("%d.”, &A[1+1]);
}
int k;
scanf ("sd.”, &k);
multiset<int> Z,K;
multiset<int> Z1,K1;
//napln prvy krat
11 suc=0;
for (int i=0; i<len; i++) {
if (A[1]<0) Zl.insert(A[i]);
else Kl.insert (-A[i]);
suct+=A[1];
}
11 sucz=0, suck=0;
while (Z1.size () !=0 && Z.size() !=k) {sucz-=%Z1l.begin()
while (Kl.size () !=0 && K.size() !=k) {suck-=%Kl.begin/()
//prechadzaj cez prvky
11 vys=011;
for (int i=len; i<=n; i++) {
//odstranim posledny
if (A[i-len]<0) {
int x=A[i-len];
suc-=x;
if(z1.find(x) !=Z1.end()) {
Zl.erase(Z1l.find(x));

Zl.erase(Zl.begin())

Z.insert (- (xZ1.begin())) )
Kl.erase (Kl.begin())

i i it
; K.insert (- (¥Kl.begin())); il

} else {
sucz+=x;
Z.erase(Z.find (-x));
while (Z1l.size()!=0 && Z.size()!=k) {
sucz-=%Z1.begin();
Z.insert (- (xZ1.begin()));
Z1l.erase(Z1l.begin());
}
}
}
else {
int x=A[i-len];
suc-=x;
if(Kl.find(-x)!=Kl.end()) {
Kl.erase (Kl.find(-x));
} else {
suck-=x;
K.erase (K.find(x));
while (Kl.size () !=0 && K.size() !=k) {
suck—=xK1l.begin () ;
K.insert (- (*Kl.begin()));

Kl.erase (Kl.begin());
}

}

}

//pridam novy

if(A[i]<0) Zl.insert(A[i]);

else Kl.insert (-A[i]);

suct+=A[1];

if(Z.size () !=0) {
Zl.insert (- (*Z.begin()));
sucz-=%Z.begin () ;
Z.erase(Z.begin());

}

if(K.size() !=0) {
Kl.insert (- (x*K.begin()));
suck-=xK.begin () ;
K.erase (K.begin());

}

while(Z1l.size () !=0 && Z.size() !=k) {
sucz-=%Z1l.begin () ;
Z.insert (= (*Z1.begin()));
Zl.erase (Z1l.begin());

}

while (Kl.size()!=0 && K.size () !=k) {
suck-=%K1l.begin () ;
K.insert (- (¥*Kl.begin()));
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Kl.erase (Kl.begin());
}
vys=max (vys,max (abs (suc+2*sucz) , abs (suc—-2#*suck))) ;
}
cout << vys << endl;
return 0;
}

vzorak napisal Usdamec
7. Obodované preteky mravcov (max. 12 b za popis, 8 b za program)

Ked sa poriadne zamyslime nad tym, ako sa boduju jednotlivé cesty mravcov, tak zistime, Ze zadanie chce,
aby sme nasli k-tu lexikograficky najmensiu cestu z jedného rohu do druhého.

Myslienka vzorového riesenia je pomerne jednoducha. Pre kazdé policko (4, 7) si najprv predpocitame hodnotu
C¢, j], ktord ndm hovori, kolko ciest vedie z tohoto policka do ciela (pravého dolného rohu). Ako tito hodnotu
spocitat si ukdzeme neskor. S pouzitim tychto hodnét vieme nasu cestu generovat pomerne priamodiaro. Nech
hladané poradie cesty je p a stojime na policku (y,z). Skisime sa pohnit dole a pozrieme sa na hodnotu
Cly+1,z]. Ak Cly + 1, z] > p, tak tymto smerom vedie dostatocne vela ciest a pohneme sa smerom nadol. Ak
naopak Cly + 1, z] < p, tak ciest smerom dolu je malo a musime sa pohnit doprava. Zaroveil po tomto pohybe
si znizime hodnotu p o Cly + 1, z] (lebo tolkoto ciest viedlo smerom nadol, kde sme nesli). Tymto spdsobom
vieme v ¢ase O(r + ¢) najst jednu cestu. A vSetky cesty v ¢ase O(q - (r + ¢)).

Ako spocitat hodnoty C[i, j]? Toto bude celkom jednoduchad dynamika. Je jasné, ze Clr —1,c¢—1] =1 (lebo
z konca do konca mame prave jednu cestu). Zaroven pre vsetky y > r a x > ¢ plati Cly,j] = C[z,i] = 0
(spoza okraja mame 0 ciest do ciela). Ak na policku (i,7j) je prekdzka, tak C[i,j] = 0. VSeobecnii hodnotu
C¢, j] spocitame velmi jednoducho. Z daného polic¢ka sa mdzeme pohniit bud dole alebo vpravo a teda C[i, j] =
Cli+1,4] 4+ C[i, j + 1]. Toto vieme dvoma cyklami v sebe celé spocitat v ¢ase O(rc).

Este je tu jeden problém. Cisla v matici C mézu byt celkom velké. Na druhej strane poloZené otdzky
obsahuju este pomerne malé ¢isla. Z toho nam vyplyva, Ze si nemusime pamétat konkrétne hodnoty v matici,
pokial s dané é&isla prilis velké. Jednoducho ak hodnota spocitaného ¢isla prekroéi istti hranicu (medzi 107
a tym, ¢o znesie 64-bitové éislo, je stale velkd medzera), tak si poznac¢ime, Ze toto ¢islo je prilis velké (potom
treba nezabudnif, Ze velké éislo + hocijaké ¢islo je stéle velké ¢islo). V rozumnych programovacich jazykoch sa
toto riesi tak, Ze si vytvorime vlastny typ a dodefinujeme mu potrebné operatory.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
#include <vector>

using namespace std;
#define BIG 20000000000000000011

class bint {
public:
long long num;
bool big;

bint (long long x) : num(x), big(false) {
Check () ;
}

bint () : num(0), big(false) {
}

void Check () {
if (num > BIG) big = true;
}

bint operator=(long long x) {
num = Xx;
Check () ;
return xthis;
}
i

bint operator+ (const binté& a, const bint& b) {
if (a.big) return bint (BIG+1);
if (b.big) return bint (BIG+1);
return bint (a.num + b.num);

}

bint operator-(const bint& a, const bint& b) {
if (a.big) return bint (BIG+1);
if (b.big) return bint (BIG+1);
return bint (a.num - b.num);

}

bool operator<(const bint& a, const bints& b) {
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if (a.big) return false;
if (b.big) return true;
return a.num < b.num;

}

int mat[1010][1010];
bint dyn[1010][1010];
bint g[1010];

int R, C, Q;

int main() {
scanf (”%d.%d.%d”, &R, &C, &Q);
for (int i = 0; 1 < R; 1i++)
for (int j = 0; j < C; J++)
scanf (”%d”, &mat[i]l[J]);

for (int i = 0; 1 < Q; 1i++) {
long long a;
scanf (”%11d"”, &a);

qli] = a;
}
dyn[R-1] [C-1] = 1;
for (int i = R-1; 1 >= 0; 1i--) {
for (int j = C-1; j >= 0; j—-) {
if (i == R-1 && j == C-1) continue;
if (mat[i][j] == 1) continue;
dyn[i][3] = dyn[i+1][3] + dyn[i] [§+1];

}
}

for (int i = 0; 1 < Q; i++) {
if (dyn[0][0] < q[il) {
printf ("neexistuje\n”);
continue;
}
int x = 0, y = 0;

while (x != Cc-1 || y != R-1) {

if (dyn[y+1][x] < g[i]) |
qlil = gqli] - dyn[y+1][x];
x++;
printf ("P”);

} else {
y++;
printf (”D”);

}
}
printf (”\n”);

i vzorék napisal Bob
8. Obdlznikové peciatky (max. 10 b za popis, 15 b za program)

Hrozi, Ze v tomto vzoradku budem vo velkej miere pouzivat pismenké sddzané kurzivou a int chrobaé, preto
sa zide pripravit sa na to hned na zaciatku.

DIi7ku retazca x budem oznacovat tradi¢éne |z|, zrefazenie = a y zase xy, prazdny retazec bude e. Jednotlivé
znaky v refazci budem ¢islovat od 1. Pre odliSenie, konkrétne hodnoty pismen (literdly) budem oznacovat
monospaced fontom. Takze napriklad: |ec| = |¢| = 0, x = ab, y = ¢, vy = abc, |vy| =3, 2 = a1a2 ... a|;|.

Text zadany na vstupe oznadim ¢ a peciatky p1, pa, ..., pn. Pri odhadoch zlozitosti budem ¢asto potrebovat
nejako pomenovat dizku najdlhsej peciatky. PouZijem na to zépis |p|, ktory je intuitivny, no nekonzistentny so
zvy$kom textu, lebo p sa mi uréite neskér podari zadefinovat inak. Dizka vstupu je potom O([t| 4+ n - |p|).

Uchopenie problému

Peciatky mozeme pouzit kolkokrat chceme — optimalnym riesenim je teda kazda pediatku odtlacit na vSetky
jej vyskyty v texte. Hotovo. Preco bola potom téato tloha az osmicka?

Vsetkych vyskytov i-tej peciatky v texte mdze byt totiz az |¢| — |p;| + 1, ¢o vzhladom na limity v zadani
prepiseme ako O(]t|). V stcte pre vietky pediatky moze byt vyskytov az O(n - |t|) — a to ich eSte musime néjst
a spracovat.

TakZe sme niteni niektoré vyskyty peciatok v texte ignorovat. Nevadi, o¢ividne ndm stac¢i zapodievat sa iba
tymi najdlhsimi. PresnejSie, pre kazda poziciu textu ndjdeme najdlhsiu peciatku, ktorej vyskyt zac¢ina na tejto
pozicii, a odtla¢ime ju (ak existuje). Vsetky kratsie peciatky, ktoré by tam tiez sedeli, st uz teraz zbytoéné —
t4 najdlhsia peciatka ich celé prekryje.*

Takto sme si zmensili pocet odtlackov na O(|t]). Ich hladaniu sa budeme venovat neskor, teraz sa pozrime
na to, ako z nich vypocitat vysledok nasej tlohy.

4Rovnako dobre by sme mohli hladat najdlhsie peciatky, ktoré koncia na jednotlivych pozicidch. Vetky postupy popisané
v nasledujtcich odsekoch sa daji jednoducho upravit tak, aby fungovali pre takto otocent formuléciu. Vo vzorovom programe
budeme vyuzivat prave tento variant (najdlhsia pe¢iatka konciaca na danej pozicii); neskdr uvidime preco.
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Zametanie

Oznac¢me ¢; dlzku najdlhsej peciatky, ktora mé vyskyt zacinajici na i-tej pozicii t. V pripade, ze taka peciatka
neexistuje, bude ¢; rovné 0. Chceme zistit, kolko pismen textu je nepokrytych tymito najdlh$imi peciatkami.

Pozicia i moze byt pokryté jedine peciatkami, ktoré zacinaju nalavo od nej, pripadne priamo na nej. Najdlhsia
peciatka so zaciatkom j siaha az po j + £; — 1, teda aby pokryla aj poziciu ¢, musi platit j <14 < j + ¢;. Takze
nam staci vypocitat max(1 + ¢1,2 + £o,...,i+ ¢;) a porovnat ho s i. Takto zistime, i je i-te pismeno pokryté
aspon jednou peciatkou.

Samozrejme, toto maximum nemusime pre kazdé i ratat vidy odznova. Budeme postupovat zlava doprava:
vzdy, ked priddme novi peciatku, maximum prepocitame v konstantnom case. MoZeme si to tieZ predstavit ako
zametanie intervalov (peciatok), priom maximum zodpovedd najblizsej pozicii, ktord zatial nie je pokryta.

Dokopy nam této ¢ast riesenia zaberie O(|t]) Casu.

Ako hladat vyskyty peciatok

Zacnime s jednoduchym, ale pomalym algoritmom: Pre kazdt poziciu 7 a pe€iatku p; overime, ¢i p; mé vyskyt
zacinajlci na i-tej pozicii textu. Ako? Linedrnym prechodom cez vSetky pismend p;. Toto méze v najhorsom
pripade trvat az O(n - |t| - |p|)-

Aby sme vedeli overovat vyskyt vSetkych peciatok naraz, pouZijeme pismenkovy strom. Najprv do neho
postupne vlozime kazdu z peciatok, to zaberie O(n - |p|) ¢asu. Potom pre dant Startovaciu poziciu ¢ ndjdeme
najdlhsiu vyhovujicu peciatku tak, ze v pismenkovom strome budeme prechddzat z koretia hranami zodpoveda-
jucimi é-temu, (i + 1)-vému, (i + 2)-hému, ... pismenu textu, kym potrebné hrany existuja. Posledny vrchol na
nasej ceste, ktory bol oznadeny ako koniec nejakej peciatky v pismenkovom strome, predstavuje prave hladani
najdlhsiu peciatku. Této ¢ast bude spolu pre vSetky pozicie trvat O(|t] - |p]).

Méme rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(n - |p| + || - |p|). Pomaly sa priblizujeme k linedrnej zlozitosti od
velkosti vstupu, na to vSak potrebujeme efektivnejSie vyuzivat uz ziskant informéciu.

Vytaneny pismenkac

Povedzme, 7e prisiel dobry ujo Xzibit a pridal do nasho pismenkového stromu sufixové linky. Co to je a preco
sme mu vdacéni?

Kazdy vrchol stromu zodpovedéa retazcu, ktory dostaneme ¢itanim pismen na ceste z koretia stromu do toho
vrcholu. Refazce, ktoré maju takyto zodpovedajici vrchol v strome, budeme volat notorické. Majme neprazdny
notoricky refazec x. Najdlhsi vlastny sufix® refazca z, ktory je tiez notoricky, oznacme f(x). Sufixova linka
z vrcholu x bude viest prave do vrcholu f(x).

Ukézme si to na priklade. Na nasledujicom obrézku mozete vidiet pismenkovy strom pre retazce ab, abaa,
bab a bb. Sufixové linky st znazornené bodkovanymi ¢iarami. Zvyraznené vrcholy zodpovedaji slovam, z ktorych
sme strom budovali.

Tak si napriklad vSimnime, Ze sufixova linka z vrcholu abaa vedie az do a, pretoze pre dlhsie sufixy (baa,
aa) v strome vrcholy nemame. TaktieZ je dobré uvedomit si, Ze presivanim sa po sufixovych linkdch postupne
navstivime vSetky notorické sufixy daného retazca (napriklad aba — ba — a — ¢).

5Kazdy retazec je sAim sebe sufixom. Nés vSak zaujimaju iba také sufixy, ktoré st kratsie ako pévodny refazec.
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Sufixové linky st uzito¢né na hladanie najhlbsieho vrcholu stromu,® ktorého retazec konéi na danej pozicii
textu. Skisme si to napriklad na texte ababb. Zo zaiatku je to jednoduché: na prvej pozicii konéi refazec a,
na druhej ab, na tretej aba. Vsimnite si, ze sme sa len pohodlne prestuvali po vrcholoch stromu, stale idac po
hrane oznacenej nasledujicim pismenom textu.

Vo vrchole aba vSak nastal problém: na Stvrtej pozicii sa nachddza pismeno b, no takto oznacend hrana
z aba nevedie. Treba cvnut — namiesto najhlbsieho vrcholu pre tretiu poziciu textu (aba) sktisme zobraf druhy
najhlbsi vrchol (f(aba) = ba). A naozaj, z ba vedie hrana oznacend pismenom b do vrcholu bab. Teda najhlbsim
vrcholom s refazcom kond¢iacim na $tvrtej pozicii textu je bab.

Na piatej pozicii textu nds ¢akd pismeno b a podobny problém. Kedze z aktudlneho vrcholu bab nevedie
hrana na b, skisime ctvnut do f(bab) = ab. V 1flom znova zlyhdvame, civame preto az do f(ab) = b, kde
kone¢ne nachadzame spravne oznacenit hranu a postupujeme tiou do vrcholu bb.

Skiisme nas postup zovseobecnit a popisat formalnejsie. Ozna¢me x; najdlhsi notoricky refazec, ktory kondi
na i-tej pozicii textu. Pismena textu oznacme cy,ca,. .., cpy. Nech uz pozndme x; a hladdme, ¢omu sa rovna
Lit1-

Kazdy notoricky retazec konciaci na pozicii ¢ + 1 vieme skonsStruovat tak, Ze vezmeme vhodny notoricky
refazec konciaci na pozicii ¢ a pripojime za neho pismeno ¢;y1. Inymi slovami: aj ked vymazeme posledny
znak notorického refazca, musime dostat notoricky retazec. Jedinou vynimkou je €, ten budeme musiet vyriesit
osobitne.

Aby sme nasli 2;, 1, budeme postupne sktisat predlzif pismenom ;1 kazdy z notorickych refazcov konéiacich
na i-tej pozicii. Za¢neme najdlhsim (x;) a v pripade netspechu budeme postupovat k ¢oraz kratsim (f(z;),
f(f(z:)), ...), az kym neprideme k . Len ¢o narazime na taky refazec y, Ze yc;+1 je notoricky, zastavime
hladanie a prehldsime x;11 = yc;+1. Ak sa ani ec;11 = ¢; 41 nenachédza v strome, potom x;11 = €.

Pozrime sa na ¢asovu zlozitost hladania x;11. Na prvy pohlad ndm sufixové linky velmi nepomohli — ¢o ak
budeme musief vyskasat postupne vSetky notorické sufixy x; (teda celd postupnost x;, f(x;), f(f(z:)),...,€)?
V najhorsom pripade takto vykoname O(|p|) operécii, kedze hibka celého stromu je prave |p| a kazdym precho-
dom cez sufixov linku sa priblizime ku koretiu. V skuto¢nosti v8ak takychto ,drahych“ hladani nemoze byt veTla.
Dokopy totiz prejdeme sufixovymi linkami v strome nahor najviac tolkokrat, kolkokrat prejdeme obyc¢ajnymi
hranami nadol, a to sa rovnd |t|. Vypocitat vSetky z; ndm preto spolu potrva O(|t]).

Hura, mame efektivnu hracku, ktorou vieme pre kazda poziciu v texte uréif, aky najdlhsi notoricky retazec
sa tam kon¢i. My by sme na vyrieSenie pévodnej tlohy potrebovali nie¢o podobné, akurat nas zaujimaju len tie
retazce, ktoré zodpovedaji peciatkam — nie vSetky ich prefixy.

To je uz Tahké zistif: Staéi sa z daného vrcholu pustit sufixovymi linkami, kym nenarazime na taky vrchol,
ktory zodpoveda nejakej peciatke. Zapiseme si jeho hibku (teda dizku néjdenej peciatky); pripadne 0, ak sme
dosli az do e. Tato hodnotu pre vrchol z si ozna¢me ¢(z). Ak existuje peiatka s textom z, potom £(x) = |z|;
v opacnom pripade £(x) = ¢(f(z)). Tento vztah ndm umoziiuje predpoditat si vSetky hodnoty ¢(x) postupne od
koretia k hlbsim vrcholom v ¢ase linedrnom od velkosti stromu, teda O(n - p|).

Uz len najst tie sufixové linky

Tak, tak. Nebudeme ¢akaf na uja Xzibita, ale sufixové linky si do pismenkaca priddme sami. Tupym prepi-
sanim definicie by sme vedeli najst f(x) pre dany vrchol x v ¢ase O(|x|?) — pre ¢oraz kratsie sufixy z by sme
overovali, ¢i st notorické. To je zrejme prili§ pomalé, skiisme preto aj teraz pouzit rovnakt myslienku ako pri
hladani hodnét z;.

Majme vrchol z, z ktorého vedie hrana oznacené pismenom ¢ do vrcholu zc. Budeme hladat najdlhsi vlastny
notoricky sufix retazca xc. Zjavne kazdy taky sufix sa da skonStruovat tak, Ze za vhodny vlastny notoricky
sufix retazca  priddme pismeno c. Budeme teda prechadzat postupne vrcholy f(z), f(f(x)),...,e a snazit sa
presunit sa z nich po hrane oznadenej c. Prvy vrchol, v ktorom sa ndm to podari, ozna¢me y — potom bude
platit f(xc) = ye. V pripade, Ze ani z £ nevedie hrana na ¢, mame f(xzc) = e.

Hodnoty f(x) budeme poéitat postupne od korefia po vrstvach tak, aby v momente poéitania f(z) uz boli
zname hodnoty f(y) pre vSetky y kratsie ako z. Na to ndm poslazi prehladdvanie stromu do Sirky spustené
z korena.

S odhadom casovej zlozitosti to teraz mame o trochu veselsie ako naposledy. Uz nemdzeme jednoducho
argumentovat, ze ,drahych“ vypoctov f(z) bude v strome mélo: Hoci bude | f(zc)| len o jednotku viac ako | f(z)],
o tato jednotku potom mozno cavnut v kazdom potomkovi vrcholu zc v strome (a tych bude potencidlne vdaka

SHibku vrcholu definujeme ako jeho vzdialenost od korefia. Vzhladom na nas obrazok by mozno bolo vhodnejsim pomenovanim
najpravejst vrchol stromu.

http://ksp.sk/ strana 14 z 16



vetveniu vela). Namiesto ¢asu linedrneho od velkosti stromu skisme preto dokédzat ¢asovi zlozitost linedrnu od
suctu dizok peciatok (Co je stale O(n - [p])).

Kazdy presun po sufixovej linke pri vypocte f(z) zatétujeme niektorej z peéiatok, ktoré za¢inaju na x
(ur¢ite asponl jedna takd existuje, preco inak by sme v strome mali vrchol z). No a teraz uz len vytasime stary
argument: Jednej peciatke sme mohli dokopy zatucétovat najviac tolko pohybov po sufixovej linke, kolkokrat sme
na jej ceste postipili po oby¢ajnej hrane, ¢o je rovné dlzke tejto peciatky.

Zaver

Asi by uz bolo nacase prezradif vam, Ze prave popisany vytineny pismenka¢ som si nevymyslel ja ani
Xzibit, ale pochadza od uja Aha a tety Corasickovej.” Ak chcete dalsie informéacie, hladajte ,,Aho—Corasick
string matching algorithm®. Tento algoritmus sa vyuziva na hladanie viacerych vzoriek v texte — ¢o sme vlastne
robili aj my v tejto tlohe.

Mala poznamka k implementécii: Na nasej testovacej masine pointre zaberaji 8 bytov, kvoli comu moj
vzorovy program, ktory nardba s paméifou velmi rozsafne, nedostane plny pocet bodov. D4 sa vSak upravit
(Gitajte: zneprehladnit) tak, aby si vrcholy stromu ukladal v poli, namiesto pointrov pouzival 4-bytové indexy
do toho pola, a aby neminal pamif odkazmi na neexistujtcich synov vrcholov. Vhodnd kombinacia tychto
optimalizacii priniesla aj mne 15 bodov. Naozaj.

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <cstring>
#include <queue>
using namespace std;

#define MAXT 300007
#define MAXP 5007
#define SIGMA 26

char text [MAXT], pattern[MAXP];
int L[MAXT]; // dIZka najdlhSej pediatky kondiacej na danej pozicii textu

struct Node {

Node* next [SIGMA]; // hrany pismenkdca
Nodex failj; // sufixovd linka
int longest; // dIZka najdlhsej pediatky, ktord je sufixom tohto vrcholu
Node () {
for (int i = 0; i < SIGMA; ++i)
next [i] = NULL;

fail = NULL;
longest = 0;
}
Vi

Node root, earth; // root je korer stromu, earth je ”nadkoreri” -- ulahdi to spracovanie epsilonu

void insert (charx s) { // pridd retazec s do pismenkového stromu
Node* x = &root;
int length = 0;
while (*xs) {
if (!x->next[xs - 'a’])
x->next[*s — "a’] = new Node();
x = x->next[xs - 'a’];
++s;
++length;
}
x->longest = length;
}

void build() { // ndjde sufixové linky
root.fail = &earth;
for (int i = 0; i < SIGMA; ++i)
earth.next[1] = &root;
queue<Nodex*> Q;
Q.push (&root) ;
while (!Q.empty()) {
Nodex x = Q.front(); Q.pop();
for (int i = 0; i < SIGMA; ++i)
if (x->next[i]) {
Nodex y = x->fail;
while (!y->next[i])
y = y->fail;

x->next [i]->fail = y->next[i];
if (!x->next[i]->longest)
x->next [1]->longest = x->next[i]->fail->longest;

Q.push (x—>next [i]);

"To, 7e je teta Corasickova naozaj teta a nie ujo, viem len na zéklade tstneho podania, takze to berte s rezervou. Ano, vola sa
Margaret. .. ale druhym menom John!
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int main() {
scanf ("%s”, text);

int n, Tsize = strlen(text);
scanf (”%d”, &n);
for (int i = 0; 1 < n; ++1i) {

scanf (”%s”, pattern);
insert (pattern);

}

build();
Node*x x = &root;
for (int i = 0; 1 < Tsize; ++1i) {
while (!x->next[text[i] - "a’])
x = x->fail;
x = x->next[text[i] - 'a’];
L[i] = x->longest;

}

int b = Tsize - 1, res = 0;

for (int i = Tsize - 1; i >= 0; --1) {
b = min(b, 1 - L[i]);
res += ( == 1i);

}
printf (”%d\n”, res);
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