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Vzorové riesenia 2. kola zimnej casti

vzorak napisal Luxusko
1. Zbedaceny les (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Zamyslime sa, ako urcit starsie z dvoch zvieratiek. Ak st rovnakého druhu, je to Tahké — dlhsie Zijice je
tucnejsie. Co ale so zvieratkami réznych druhov?

Spréavna odpoved je: ned4 sa urcit, najstarsie mozu byt obe — zdlezi to len od rychlosti, akymi tu¢neju druhy
nasich zvieratiek, a tieto nepozname.

Teraz vidime, Ze na$i kandidati buda najstarsi zastupcovia kazdého druhu v lese. KItudové je uvedomit si,
7e sa pytame len na ich pocet, nie na to, ktori presne to st. Ak existuju v lese nejaké zvieratkd druhu X,
jedno z nich musi byt najstarsie, a to jedno patri medzi nasich kandid4tov. Pre spravne vyrieSenie tilohy teda
potrebujeme vediet povedat, kolko réznych druhov naozaj Zije v lese.

Sikovne vyuzijeme, Ze druhy dostaneme ocislované od 1 po n a Ze n je najviac 10°. Pre kazdy druh si
poznadime, ¢i Zije aspoil jedno zvieratko daného druhu v lese. Lahko to zrealizujeme obycajnym polom s aspor
n chlievikmi. Na zaciatku si do kazdého chlievika poznacdime, Ze Ziadne zvieratkd takého druhu zatial nemdame,
a pri prechddzani vstupnymi idajmi budeme tieto hodnoty aktualizovat.

Dobré je stustredif sa na to, ¢o potrebujeme zistit, nepoc¢itat ni¢ navyse a nerobif jednoduché veci kompliko-
vane.

Casové aj pam#tova zloZitost nasho pristupu je linedrna od poétu zvieratiek, O(n) — cely vstup raz prebeh-
neme a potom este raz skontrolujeme, ktoré druhy v lese mame, a pouzijeme pri tom par premennych a pole
s chlievikom pre kazdy druh.

Listing programu (Pascal)

var n, druh, tucnota, i, druhov: longint;
mame: array[l..1000000] of boolean;

begin
ReadLn (n) ;
for i := 1 to n do mame[i] := false;
for i := 1 to n do begin
ReadLn (druh, tucnota);
mame [druh] := true;
end;
druhov := 0;
for i := 1 to n do if mame[i] then Inc (druhov);
WriteLn (druhov) ;
end.
vzorak napisala Maja
2. Zradny rad na obed (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Tato tloha sa dala riesit viacerymi spésobmi. Priamociare rieSenie by vyzeralo asi takto: nacitame si cely
vstup do pola velkosti n a zapamétame si, na ktorom mieste sa v tomto poli nachddza Luxusko. Potom si pole
usporiadame a pozrieme sa, na ktorom mieste sa Luxusko nachidza teraz. Potom uz len porovname tieto dve
hodnoty a vieme, kam a o kolko sa Luxusko musi posunt.

Na usporiadanie pola sa dalo pouzit rozne efektivne algoritmy. Tie najjednoduchsie z nich (SELECTSORT,
BUBBLESORT, INSERTSORT. . .) zvyknt na usporiadanie pola velkosti n potrebovat (v najhorSom pripade) az
prekrocilo casovy limit.

O trochu lepsi pristup (ale stale nie najlepsi) je pouzit triediaci algoritmus, ktory vzdy urobi O(nlogn) po-
rovnani! prvkov (napr. HEAPSORT, vhodne implementovany QUICKSORT, MERGESORT, INTROSORT? a mnohé
iné). Takéto rieSenie uz malo stihnif dobehnit v ¢asovom limite aj na najvicésich vstupoch.

1¢itaj: ,nanajvys radovo n - log(n) porovnani“
2Ten pouziva napr. funkcia sort () v C++.
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EfektivnejSie riesenie

Ako by sa dalo vyssie popisané priamodiare riesenie vylepsit? KedZe néas zaujima iba Luxuskova pozicia v
usporiadanom poli, nezaujima nés, kto a v akom poradi bude staf pred nim — sta¢i ndm iba pocet tych Iudi! Ten
vieme zistit tak, Ze raz prejdeme pole, kazdé meno porovname s Luxuskom a zapaméitame si, kolko z nich bolo
v abecede pred nim. Ak k tomu pripoc¢itame 1 za samotného Luxuska, dostaneme jeho poziciu v usporiadanom
poli. Takéto rieSenie urobi presne n — 1 porovnani, jeho dasova zloZitost je teda linedrna od n. A kedze vzdy
musime nadcitat cely vstup a pozriet sa na vSetky mend v fiom, rddovo lepSiu ¢asovi zlozitost dosiahnut uz
nevieme — toto rieSenie je teda z hladiska ¢asove] zlozitosti optimélne.

Porovnavanie retazcov

Sikovnej$ie programovacie jazyky maji v sebe pre retazce (string-y) priamo zadefinované porovnavanie,
aké potrebujeme: porovnaju sa prvé znaky, v pripade ich rovnosti druhé, a tak dalej, az kym sa nenajde rozdiel
alebo jeden z refazcov neskon¢i. Odborne sa to volad lexikografické usporiadanie. Nemusime teda my pracne
porovnavat dva retazce znak po znaku, ale mdZeme v programe jednoducho pouzit napriklad operator ,<“.
Pozrite si nizsie vzorovi implementéaciu.

Este si treba uvedomit, ako sa vlastne porovnavanie refazcov prejavi na ¢asovej zlozitosti programu. Bez
ohladu na to, ¢ porovnévanie implementujeme sami, alebo pouzijeme internt funkciu programovacieho jazyka,
nemodzeme len tak vyhlasit, Ze porovnanie dvoch retazcov mé konstantnt éasovu zlozitost. Totiz ak porovnavame
dva skoro identické refazce, moze byt potrebny pocet porovnani znakov az priamo tmerny dlzke porovnavanych
retazcov.

V nasej tilohe bola dizka vsetkjch refazcov obmedzena na 47 znakov, a teda na kazdé porovnanie dvoch
refazcov ndm stacilo nanajvys 47 porovnani znakov. Je teda v poriadku tto konstantu zanedbat a tvrdit, ze
Casové zlozitost Sikovného triedenia je O(nlogn) a Ze ¢asova zloZitost ndsho vzorového riesenia je O(n), teda Ze
je linearna od pod¢tu retazcov.

Ak by takéto obmedzenie v zadani nebolo, mohli by sme prehlésit, Ze ¢asové zlozitost nasho optimalneho
programu je O(¢n), kde ¢ je dizka najdlhsieho mena na vstupe.

(Presnejsie, najpomalSou ¢astou je nacitanie vstupu, pri ktorom musime postupne zo vstupu preéitat vsetky
pismend vSetkych refazcov. Porovnanie kazdého refazca s retazcom ,Luxusko“ ndsledne vieme spravit na na-
najvys 7 porovnani znakov.)

Pamatova zlozZitost
Obidve vyssie popisané rieSenia majt paméitovi zlozitost O(n), kedze méame v pamiiti pole obsahujtice vSetky
mend. (Ak by sme nemali obmedzenie na dizku mien, museli by sme aj pam#tovii zlozitost odhadnit ako O(¢n).)
V optimélnom rieseni vSak tito pamitovi zlozitost vieme zlepsit. Netreba si pamitat celé pole, staci ndm
niekolko premennych — na zapamétanie si povodnej polohy Luxuska a podétu Tudi, ktori st skor v abecede ako
on. Kazdy refazec, ktory nam pride na vstupe, mozeme hned po spracovani ,zahodit“. Takéto rieSenie m4
pamitovi zlozitost O(1), ¢o uz samozrejme vylepsit nejde.

Listing programu (Pascal)

var i, n, poc, poz: longint;
meno: string;

begin
ReadlLn (n) ;
poc := 0;
for i := 1 to n do begin

ReadLn (meno) ;
if meno <= ’Luxusko’ then inc(poc);

if meno = ’Luxusko’ then poz := i;
end;
if poz > poc then WriteLn(’o.’, poz-poc, ’._dopredu’)
else if poc > poz then Writeln (’'o.’, poc-poz, ’.dozadu’
else Writeln (' neposunie.sa’);
end.
vzordk napisal Bob
3. Zivotné poistenie (max. 7 b za popis, 3 b za program)

Hoci ndm tloha umoziiuje uzatvarat zmluvy platné v Tubovolnom intervale dni [z,y], v tomto vzordku si
vysta¢ime len s takymi, ktoré konéia v posledny denn (teda budi platné v nejakom intervale [z,n]). Kazdé
optimélne rieSenie (sadu novych zmlav) vieme totiz prerobif na tento Specidlny tvar bez toho, aby sa pocet
novych zmlav menil — jednoducho ich vsetky predlzime az do diia n. Premyslite si, Ze ak méame Iubovolni
mnozinu zmlav, ktord dosiahne monoténnost pozadovani v zadani, tak ndm tato monoténnost nepokazi, ak
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niektorej zmluve zmenime koniec platnosti na posledny den — totiZ len zvicsime niekolkym poslednym diiom
pocet pokryti o 1.

Pridanie zmluvy [z, n] ovplyvni rozdiel len medzi diiami @ — 1 a x; rozdiely poétov platnych zmlav medzi
ostatnymi dvojicami po sebe iducich dni sa nijako nezmenia. To znamend, Ze sa mozeme zaoberat kazdou
dvojicou dni osobitne. Ak pre nejaké x plati a,_1 > a,, musime uzatvorit asponi a,_1; — a; novych zmlav
s platnostou [z, n], aby sme splnili monoténnost medzi diiami  — 1 a 2. No a prave tolko ich aj uzatvorime,
¢im dosiahneme minimalny pocet novych zmlav.

Pre nézornost si to ukdzeme na priklade. Nech je na vstupe postupnost (2,5,3,7,4). Vidime, ze 5 > 3, ¢ize
na treti defl mame menej zmlav ako na druhy. Priddme teda 5 — 3 = 2 zmluvy na interval dni [3,5]. Tym
dosiahneme nové poéty pokryti: (2,5,5,9,6), ¢im uz je druhy a treti defi v poriadku. Vsimnite si, Ze problém
medzi §tvrtym a piatym dilom sa ndm nezmenil: ako predtym (7 —4 = 3), tak aj teraz (9 — 6 = 3) budeme este
potrebovat dalsie 3 zmluvy pokryvajice len samotny piaty deri.

Implementécia tejto myslienky je velmi jednoduchd: Postupne naéitavame vstup a vyhodnocujeme rozdiel
podtu starych zmlav pre kazda dvojicu po sebe iduacich dni. Ak by mal pocet zmlav klesntf, pripocitame si
k vysledku potrebny poéet novych zmliv. Postaci ndm teda konstantni pamiif. Casovéa zlozitost algoritmu je
O(n), teda linedrna od poctu dni.

Listing programu (Pascal)

var n, i, a, last: longint;
res: inté64;

BEGIN

if a < last then
res := res + last - a;
last := a;
end;
Writeln (res) ;
END.

vzorak napisal Sysel
4. Zvieratka (max. 10 b za popis, 5 b za program)

Najskor si musime uvedomit, ¢o potrebujeme spocitat. Pre kazdé policko potrebujeme rozhodnif, ¢i don
zasahuje fTak, ktory ostal po nejakej vsi. Tento ndpad vedie k najjednoduchsiemu, ale pomalému rieSeniu:

Vytvorime si dvojrozmerné pole rozmerov plachty. Potom budeme prechadzat vsetky vsi na vstupe a pre
kazd si do plachty zakreslime kazdé policko flaku, o vytvori. Ak vSak budi v§i na plachte husto, toto rieSenie
bude mat zlozitost az ©(rsn?).

Na flaky sa vS8ak moézeme pozrief aj z pohladu policka. Na to, aby bol na nejakom policku flak, musi byt
nedaleko nejakéd vos. PresnejSie, musela byt od nasho policka v oboch stradniciach vzdialena najviac o n, teda
musela lezat vo Stvorci so stranou 2n + 1 a so stredom v nasom policku.

Ak sa teda v tomto Stvorci ziadna vos nenachadza, policko je ¢isté. Staci vSak iba jedna vos vo Stvorci a uz
nase policko zaSpini. A ako zistime, ¢ sa vo Stvorci nachddza nejakd vos? Pre kazdy Stvorec (2n+ 1) x (2n+1)
si spoc¢itame, kolko vsi sa v flom nachadza.

Tu predstavim druhé neoptimdlne (avSak uz rychlejsie) riesenie. Pre kazdy riadok vstupu si na kazdom
stvislom tseku dizky 2n + 1 spoc¢itame vsi. To vieme urobif v ¢ase linearnom od dlzky riadka tak, Ze tsek
posuvame v riadku po jednom policku a v§imame si, ¢i do neho nevosla alebo z neho nevysla nejakéa vos. Potom
uz pre kazdé policko vystupu sc¢itame 2n + 1 takychto tsekov a mame siacet celého Stvorca.

Mozno sa vam to nezda, ale uz sme skoro na konci riesenia. Presne tu ista fintu, akt sme pouzili na ratanie
podtu vsi v tiseku, vieme totiz pouzit aj na spoditanie 2n+ 1 tsekov pod sebou. Postivame virtudlny stvorec dole
plachtou a vzdy len pripo¢itame novy riadok (stéty v tsekoch Sirokych 2n + 1 sme uz vypocitali) a odpocitame
posledny.? Po vypoéitani poétu v&i v danom $tvorci budeme vediet, ¢ je jeho stredné policko zafarbené.

Ostéva ndm teda urcit ¢asovii a paméitov zlozitost. Zakazdym prechaddzame celt plachtu a pre kazdé policko
spravime nejaké konstantné operacie a zapamétame si nieco. Teda Gasova aj pamétova zlozitost algoritmu je

O(rs).

3Zaujimavé je, ze ked dvojrozmerné pole prechddzame po riadkoch (prva stiradnica sa meni pomalsie), bude to v praxi na
poéitacoch kvoli cache pamiiti o konstantu rychlejsie oproti prechadzaniu po stipcoch. Preto budeme posuvat dole naraz cely pas
s §tvorcov (2n 4+ 1) X (2n + 1).
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Poznamka

Trochu inym pristupom sa dala dosiahnut aj pamétové zlozitost ©(s), zamyslite sa, ako by ste to spravili.
Na 15 bodov staéi ©(rs), ale v pripade dobrého rieSenia s pamitovou zlozitostou ©(s) mozeme udelit jeden
bonusovy bod.

Listing programu (C++)
#include<iostream>
using namespace std;

string plachta[2000]; // Obraz plachty
int sumy_usekov[2000] [2000]; // Pocdet vsi v usekoch dIZky 2N+1 okolo policka
int stvorce[2000]; // Aktudlny podet vii vo Stvorci okolo daného stlpca

int main () {
int N, R, S; // Premenné zo zadania
int odisiel; // Index policka/riadku, ktoré prdve opustilo usek/Stvorec
int prisiel; // Index policka/riadku, ktoré prdve voslo do useku/sStvorca
int usek; // Aktudlny poclet vsi v useku

// AKO VYZERA PLACHTA? VSTUP NAM POVIE...
cin >> R >> S >> N;
for(int r = 0; r < R; r++){

cin >> plachtal(r];

}

// VYPOCET POCTU VSI V USEKOCH
// Kazdy riadok zvldst
for(int r = 0; r < R; r++){
// Na zacdiatku je usek prdzdny
usek = 0;
// Priddme do useku celu pravu dast (aZ po stred)
for(int s = 0; (s < N) && (s < S); s++){
if (plachtalr][s] == "#') usek++;
}
// Posuvame stred tseku ”s” po plachte
for(int s = 0; s < S; s++){
prisiel = s + N; // Pravy okraj — prdve prisiel
odisiel = s - N - 1; // Pred Yavym okrajom - odisiel
// O0disla vos?

if( (odisiel >= 0) && (plachtalr][odisiel] == "#’) ) usek——;
// Prisla vos?

if( (prisiel < S) && (plachtalr][prisiel] == ’#’) ) usek++;
// Zapiseme si sucet vsIi

sumy_usekov([r] [s] = usek;

}
}
// VYPOCET POCTU VST V STVORCOCH sumy_usekov/[r][s]A VYTVORENIE PLACHTY
// Na zaciatku je kazdy Stvorec prdzdny
for(int s = 0; s < S; s++) stvorcel[s] = 0;
// Priddme do Stvorcov N spodnych riadkov - aZ po ich stredy
for(int r = 0; (r < N) && (r < R); r++){
for(int s = 0; s < S; s++) stvorce[s] += sumy_usekov[r][s];
}
// Postuvame stredy Stvorcov ”r” po plachte
for(int r = 0; r < R; r++){
prisiel r + N; // Spodny riadok - prdve prisiel
odisiel r - N - 1; // Riadok nad vrchnym - prdve nds opustil
// Rdtame pre stred v kaZdom stlpci
for(int s = 0; s < S; s++){
// Kolko v$i nds opustilo?
if( odisiel >= 0 ) stvorce[s] —-= sumy_usekov[odisiel] [s];
// Kolko v$i sme privitali?
if( prisiel < R ) stvorce[s] += sumy_usekov([prisiel] [s];
// Vypolitame ako bude stred Stvorca vyzerat
if ( stvorce[s] > 0) plachtalr][s] = "#';
else plachta(r][s] = ".’;

}

// PLACHTA JE HOTOVA - STACI JU LEN VYPISAT!
for(int r = 0; r < R; r++){
cout << plachta[r] << endl;

}
return 0;

vzorak napisal MisSoF
5. Oko za oko, zub za zub ((‘fast' druhé) (max. 0 b za popis, 16 b za program)
Tak ¢o, ako sa vam paci sed? Samozrejme, v 99% situécii v praxi sa zaobideme s oby¢ajnym prikazom
»,S8/stare/nove/“, ale oplati sa vediet, Ze jazykom reguldrnych vyrazov vieme Tahko popisat aj omnoho kom-
plikovanejsie zmeny.
Podme sa teda pozriet na rieSenia sttaznych poduloh.

1. Zmenit vSetky malé samohldsky (aeiouy) na zavindce (@).
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Malé pismend zodpovedaji vzorke , [aeiouyl“. VSetky jej vyskyty v kazdom riadku chceme zmenif na
zavinace. To spravime jednoducho prikazom ,s/[aeiouy]/@/g".

. Kazdé prirodzené ¢islo delitelné piatimi nahradit retazcom BAC. (Za , prirodzené ¢islo“ povazujeme kazdy
najdlhsi podretazec tvoreny len ciframi. Aj 047 a dokonca aj 00 si teda prirodzené ¢isla.)

Prirodzené ¢isla delitelné piatimi st jednoducho &isla, ktoré konc¢ia nulou alebo pétkou. TakZe hladame tisek

Tubovolnych &isel, potom 0 alebo 5, a za tiou bud koniec riadka, alebo znak iny ako cifru. Najprehladnejsie
bude napisat dva prikazy, ktoré sed postupne oba pouzije:

s/ [0-91*[05] (["0-9]1)/BAC\1/g
s/[0-9]1*[05]$/BAC/g

Vsimnite si, Ze v prvom prikaze sme pouzili oznacCenie Casti starého textu a referenciu nan v novom —
chceme totiz skontrolovat, ze za ¢islom nasleduje iny znak, ale ten iny znak nechceme zmazat.

Tiez si vSimnite, Ze nie je potrebné kontrolovat, ¢o je pred ¢islom. Tu totiz vyuzijeme, %e sed sdm od seba
najde najskor zacinajuci vyskyt vzorky.

. Kazdému riadku, ktory obsahuje retazec ,,zadanie“, doplnit na koniec tri vykri¢niky.

Nova cast syntaxe, ktori potrebujeme, je vediet prikaz pouzif len na niektoré riadky. RieSenie vyzera
nasledovne: ,/zadanie/;s/$/!!!/“. (Znak , “predstavuje medzeru.)

. Zmazat vSetky prazdne riadky. (T.j., vypisat len riadky obsahujtice aspoil jeden znak. Aj medzera je znak.)
Opit pouzijeme syntax z rieSenia predchédzajicej podilohy: chceme pouzit prikaz len na riadky, ktoré
zodpovedaji vzorke ,,"$“. Len tentoraz nepdjde o prikaz s/// (substitute), ale o prikaz d (delete).

Celé riesenie: ,,/~$/,d“.

. Z kazdého riadka, v ktorom st asporn dve slovd, zmazat druhé slovo. Pripadné medzery musia ostat

nedotknuté. Teda napr. riadok ,krtko,, kopal,jamu“ sa m4d zmenit na ,krtko . jamu®, zatial ¢o riadok
suujedna “ mé ostat nezmeneny.

Opit vyuzijeme, Ze sed néjde najlavejsi vyskyt vzorky, a navyse kazdému kvantifikitoru (*) zodpoveda
najdlhsi mozny tsek. Sta¢i ndm teda bez akejkolvek dalsej kontroly najst najlavejsi vyskyt vzorky (znaky
prvého slova, znaky netvoriace slovo, znaky druhého slova) a z nej nechat len prvé dve ¢asti.

V syntaxi programu sed to vyzera nasledovne: s/ ([a-zA-Z0-9_]+["a-zA-Z0-9_1+) [a-zA-Z0-9_1+/\1/“.

. Pre kazdy riadok vstupu, ktory je tvaru ,X: X* (pricom X je lubovolny, mozno aj prazdny retazec), vypisat
riadok obsahujiici X. Pre iné riadky vstupu nevypisat nic.

Stacia ndm dva postupne vykonané prikazy. Prvym zmazeme vSetky riadky, ktoré nie s tvaru zo zadania.
No a ked ndm uz ostali len riadky tvaru ,X: X“, ¢o s nimi? Jednoducho v kazdom z nich zmaZeme
dvojbodku a vSetko, ¢o za 1iou nasleduje. Celé riesenie:

/7Cx): \1$/ 'd
s/:.x//

V zadani sme naznadili, ze v kombinécii s prikazmi seq a factor vieme lahko zostrojit zoznam prvodéisel.
Dokonca to ide este o nieco struc¢nejsie — ak vieme, ze vstupom pre sed je vystup programu factor a tomu
na vstupe nedame ¢islo 1, sta¢i ndm aj strucnejsi regularny vyraz:

seq 2 100 | factor | sed ’/ .x / d ; s/:.x//’

(Najskor zmazeme vSetky riadky s aspon dvomi medzerami, a potom z toho ¢o ostalo zmazeme dvojbodku
a vsetko za 1iou.)

. Za kazdé prirodzené ¢islo (vid podilohu 2), za ktorym nasleduje medzera a prirodzené ¢islo, doplnit ¢iarku.
Teda napr. riadok ,1,2,,3,,jahoda, 4,,,5“ sa m4 zmenit na ,1,,2,,3,jahoda 4., 5%

Ato zmena je v skuto¢nosti Tahsi zdA. iz vo nemusim ntrolovat 4 prirodzené ¢&isla.
Téato ena je v skutoc¢nosti lahsia ako sa zda. Tot Obec nemusime kontrolovat celé odzené ¢isla
Uplne staéi zmenit kazda postupnost znakov ,cifra medzera cifra“ na postupnost ,cifra ¢iarka medzera
cifra®.
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Toto by malo {st Tahko, nie? Malo by stacit nasledovné: ,s/([0-9]) ([0-91)/\1, \2/g“. LenZe nestadi.
A to uz prec¢o? Ved sme pouzili prepina¢ g, mé to zmenit vSetky vyskyty na riadku!

Preto, Ze sme trochu zavidzali. Ked sed néjde nejakti vzorku a zmeni ju, pokracduje v hladani dale;
az od miesta, kde prva ndjdend vzorka skoncila. Ak teda pouZijeme vysSie uvedeni vzorku na riadok
»1,20,3,4.,5,6,7¢, stane sa nasledovné: Najskor sed najde vyskyt ,,1,,2“a zmeni ho na ,,1,,,2“. Teraz mu
na spracovanie zostalo ,,,3,,4,,5.6,7%. Tam najde dalsi vyskyt hladanej vzorky: ,3,4“. Ten zmeni. .. a tak
dalej. Na konci teda dostaneme takyto vystup: ,1,.203,.40.5,0607%.

Co s tymto problémom? RieSenie je nastastie velmi jednoduché: teraz uz len staci znovu pouzit presne ten
isty prikaz. Tentokrat prvy vyskyt hladanej vzorky bude ,,2,,3%, druhy ,4,,5“a treti ,,6,,7¢.

Celé riesenie teda vyzerd nasledovne:

s/([0-91) ([0-91)/\1, \2/g
s/([0-91) ([0-91)/\1, \2/g

8. Zoznam prirodzenych cisel vyzera nasledovne: dvojbodka, medzera, prirodzené ¢islo, medzera, prirodzené
éislo, a tak dalej. Za poslednym prirodzenym ¢islom v zozname medzera byt moze, ale nemusi. Moze tam
byt aj koniec riadka ¢i iny znak namiesto medzery.

Chceli by sme krajsie zoznamy prirodzenych cisel: také, kde za kazdym dcislom okrem posledného mame
najskor c¢iarku a az potom medzeru. Teda napr riadok ,cisla:,1,20,34.5,a,6L7“ by sa mal zmenit na
riadok ,cisla:1,.2,.3,.4,.5,a.6u7%. Nezabudnite, ze takych zoznamov méze byt v jednom riadku
textu aj viac.

Tentoraz uZ nesta¢i aplikovat nejakt vzorku lokélne. Vzdy, ked priddvame ¢iarku, musi to byt do zo-
znamu ¢isel zacinajiceho dvojbodkou. Aby sme sa prili§ nezamotali, vydame sa cestou, ktora sice povedie
k rieseniu nie-prave-najrychlejSiemu, ale zato jednoduchému. Najskér napiseme vzorku, ktora najde jeden
zoznam &isel, ktory este Glarky nemd, a pridd doii jednu jedint ¢iarku (a to na posledntt moznt poziciu).
No a tato vzorku budeme potom na kazdy riadok znova a znova pouzivat, aZ kym nenastane situécia, Ze
uZ naSa vzorka nikam nepasuje.

Ako to bude celé vyzerat? Najskor oSetrime $pecidlny pripad: zoznam kondciaci koncom riadka. Hladdme
teda dvojbodku, zoznam ¢isel oddelenych medzerami, a za poslednym koniec riadka. Ak toto ndjdeme,
pred posledné ¢islo vlozime ciarku: ,s/(: ( [0-9]1+)+) ([0-9]1+)$/\1, \3/“.

No a teraz vSeobecny pripad: dvojbodka, za tou zoznam cisel oddelenych medzerami, a za poslednym
z nich uZ je nie¢o iné. To ,nieco iné* moze byt znak iny ako cifry a medzera. Ale netreba zabudnit
ani na situaciu, kedy je tam eSte jedna medzera. Aby zoznam nepokracdoval, za tou musi byt bud priamo
koniec riadka, alebo nejaké nie-cifra. A to uz s vsetky mozné pripady. Dostavame teda nasledovny prikaz:

»8/(:(C [0-91+)+) ([0-9]1+)( $| ["0-9]11[70-91)/\1, \3\4/%.

Ked si to celé dame dokopy a zabalime do spravneho cyklu, dostdvame vysledné rieSenie:

s/(: ( [0-9]1+H)+) ([0-91+)$/\1, \3/
ragain
s/(: C [0-9]+H)+) ([0-9]+)(C $| ["0-9]1["0-9]1)/\1, \3\4/

t again

Ked tento ,,program® spustime na riadku ,x:,1,,2,,3,,y: 4,506, postupne prida ¢iarky pred cifry 6, 3,
2 a nakoniec 5.

A ¢i by to §lo aj bez toho cyklu? Skiste sa zamysliet, nie je to ale lahka otazka.

Tak, a tym sme tspesne ukoncili druhy diel nasho mini-seridlu o regularnych vyrazoch. Pytate sa, s ¢im
dalsim sa stretnete v letnych dvoch sériach? Nechajte sa prekvapit. . .

vzorak napisal Usamec
6. Oprava kodu (max. 10 b za popis, 10 b za program)

Uvodom rieSenia spravime jednu velmi oc¢ividntl vec: pre kazdy stipec si spoéitame, kolko je tam &ernych
pixelov, a vysledok si ulozime do pola P[0,...,s — 1]. Toto vieme spravit v ¢ase O(rs).

Po kratkom zamysleni je zjavné, Ze rieSenie tejto tlohy pdjde bud cez rekurziu s memoizaciou, alebo cez
dynamické programovanie. Oba pristupy st viac-menej ekvivalentné, my pouzijeme dynamické programovanie.
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Budeme si poéitat nasledujuce hodnoty: C[0,...,s] a B|0,...,s]. C[i] pre i > 0 vyjadruje, kolko najmenej
pixelov musime zmenif, aby prvych i — 1 stipcov tvorilo platny ¢iarovy kéd konéiaci ¢iernou ¢iarou. Ak sa to
vobec nedd dosiahnut, C[i] bude rovné nekoneénu. Bl[i| definujeme podobne s tym rozdielom, ze ¢iarovy kéd
musi konéif bielou ¢iarou. Specidlne si zvolime B[0] = C[0] = 0. Nasge riesenie potom bude minimum z B[s]
a C[s].

Ako spocitat prislusntt hodnotu C[i]? Ide to celkom jednoducho: prejdeme vsetky mozné dlzky d poslednej
Ciernej ¢iary od = do y a pre konkrétnu dizku d spocitame, kolko poli¢ok musime zmenit, aby sme dostali ¢iernu
¢iaru; nech je vysledok z4. Ked spocitame z; + B[i — d], tak vieme, kolko poli¢ok musime zmenit, aby posledna
¢iara bola ¢ierna a mala dlzku d. Takto prejdeme vetky pripustné dizky d a vyberieme najlepsie rieSenie pre
Ci]. Jedno pocitanie C[i] vieme urobif v ¢ase O(y). Mald pozndmka: hodnotu z4 nemusime pocitat stale od
zadiatku, ale vieme ju z hodnoty z4—; odvodit v konstantnom ¢ase (stac¢i pripocitat prislusntt hodnotu pouzitim
pola P).

Hodnoty B[i] spo¢itame presne rovnako.

Celkovo teda méme rieSenie, ktoré bezi v ¢ase O(s(r+y)). Pamétové naroky st O(s), pripadne O(rs), pokial
sme prilis lenivi pri nacitani.

Pre narocnejsich riesitelov: DokéZete vymysliet algoritmus, ktory dostane skomprimovany vstup (pole P
a parametre x, y) a vypocita vysledok tejto tlohy v ¢ase O(s)?

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <algorithm>
using namespace std;

#define For (i,n) for(int i=0; i< (n); i++)
#define INF 1000000000

int r, s, %, Vy;

int P[1047], B[1047], C[1047];

int main() {
scanf ("%d.%do%do%dl”, &r, &s, &x, &y);
For (i, r)
For(3j, s) |
char c;
scanf ("%c.”, &c);
if (c == "#’) P[J]l++;
}
For(i, s + 1) B[i] = C[i] = INF;
B[0] = C[0] = O;
for (int i = 1; i <= s; 1i++) {
int zd = 0;
For(j, min(i, x - 1)) zd += P[1 - J - 1];
for (int j = x - 1; j < y; Jj++) {
if (i - j - 1 < 0) continue;
zd += P[1 - J - 11;
Bli] min(B[i], zd + C[1 - J - 1]);
Cli] min(C[i], (3 + 1) * r — zd + B[i - 3 - 11);
}
}
printf (”%d\n”, min(C[s], B[sl));

vzorék napisal Zaba
7. Obchod s cislami (max. 13 b za popis, 7 b za program)

Difam, Ze sa vam tato tloha pacila. Mne osobne velmi a ak sa vdm ju nebodaj nepodarilo vyriesit a uz sa
s 1iou nechcete dalej trapit, rychlo pokracujte v ¢itani.

Prvé ¢o za¢neme robit je, Ze si skisime generovat nejaké postupnosti a sledovat ¢o sa deje. Problém vsak
je, 7e ked sa na to pozerdme odpredu, moznosti, ako t4 postupnost méze pokracovat, je hrozne vela a nevieme
velmi urcit, ktord by pre nas bola vyhodné. Pozrime sa teda na cely problém od konca. Skor ako za¢neme,
zavedieme si nejaké oznacenie. Slovom stav budeme oznacovat dvojicu ¢isiel bez ohladu na to, ktoré je hore
a ktoré je dole. KedZe musime zacat stla¢enim tla¢idla H, po prvom kroku budeme v symetrickom stave (1,1). Ak
sa z neho nejakou postupnostou dostaneme do pozicie (z,y), tak tym, Ze invertujeme stldcania, sa dostaneme
do stavu (y,x). Tieto dva stavy su teda ekvivalentné vzhladom na ich dosiahnutelnost. Rozdiel méze byt v
pocte rovnakych susednych dvojic. V tom pripade si ndm vSak staci vybrat ti postupnost, ktord po prvotnom H
pokraduje stladenim D, aby sme si nevytvorili zI dvojicu naviac. Dalsia délezita vlastnost je, Ze ked vychadzame
zo stavu (1, 1), vSetky ¢isla, ktoré zapiSseme, buda kladné.

Vieme, Ze na konci sme zapisali éislo 7. V druhom riadku je ¢&islo x, o ktorom vieme povedaft, ze © < r.
Preco? No r vzniklo ako séitanie predchadzajucich dvoch riadkov a kedZze riadok, v ktorom je x, sa nezmenil,
tak r vzniklo ako stcet x s nie¢im inym. Ale pockat. Teraz vieme dokonca aj ako vyzeral stav pred poslednym
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stladenim. V jednom riadku je ¢islo x a v druhom musi byt ¢islo r — z, lebo stcet tychto éisel musi byt r. Super,
a vieme povedat aj ako vyzeral stav este pred tym? Vieme — rovnakym postupom.

Ak si teda povieme, aké &islo je x, tak vieme presne zrekonStruovat postupnost. Staéi vzdy od viiésieho
¢isla odéitat mensie a dostaneme stav pred tym. Ak sa tymto postupom dostanem do stavu (1,1) na préave
n — 1 od¢itani, mame nejaki validnd postupnost. Toto by vSak eSte bolo pomalé, lebo potrebujeme vyskusat r
moznosti ako vyzerd x a pre kazdu vygenerovat postupnost, ktord je dlha n. Teda zatial mame rieSenie v Case
O(rn). To je v8ak dost pomalé. Potrebujeme nieco vylepsit.

Pozrime sa na stav (a, b), pricom b bude ovela vii¢Sie ako a. Stavy pred tym vyzerali nasledovne: (a,b — a),
(a,b—2a), ..., (a,b—ka). Postupne odéitavame od b ¢islo a, az kym ndm nezostane ¢islo mensie ako a. Uvedomme
si v8ak, Ze to je vlastne b mod a a k = |b/a|. A celé toto nie¢o hrozne pripomina. Postupne modulujeme vicsie
¢islo mensim, vSak to je Euklidov algoritmus na hladanie najvicsieho spolo¢ného delitela. A to je celé, staci
nam uz len trochu upravit tento algoritmus. Budeme si v tlom ratat, akd dlhé4 je t4 postupnost, a tiez kolko
rovnakych prvkov za sebou ide. Vzdy, ked mame stav (a, b), tak si pridame & k dlzke postupnosti a k — 1 k pocétu
zlych dvojic.

Nakoniec si uz len dogenerujeme postupnost konéiacu stavom (r,z) pre také z, ktorému prislicha validnd
postupnost s minimalnym poctom zlych dvojic. Pri generovani postupnosti si kvoli Setreniu pamiiti paméitame
len jednotlivé k, ¢o znamend pocet rovnakych stlaceni za sebou. Tym padom si paméitame radovo tolko éisiel,
kolko krokov spravi nas Euklidov algoritmus, ¢o je rddovo logr.

Kedze Euklidov algoritmus mé zlozitost O(logr)* a pouzijeme ho najviac r-krat, ¢asovi zlozitost mame
O(rlogr). Pamitat si potrebujeme akurit postupnost, ¢o bude O(logr).

Listing programu (C++)

#include <cstdio>
#include <vector>
using namespace std;

int n, r;
vector<int> vys, A;

int suma (vector<int> P) {
int vys=0;
for (int i=0; i<P.size(); i++) vys+=P[i];
return vys;

}

void solve(int a, int b) {
if (a==0) return;
if(a==1) {
if (b>1) A.push_back (b-1);
A.push_back(1);
if(A.size()>vys.size() && suma (A)==n) vys=A;
} else {
A.push_back (b/a);
solve (b%a, a);
}
}

int main() {
scanf ("%d.%d."”, &n, &r);
for (int i=1; i<=r; i++) {
A.clear();

solve (i, r);

}

if (vys.size()==0) printf (”"Neexistuje\n”);
else {

int p=0;

for (int i=vys.size()-1; i>=0; i--)

{
for (int j=0; dj<vys[il; J++)
if (p) printf (”D");
else printf ("H");

ptt; p%=2;
}
printf (”\n”);
}
}
vzorak napisal Jano
8. Ochutené lahodky (max. 13 b za popis, 12 b za program)

Pohodlne sa usadte a budte pripraveni. Pripraveni na to, ze uvidite veci, ktoré sa aj vo svete algoritmov
zjavuji len malokedy. Veru s ¢asovou zloZitostou zévislou od odmocniny n sa nestretnete kazdy deni a len
zriedkavo potrebujete okresavat aj pamitov zlozitost. Uvidite, ako je dolezité odpovedat na otdzky v spravnom

o polovicu. To znamend, Ze pre vstup (a,b) vykoname celkovo najviac 2logs b iteracii.
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poradi, ako sa vydat zdanlivo nepriechodnym chodnikom, aby ste sa dostali do ciela. Zazijete nejeden trik a
prehryziete sa zopar pismenkami s dolnymi indexami. Dobrt chut.

RieSenie s odmocninou v zlozitosti

Pomerne jednoduchy pristup k tejto tlohe je taky, ze postupne prechddzame otdzky (v poradi v akom ich
mame na vstupe) a pre kazda otdzku sa snaZime ¢o najrychlejsie zistit odpoved — kolko je v tiseku od a po
b takych cisel x, ze sa tam vyskytuji prave x-krat — toto si nazvime Podmienka o pocte vyskytov, skratene
POPV.

Ked uZ sme pri oznacovani, vstupné pole (predstavujice celd Knihu jednoduchych receptov) si oznac¢me A.
Interval od a po b vratane si oznacime [a, b] a pocet ¢isel spliiajicich POPV v intervale [a, b] (teda odpoved na
otazku ,a b*) oznacime p(a,b). (Indexujeme od nuly, takze a,b € {0,...,n —1}.)

Zistit p(a,b) mozeme napriklad tak, ze prejdeme cely tsek [a, b], spocitame si vyskyty kazdého ¢isla v iom
a overime, kolko z nich spliia POPV. Aby sme na podcitanie vyskytov nemuseli maf pole velkosti 10°, budeme

.....

nejde.

Aha! Tu by mohlo skrsntf isté podozrenie, ze réznych velkjch ¢isel spliiajiicich POPV bude akosi malo,
pretoZe sa tam musia vyskytovat akosi velakrat a na to spotrebuju akosi vela poli¢ok. A nielen velkych — ani
tych malych vela nebude. Presnejsie, ked si zoberieme vietky ¢&isla, ktoré splhaji POPV aspoii v jednom intervale
(a teda ndm mozu ovplyvnif vistup programu) tak ich nie je viac, ako [v/2n].

Ak totiz nejaké z aspon v jednom intervale spliia POPV, tak sa 2 v celom poli A musi vyskytovat aspoii
a-krat. Ak by aj &isla spliiajice POPV boli najmensie mozné, musela by v poli A byt aspon jedna 1, aspon dve
2, aspon tri 3, a tak dalej.

Ak by teda bolo v poli A viac ako s = [v/2n] roznych ¢isel, ktoré v nejakom intervale spliiaji POPV, bol
by celkovy pocet ich vyskytov aspoit 1 +2+---+ (s+1) = (s+1)(s+2)/2 > n, ¢o sa ndm ale do n-prvkového
pola nezmesti.

A z tohto sa d4 hned vyrobif rychle funkéné rieSenie — najprv si zistim, ktoré ¢éisla  mozu niekedy splnit
POPYV — musia sa vyskytnut presne x-krat v nejakom intervale, takZe aspon z-krat v celom poli. Prejdeme teda
celé pole a pre kazdé ¢islo od 1 po n si v poli spocitame, kolko mé vyskytov. Pomocou tejto informéacie nasledne
Tahko najdeme vSetkych O(y/n) ésel, ktoré niekde spliiaji POPV. Toto celé vieme spravit v ¢ase O(n).

Okrem toho si pre kazdé ¢islo 2 splhajice POPV spravime pole, ozna¢me ho S[z], také, ze S[x][i] bude pocet
vyskytov &isla 2 na prvych i poziciach pola A. (Specidlne teda S[z][0] = 0.) Pre konkrétne z toto vieme spravit
v linedrnom case, celkovo nam teda vyroba tychto poli zaberie ¢as O(ny/n).

Vdaka polu S[z] budeme vediet pre lubovolny interval [a, b] a ¢islo x zistit v konstantnom ¢ase, ¢i 2 v danom
intervale spliia POPV. Na to nam staéi skontrolovat, & S[z][b] — S[z][a — 1] = z. Ak teda dostaneme nejaki
otdzku [a,b], postupne prejdeme cez vietkych O(y/n) &sel x, ktoré niekde splhaju POPV, a o kazdom z nich
v konstantnom ¢ase zistime, ¢i spliia POPV aj v tomto konkrétnom intervale. Na kazdt otazku teda vieme
odpovedat v ¢ase O(y/n).

Cely algoritmus bude bezaf v ¢ase O(n + ny/n + ¢y/n) = O((n + ¢q)/n). Pamifova zlozitost bude O(n+/n).
0j, lenze t4 paméitova zlozitost neznie dobre, lebo uz pri n = 150000 ndm samotné pole S zaberie vySe 320
MB, ¢o je nad pamétovy limit.

To sa d4 okresat napriklad tym, Ze pole S nevytvarame celé naraz, ale vzdy si ho spo¢itame len pre jedno
z Cisel x a potom prejdeme vsetky otazky. V pripade, ze v nejakej otazke x splni POPV, zvysime pocitadlo pre
danti otézku o 1. Na konci len vypiseme hodnoty poécitadiel. Casova zlozitost sa nezmenti, ostane O((n + ¢)/n),
a pamiitova klesne na O(n + q).

Teraz sa moZete pokochat implementéciou tohoto rieSenia, a chvilku si oddychnut, kym sa pustime do
vzordku — &no, toto eSte na plny pocet nestacilo :).

Listing programu (C++)

#include<cstdio>

#include<algorithm>

#include<vector>

using namespace std;

#define For (i, n) for(int i = 0; i<(n); ++1i)
#define MAXN 500047

int N,Q; // podet &isel, podet otdzok

int A[MAXN]; // &isla na vstupe

int P[MAXN], S[MAXN];

int ga[MAXN], gb[MAXN]; // otazka - od do
vector<int> V;
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int main () {
scanf (”%d.%d”, &N, &Q) ;
For (i,N) scanf (”%d”, A+i);

For (i,N) P[i+1] = O0;

For (i,N) if (A[1]<=N) P[A[i]]++;

// v P[i] je teraz pocdet vyskytov i v poli A
For (i,N) if (P[i+1] > i) V.push_back (i+1);

//naditam si otdzky
For(q,Q) {scanf(”%d%d”,ga+q,gb+q); galql-—;}
For(q,Q) P[g] = 0; // do P budem ukladat’ odpovede

For(v,V.size()) {
// v S[i] bude pocdet vyskytov ‘v’ v A[0] az A[i-1]

For (i, N) S[i+l1] = S[i] + (A[i]==V[v]);
// v ktorych otdzkach mdm zardtat aj c¢islo v?
For(q, Q) Plql += (S[gblql]l - Slgalg]l] == V[v]);

}

For (q,Q) printf(”%d\n”, PI[ql);

O maly chlp lepsie rieSenie (stale s odmocninou v zloZitosti, ale trochu inag)

Teraz sa podme vrhniat na myslienku, z ktorej ¢asom vypadne vzorové rieSenie. Podobne, ako ked sme
zlepSovali paméfovi zlozitost v predchadzajicom rieSeni, aj tu vyuzijeme skutoc¢nost, Ze si mdzeme najprv cely
vstup nacitat a az potom vypisat vystup. Na otazky teda nemusime odpovedat v zadanom poradi, mozeme si
zvolit nejaké iné, vhodnejsie. NajlepSie to bude robif nejako systematicky — napriklad si otdzky usporiadame
podla konca intervalu, na ktory sa pytaji. Teda najskor zodpovieme tie, pre ktoré interval konéi na pozicii 0,
potom vsetky konciace poziciou 1, a tak dale;j.

Aby nejaké cislo x splnilo v nejakom intervale POPV, musi mat v danom intervale presne = vyskytov.
Zoberme nejaké fixné = a oznaéme V usporiadany zoznam indexov do pola A, na ktorych sa hodnota x nachédza.

Nech napriklad z = 3 a V = (2,4, 7,10, 11). Pre ktoré tiseky [a, b] spliia &islo z POPV? V prvom rade zjavne
koniec tiseku musi byt na pozicii 7 alebo viac, inak by sme mali menej ako 3 vyskyty . Ak b = 7, musi a byt
medzi 0 a 2. Takyto tGsek potom obsahuje vyskyty na poziciach 2, 4 a 7. To isté plati aj pre b =8 a b = 9.
Akonéhle ale b = 10, uz musi a byt medzi 3 a 4, vratane — ak by bolo mensie, mali by sme vyskytov x privela,
ak by bolo vicsie, mali by sme ich primalo.

Nech v = |V je pocet vSetkych vyskytov ¢isla x, teda nech st vyskyty = na pozicidch V[0] az V']v — 1]. Nech
navySe V[—1] = —1 a V[v] = n (akoby boli eSte dva vyskyty ¢isla x tesne pred zaciatkom a tesne za koncom
pola A). Potom vieme vysSie popisané pozorovanie zovSeobecnit nasledovne:

e Aby z splitalo POPV v intervale [a,b], musi byt v > z a V[z — 1] < b.
e Ak pre nejaké i > z — 1 plati V[i] < b < V[i + 1], tak musi byt V[i —z] <a < V[i —x +1].

V naSom rieseni budeme postupne zvysovat b a pre kazdé x, ktoré sme uZ aspon raz videli, si budeme
pamiitat, ¢i uz moze toto x v nejakom intervale spliiat POPV, a ak 4no, v akom intervale musi lezaf a, aby sa
tak stalo.

Takto si v kazdom okamihu pamétdme nejaktt mnozinu intervalov (o ktorej vieme, Ze ich tam je nanajvys
[v2n], lebo viac réznych z nemoze POPV spliiat). Ak teraz mame nejaki otazku [a, b], zodpovedat ju vieme
tak, Ze spoditame, v kolkych roznych intervaloch toto konkrétne a lezi. Ak by sme to spravili priamociaro (v
cykle prejdeme vSetky a spocitame), dostali by sme rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(n+gq+/n), ¢o je o chlp lepsie
ako nase predchadzajuce riesenie.

Priklad: Nech sme uZ z postupnosti A spracovali nasledovni ¢ast: (2,4, 3,47,3,3,5,1,3,2). Teda aktuélne
méme b = 9. Pre interval [a,b] bude hodnota 1 splitat POPV ak a € [0, 7], hodnota 2 ak a € [0,0], hodnota 3
ak a € [3,4] a Ziadna ind hodnota POPV spliiaf nemoze. V danej chvili si teda pamitame intervaly [0, 7], [0, 0]
a [3,4]. Ak teraz dostaneme napr. otazku [4,9], odpovedou na tiu je éislo 2, lebo a = 4 lezi v dvoch z intervalov,
ktoré si paméatame.

Vzorové rieSenie (s logaritmom v zloZitosti)

Vyssie popisané rieSenie vieme zrychlit pouzitim vhodnej datovej Struktiry. Skér, nez si popiSeme jej imple-
mentaciu, zamyslime sa nad tym, aké operacie vlastne budeme od nej potrebovat.
hodnoty x = A[b]. Zjavne sa teda nezmenia intervaly tykajice sa hodnoét inych ako x: nadalej budu pre ne
fungovat tie isté a. Napr. keby sme vo vyssie uvedenom priklade zvicsili b na 10 a bolo A[10] = 2, nadalej bude
platit, Ze hodnota 3 spliia POPV préve vtedy, ked a € [3,4].
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Jediné, ¢o sa moéze zmenit, je interval, v ktorom mé lezat a, aby prave tadto hodnota x, ktorej novy vyskyt
mame na pozicii b, splitala POPV. Potrebujeme teda z nasej datovej struktary stary interval odstranit a novy
interval, v ktorom lezia dobré hodnoty a, do nej pridat. (Ak uz samozrejme bolo dost vyskytov x. MozZe sa staft, Zze
sa neudeje vobec ni¢, pripadne aj to, ze len prvykrat priddme do nasej datovej struktiry interval zodpovedajici
hodnote = a ni¢ z nej nezmazeme.)

NavySe budeme potrebovat pouZivat nasu datova Struktiru na odpovedanie na otézky: ked dostaneme
konkrétne a, potrebujeme vediet, v kolkych spomedzi aktudlne pamétanych intervalov lezi.

Zistit, v kolkych intervaloch dané ¢islo a lezi, vieme napriklad tak, Ze spoc¢itame, kolko intervalov zac¢ina na
pozicii a alebo skorSej, a od toho odéitame intervaly, ktoré konéia na pozicii ostro skorSej ako a. (VSimnite si,
Ze ndm pri tom nezélezi na tom, ktory koniec patri ku ktorému zadiatku.)

Mozeme teda pouzit dve polia: v jednom si budeme pre kazda poziciu pamétat, kolko z naSich intervalov
tam zacina, v druhom zase, kolko ich tam konéi. NavySe budeme pre kazdé pole potrebovat vediet povedat,
kolko prvkov je dokopy na pozicidch 0 aZ x, pre dané x. Preto nad polom postavime intervalovy strom. (Alebo,
rovnako dobre, mozeme pouzit Fenwickov strom, v nasich kon¢inach Iudovo nazyvany finsky strom.) Sice ndm
tak kazd4 zmena pola bude trvat O(logn) krokov, ale zato budeme vediet aj povedat sicet lubovolného tseku
pola v ¢ase O(logn).

O tom ako intervalovy strom funguje, sa docitate napr. vo vzorovom rieseni 10. tlohy 1. letného kola
27. ro¢nika KSP v sekcii Intervalovy strom. http://www.ksp.sk/wiki/uploads/Zadania/vzoraky273.pdf

Celé to ide implementovat eSte o nie¢o kompaktnejsie. Napriklad nepotrebujeme tie polia dve, sta¢i ndm
jedno, do ktorého si budeme zadiatky intervalov znacif ako +1 a konce intervalov ako —1. (Presnejsie, ked si
chceme zapamitat novy interval [a, b], pripo¢itame 1 na poziciu a, kde za¢ina, a odpoéitame 1 od pozicie b+ 1,
ktora don ako prva nepatri. Ak chceme tento interval neskér odstranit, jednoducho urobime opa¢né dve zmeny.)

Samotnéd implementécia algoritmu uz vobec nie je zlozité. Rozdelit si otdzky podla konca intervalu vieme
uZ popri nacitavani, staéi si pre kazdy koniec vytvorit vector. Vsetkych n vektorov bude mat dokopy g prvkov.
Podobne si vieme do vectorov naéitat aj pozicie vyskytov V', pre kazdé x zvlast. Vieme to spravit v éase O(n+q)
a zaberie ndm to pamit O(n + q).

Naésledne prejdeme cez vSetkych n faz, pre kazdi najprv updatneme nas intervalovy strom a potom zodpo-
vieme na prislugné otazky. Kedze v kazdej faze najviac 1 interval odstraiiujeme a najviac 1 priddvame, update
udajov v intervalovom strome vzdy prebehne v ¢ase O(logn). Podobne aj zodpovedanie kazdej otdzky ndm
zaberie O(logn) kvoli vypoétu stcétu tseku v nasom intervalovom strome. Intervalovému stromu stacéi O(n)
pamaéte.

Celkovy ¢as behu programu bude teda O((n + ¢) logn). Program potrebuje O(n + ¢) pamite.

Nizsie uvedena ukazkova implementacia nezodpoveda presne vyssie uvedenému popisu, ale je s nim ekviva-
lentné. Pouziva —1 pre zaciatky intervalov, +1 pre ich konce a néasledne pocita stucet opac¢nej Casti intervalu. Ak
si povodné pole (teda listy nésho intervalového stromu) oznaéime P, tak v naSej implementacii po spracovani
prvku A[b] pre kazdé a plati, ze Pla] + Pla+ 1] + --- + P[b] = p(a,b), teda Ze pocet &isel, ktoré splhaju POPV
pre interval [a,b] je rovny poctu intervalov, ktoré nezaéni, ale konéia od pozicie a dalej.

Listing programu (C++)

#include<cstdio>

#include<algorithm>

#include<vector>

using namespace std;

#define For (i, n) for(int i = 0; i<(n); ++1i)
#define MAXN (1<<19)

typedef long long 11;

typedef pair<int, int> pii;

int n,qg, A[MAXN], otz_a[MAXN], otz_b[MAXN], odpoved[MAXN];
vector<int> konci [MAXN];
vector<int> V[MAXN];

// intervalovy strom
int I[2%MAXN]; // P[1i] = I[MAXN+i]
void add(int x, int v) {

x+=MAXN;

while (x>0) I[x]+=v, x/=2;

int get(int x, int v = 1, int 1 = 0, int r = MAXN) {
if (x<1) return 0;
if (x>=r-1) return I[Vv];
return get (x,2x%v,1, (1+r)/2) + get(x,2%v+l, (1+r)/2,r);

int main () {
// naditanie vstupu
scanf (”%d.%d”, &n, &q) ;
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For(i,n) scanf(”%d”, A+i);

For(i,q) {
scanf (”%d%d”,otz_a+i, otz_b+i);
// rozdelenie otdzok podla konca intervalu
koncifotz_b[i]].push_back (i) ;

}

For (i, n) {

int x = A[i], v;

if (x<=n){ // velké &isla ignorujeme
// zapamidtdvanie pozicii vyskytov
VI[x].push_back (i+1);
v = V[x].size();
// update pola P
if (v >= x) add(V[x][v-x], 1);

if (v > x) add(V[x][v-x-1], -2);
if (v > x+1) add(V[x][v-x-2], 1);
}
For(j, konci[i+l].size()) // odpovieme na otdzky konciace i+l
// odpoved[] = sucet ( Plotz_al[]] az P[otz_b[]] )
odpoved[konci[i+1] [j]] = get (otz_blkonci[i+1][j]]) - get(otz_alkoncil[i+1][j]]1-1);
}
For (i,q) printf(”%d\n", odpoved[i]);
}
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