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Vzorové rieSenia 2. kola zimnej casti

Milé nase riesitelky a ini!
Vojaci opravovatelského impéria (éitaj opravovatelia) sa pod hrozbou odobratia vifénu
dali do pohybu a priniesli VAm nové vzoréky. Uzite si ich!

Ak si dobry, daju ti vela prace. Ak si naozaj dobry, dokdzes sa jej zbavit.
KSPaci

. opravovala Dominika
1. Zvana tuzba (max. 10 bodov)

Myslienku rieSenia ste mali vSetci spravne, ale niekomu chybal popis k rieSeniu (dostal 7
bodov) alebo mu chybal odhad zloZitosti (9b).

Tak teda v kratkosti, kedZe ste to vSetci vedeli. Na zistenie poctu ¢iernych pasaZierov
nam stadi zistit celkovy pocet pasazierov (v8etkych, ¢o vystupili) a odritat pocet legalnych
pasaZierov (teda tych, ¢o si oznadili listok). KedZe je s¢itanie a od¢itanie komutativne (mo-
7eme séitovat a odéitovat v fubovolnom poradi), mézeme to robif priamo v cykle. Casova
zlozitost je linedrna a pamifova konstantna.

Listing programu:

program zvanaTuzba;
var n, listky, cestujuci, cierni, i: integer;

begin
cierni := 0;
readln(n);
for i := 1 to n do begin
readln(listky, cestujuci);

cierni := cierni + cestujuci - listky;
end;
writeln(cierni) ;
end.

. opravoval Miso
2. Zober si ma! (max. 10 bodov)

Najprv spravime jedno zakladne pozorovanie. Pokial za¢ina Xavierov zoznam jedlom A, tak
toto jedlo moézeme zjest hned ked ho prvy krat uvidime na pase, kedZe tym ni¢ nepokazime
(dokaz preco je to tak, si skuste spravit za domécu ulohu).

Podme si tento postup prelozit do reéi programu. Na vstupe méme dva stringy j (zoznam
jedél) a z (Xavierov zoznam). Budeme mat 2 indexy, jeden vyjadruje posledné jedlo na
zozname, kde sme sa pozreli a ukazuje na prvé jedlo, ktoré sme este nezjedli. Tymito indexami
budeme prechadzaf. Ak st znaky na danych poziciach zhodné, Xavier sa naje a modZeme
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2 Zamakajme si

zvysit obidva indexy. Ak st rozne, Xavier sa nenaje, preto sa posunie index len v prvom
stringu. Program vzdy skonci, lebo vzdy sa posunie aspon jeden index a niekedy sa dostane
nejaky index na koniec stringu. Ak sme presli cely Xavierov zoznam, tak vypiSeme ano. Ak
sme ho nepresli cely, to znamena, Ze sme presli cely zoznam jedal, lebo aspon jeden index je
na konci stringu. V tomto pripade vypiSeme nie.

Casov zlozitost je O(N), kde N je velkost celého vstupu (stcet diZok oboch stringov).
Paméifova moze byt O(N). Pouzili sa len tie 2 stringy.

Ale na pamiit sa d4 pozriet aj z iného pohladu, v tom pripade ju mozeme povazovat za
konstantntt — O(1). Predstavte si program ako ¢iernu skrinku. Dostane vstup, nieco Sroti a
vypluje nejaky vystup. Za pamétovi zloZitost povaZzujeme mnoZstvo pracovnej pamite, ktort
potrebuje pri tom $roteni. Co teda mézeme v programe povazovat za vstup? Do vsetkjch
premennych, ¢o su pouzité, sa niekedy zapisuje. Ak sa do nich zapisuje iba I/O prikazmi
ako readln(), scanf(), getchar(), tak to nie je pracovni pamiit, to je len ten vstup, ¢o
dostane ¢ierna skrinka. V tomto programe st to tie dva stringy, ¢ierna skrinka si Sroti len
s pomocnymi premennymi.

Bodovanie: Hlavnt myslienku ste mali vSetci dobre. Preto uvediem priciny, za ktoré ste
dostali menej bodov. Celkom ¢asta chyba bola, Ze ste zvySovali index v Xavierovom zozname
vzdy, ked bola zhoda. Potom sa ale moze stat, ze budete tymto indexom pristupovat mimo
pola a hodi vam to segmentation fault/runtime exception. Preto tam treba dat podmienku,
ze ak uz je Xavier spokojny, tak predcasne ukon¢ime cyklus. Za tuto chybu som strhol
pol boda, ale zaokrtihloval som nahor, preto sa zmena v bodoch prejavila len spolu s dalsou
chybou. Za chybajuci/zly odhad zloZitosti som strhol 1 bod. Pri pamétovej som uznal obidva
varianty.

Listing programu:

var j, x: string;
jj, xx: longint;
begin
readIn(j) ;
readln(x) ;
jjo= 1
xx := 1;
while (jj <= length(j)) and (xx <= length(x)) do begin
if j[jjl = x[xx] then
XX = xXx + 1;
=31
end;
if xx > length(x) then
writeln ("ano’)

else
writeln (’nie’) ;
end.
. . opravoval Kewo
3. Zamakajme si (max. 10 bodov)

10 bodov dostali tip top rieSenia s pamitovou zloZitostou O(1), ¢asovou O(N). Za pamit
O(N) a ¢as O(N) max 8 bodov, riefenia s ¢asovou zlozitostou O(D) max 7 bodov, s O(N?)
max 6 bodov, s O(N - D) max 5 bodov, pri O(N?) som sa zlutoval - max 4 body. Dalej sa
dalo stratit absenciou zdrojaku ¢i popisu rieSenia, chybami v kéde, neavizovanymi zmenami
na vstupe ¢i vystupe.
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Zamakajme st 3

Vstup zvicsa musime precitat cely (pokial ma Imp dostatok sil na prvy cvik) - ¢asovil
zlozitost pod O(N) teda nedostaneme. Na rozvoj Impovho svalnatého ja mdme D dni. Cvik
A je lepsi/oplati sa ndm viac ako cvik B vtedy, ak cvikom A ziskame viac sily ako cvikom B.
Niektori z Vas sa rozhodli simulovat ¢o vlastne bude Imp cviéit kazdy deti (v lepSom pripade
ste to zvladli s ¢asovou zloZitostou O(1)). Takyto pristup po diioch (1+1+1+...+1=D)
vedie k rieSeniu s ¢asovou zlozitostou O(N+D). Pristup v zdsade nie je zly, len existuje aj lepsi
:) Ako mé vlastne vyzerat Impove cvicenie? Zatial najlepsi cvik praktizuje suvisle niekolko
dni po sebe dovtedy, kym nezosilnie dostato¢ne, aby dosial najlepsi cvik mohol vystriedat
za lepsi. Ak vieme rychlejsie (napr. O(1)) zistit, kolko dni po sebe musi cvi¢it ten isty cvik,
pristup po diloch vieme nahradit pristupom po cvikoch (p1 +p2+...+p; =D,j < N) a
teda aj ,simula¢nu fazu® stlacit pod O(N), celkovo teda O(N). Poéet dni od teraz po lepsi
cvik vieme zistit ako hornu celt cast z F”P%F (kde F), je sila potrebna na novy lepsi cvik, F'
aktudlna sila a P prispevok aktudlneho cviku). Takto postupom - pamétém si zatial najlepsi
cvik, na¢itavam dalsie, ak ndjdem lepsi cvik, odcviéim si potrebny pocet dni, aby som mohol
realizovat lepsi a tak dalej az do konca dni - ziskavame rieSenie s ¢asovou zloZitostou O(IV)
a pamétfovou O(1) (pamétame si zatial najlepsi cvik, najblizsi lepsi, kolko méme sily, kolko
dni ndm zostéva). To je asi tak vSetko :)

Listing programu:

program zamakajmeSi;
var s, n, d, sila, prir, i, k, ns, np, cv: integer;

begin
read(s); read(n); readln(d);
sila := s; prir := 0;
for i := 1 to n do begin
read(ns); readln(np); { nova sila / prirastok }
if (i = 1) then begin
if (ns > sila) then begin { nemame silu na pociatocne cvicenie }
writeln ("Imp nema dost sil na ziaden cvik :(); d := 0; break;
end;
prir := np; k :=i; { update zatial najlepsieho cviku }
end
else begin
if (np > prir) then begin { ak sme nacitali lepsi cvik }
if (ns > sila) then begin { a musime nan este cvicit }
cv := (ns - sila) div prir;
if ((ns - sila) mod prir > 0) then inc(cv);
if (cv > d) then cv := d; { nemozme cvicit viac ako sa da }
writeln(cv, ’dni cvicil ’, k, 7. cvik’);
sila := sila + cvxprir; d := d - cv;
if (d = 0) then break; { niet uz viac kedy cvicit }
end;
prir := np; k := i; { update zatial najlepsieho cviku }
end;
end;
end;
if (d > 0) and (i = n) then begin
writeln(d, ’dni cvicil ’, k, ’. cvik’);
sila:=sila + d*prir;
end;
writeln (sila) ;
end.
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4 Zemcove mosty

. opravovali Mio a Feki
4. Zemcove mosty (max. 15 bodov)

RieSenia, ktoré nam prisli, sa daji rozdelif do troch kategérii — logaritmické, linedrne a
nefunkéné. Najskor ako sme bodovali.

Bodovanie Riesenia s ¢asovou zlozitostou O(N + K -log N) a pamétovou O(N') mohli dostat
najviac 15 bodov. Za rieSenia s ¢asovou zlozitostou O(K - N) a pamétovou O(N) bolo do
9 bodov. RieSenia, ktoré neboli korektné, nedostali viac ako 4 body. Za hor$iu pamitf sme
strhavali bod. Dalie tresty boli za slaby popis — chceli sme tam mat popis sposobu, akym
zistujete, ¢i je bod napravo alebo nalavo, popis bindrneho vyhladavania a ¢asové a pamitové
zlozitosti. Ak popis alebo kdéd chybal, strhli sme vela bodov. Tolko k bodovaniu, teraz k
rieSeniam.

Predpokladali ste, 7e ak zoberiete obdlznik, ktorého je nejaké tsecka uhloprieckou, tak
sa v tomto obdlzniku uz nemoze nachadzat ind tisecka. Chyba! Moze. A nemusia tie Gsecky
vychadzat z jedného bodu, staci aby zaéinali blizko seba. Prejdime ku korektnym rieSeniam.
V oboch typoch rieseni bolo treba zistit, ¢i lezi bod napravo alebo nalavo od tsecky. Opit
ste to riesili dvojako. Prvy spodsob bol vyjadrit si tisecku pomocou rovnice, dosadit Y-ov
stradnicu bodu a porovnat X-ové stiradnice bodu. Druhy sposob je pouZit vektorovy stcin.
KedZze druhy sposob sa vyskytoval menej, rozhodli sme sa, Ze vo vzorovom rieSeni vyuZijeme
prave ten.

Co je to vektorovy stéin? Zacneme radsej tym, ¢o je to vektor. Vektor je orientovana
usecka. Zapisujeme ho pomocou usporiadanej n-tice. Napriklad vektor (1,2) znamend, Ze
méme orientovanu tsecku z bodu [0,0] do bodu [1,2]. S¢itanie vektorov je po stradniciach
(¢ize (1,2) +(3,0) = (4,2)). Vektor vieme vynasobit skaldrom (2 x (1,2) = (2,4)).

Dva vektory v 3D priestore vieme nasobit vektorovym st¢inom. Dostaneme vektor, ktory
je kolmy na obidva vektory a ma velkost rovnt obsahu rovnobeZnika, ktorého strany uréuju
vstupné vektory. Smer vektora sa ur¢uje podla pravidla pravej ruky. Tolko k vektorovému
stcinu, kto chce vediet viac:

http://sk.wikipedia.org/wiki/Vektorovy_siuéin

Prave to ako sa ndm uréi smer vieme vyuzif. Vzhladom na to, Ze mame tsecky v 2D,
tak polozime ich 3. stradnicu 0. A teda jedind nenulova stradnica vysledného vektora bude
ta 3. (keby bola ind nenulové, tak vysledny vektor nie je kolmy na povodné 2).

Podla znamienka 3. stradnice vieme zistit, ktory vektor je napravo od druhého. Takze
ak mame tsecku AB a bod C, tak sta¢i vynasobit napriklad vektory AC x BC" a vieme, ze
ak je vysledok kladny, tak bod je napravo; ak je 0, tak na tsecke a ak zaporny, tak je nalavo.
Dobre, takZe vieme zistit, kde sa nachadza bod, pomocou takéhoto vzorca: ¢ = ajby — asb;.

Linearne rieSenia spravili to, Ze postupne prechidzali tsecky a zisfovali, ¢i uz je bod
koneéne nalavo, vtedy skonéili a vypisali vysledok.

Vyuzime to, Ze tsecky st utriedené. Ked chceme nie¢o ndjst v utriedenom poli, pou-
Zivame binarne vyhladavanie. Algoritmus bindrneho vyhladévania vyzera vo vseobecnosti

to isté spravime v Tavej polovici pola; ak je rovnaky — nasli som ho; in4¢ to isté spravime v

1Mozme vynasobit aj iné vektory, napriklad AB a AC alebo AB a BC, len si treba vidy uvedomit, pri akom
znamienku je bod napravo a pri akom nalavo.
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Zemcove mosty 5

pravej polovici pola, a% kym nendjdeme miesto, kde by mal dany prvok byt. To, ¢i je bod
vicsi ako usecka, znamend v tomto pripade, Ze je od tsecky napravo, mensi je nalavo. To
ako maji byt oSetrené body na tsecke zadanie neur¢ovalo, ani sme to nebrali pri hodnoteni
do tvahy.

Pretoze sa pocet prvkov, medzi ktorymi hladdme, zmensuje v kazdom kroku na polovicu,
Gasové zlozitost bindrneho vyhladavania je O(log N).

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>

#define VYSKA 1000
#define MAXW 1000000

using namespace std;

int n,k;
vector<pair<int,int> > usecky;

bool compare(pair<int, int> bod, int usecka)

{
//zaciatok obdlznika ktoreho je usecka uhloprieckou
//aby sme vedeli usecku posunut tak, aby zacinala na z = 0
int 1 = min(usecky [usecka].first,usecky [useckal .second) ;

//posunutie usecky tak aby zacinala na z = 0
int ul = useckyl[usecka].first - 1;
int u2 = usecky[useckal.second - I;

//posunutie bodu, aby bol vzhladom na usecku na rovnakom mieste
int bx = bod.first - 1;
int by = bod.second;

//pocitanie vektorov AC a BC
int vlx = bx - ul;

int vly = by;

int v2x = bx - u2;

int v2y = by - VYSKA;

//zratam vektorovy sucin
if((vix*v2y - vly*v2x)>0) return true; //nalavo
else return false; // napravo

}

//bin-search
int search(pair<int,int> bod, int start, int end)

while (start < end)
{
//postavim sa do stredu rozsahu
int u = (end + start) / 2;
//zistim ci som mensi alebo vacsi a podla toho zmenim rozsah na lavu pripadne
pravu polovicu
if (compare(bod, u)) end = u;
else start = u+l;
}

return start;
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[§ Zotni tie kdble!

int main()

{
cin > n > k;
usecky .resize (n+2) ;
//pridanie zaciatku a konca mosta
usecky [0] .first = usecky[0].second = 0;
usecky [n+1] .first = usecky[n+1].second = MAXW;
//nacitanie useciek
for(int i = 1; i<=n; i++)
{
cin >> usecky[i].first >> usecky[i].second;
}
//nacitanie a spracovanie bodov
pair<int,int> bod;
for(int i = 0; i<k; i++)
{
cin >> bod.first > bod.second;
cout << search(bod, 0, n+l) << endl;
}
return 0;
}

. g , opravoval Majdk
5. Zotni tie kable! (max. 15 bodov)

pozorovanie: ak ndjdeme najlacnejsiu kostru zadaného grafu, tak sme vyhrali. Na zaciatok
trochu terminoldgie.
Najlacnejsia kostra: Graf G, ktory pozostava z vrcholov V' a hran E, ktoré tieto vrcholy
spajaja, budeme oznacovat ako G = (V, E).

Strom je $pecialny typ grafu. Aby sa graf mohol nazvat stromom, tak pre jeho kaZdé
dva vrcholy musi platit, Ze z jedného do druhého existuje len jedna cesta.

Na tamto obrazku je vlavo nakresleny graf a vpravo jedna z jeho moZnych kostier.

Kostra spojitého grafu G = (V, E) je taky podgraf G’ grafu G, ktory obsahuje vSetky
vrcholy z G a len tie hrany z E, aby G’ bol strom.

Minimélna, alebo aj najlacnejsia kostra grafu je taka kostra grafu, ktord ma zo vsetkych
kostier najmensiu cenu.

Na nasledujicom obrazku je pravo zndzorneni minimalna kostra ku grafu vlavo.
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Zotni tie kable! 7

A preco nas vlastne tak velmi zaujima najlacnejsia kostra? Dovod je jednoduchy. Ak ju
najdeme, tak hrany nou obsiahnuté spajaju navzajom vsetky zariadenia, ktoré boli spojené
v pévodonom grafe. Ostatné hrany st preto vhodné na vytrhnutie. Kedze si ponechavame
najlacnejsiu kostru, tak sicet nekostrovych hrén (to sa tie vytrhnuté) bude najviacsi mozny.
A to je presne to, o ¢o nam v tejto ulohe ide.

Pre hladanie najlacnejsej kostry existuje viacero algoritmov s podobnou zlozitostou. Asi
najznamejsie si Primov a Kruskalov. My si ukdzeme ten prvy z nich. Docasne budeme
predpokladat, ze nas graf pozostava len z jedného komponentu.

V priebehu tohto algoritmu budeme mat vSetky vrcholy rozdelené na dve mnoziny — tie,
ktoré uz mame v kostre, buda S a tie, ¢o eSte nie, buda V' \ S. Z prvej, kostrovej ¢asti veda
uré¢ité hrany do druhej, nekostrovej ¢asti. UkdZeme si, Ze najlacnejsia z nich bude ur¢ite lezat
v niektorej minimélnej kostre.

Sporom, predpokladajme, Ze v miniméalnej kostre nelezi. Ozna¢me si ju ako e a vrcholy,
ktoré spaja, ako v a w. Potom musi v minimélnej kostre existovat ind cesta, ktora zacina vo
v, konéi vo w a prechddza aspoii jednou hranou z aktudlneho rozhrania S a V'\ S. Ozna¢me
si tato hranu ako f.

Ked do tejto cesty priddme hranu e, tak dostaneme cyklus C. Po odstraneni jednej hrany
z cyklu C dostaneme opit kostru grafu, pretoze kazd4 cesta, ktord v povodnej kostre spajala
vrcholy pomocou hrany f, ich teraz spaja cez zvysné hrany tohto cyklu C.

Plati | f| > |e|, a preto ked z cyklu C odstranime f, dostaneme kostru, ktord je mensia
alebo rovna ako t4, o ktorej sme uvaZovali ako o miniméalnej. To je hladany spor, a preto
nemoze platit predpoklad, ¢o znamend, Ze hrana e do miniméalnej kostry patri.

Pocas behu algoritmu si preto potrebujeme udrziavat mnozinu hrén veducich z .S do V'\ S.
Takuto podmienku by ale bolo pri zmenéch mnoZin fazké dodrZiavat, preto sa uspokojime
s hranami vedtcimi z S (a vchadzajicimi nevedno kam). Vtedy staéi do mnoZziny hrany
pridavat, lebo S sa len zvicsuje.

Do tejto mnoziny potrebujeme vediet efektivne priddvat prvky a vyberat minimum.
Preto pouzijeme haldu, do ktorej vieme vkladat prvky a vyberat minimum v ¢ase O(logN),
kde N je pocet v nej sa nachadzajucich prvkov.

Jadro algoritmu bude vyzerat takto:

1. Vyberam z haldy obsahujicej hrany vychddzajice z S, pokial nenatrafim na hranu

vedicu do V'\ S.

2. Pridam ju do minima&lnej kostry. Nech vrchol, do ktorého vedie mimo S, je v. Potom do
S priddm v a do haldy v8etky hrany z neho vedice mimo S.

Na zaciatku bude S mnozina obsahujtca jediny vrchol a v halde buda len hrany z neho

vychadzajice. Algoritmus ukonéime, ked budeme mat v kostre vetky vrcholy, teda S = V.

Modifikacie pre nas problém: Zatial sme ignorovali skuto¢nost, Ze nas graf moze pozosta-
vat z viacerych komponentov. Ak by tomu tak bolo, tak zjavne Primov algoritmus ndjde len
kostru jedného komponentu, pretoZe z neho do iného nevedt Ziadne hrany (inak by to neboli
rozne komponenty). Preto ho mézeme skisit spustit zo vSetkych jednotlivych vrcholov, ak
uz neboli niekedy zaradené do kostry.

Odhad zlozitosti: Kazdt hranu priddme do haldy maximélne raz, teda najviac ich tam
moze byt spolu |E|. Zaroven kazda vlozena hranu aj vyberieme. Do haldy vkladdme aj vybe-
rame prvky v logaritmickom ¢ase od jej velkosti, a preto celkova zlozitost bude O(|E|log |E]).
Moézme predpokladat, Ze graf nebude mat viac ako |V|¥ hran. Potom z vlastnosti logaritmu
plati O(|E|log([V[¥)) = O(|E| - klog|V]) = O(|E|log [V]).

Pamétova zlozitost bude O(|V'|+|E|), pretoze si musime pamétat vSetky hrany aj vSetky
vrcholy.

Bodovanie Za algoritmus s ¢asovou zlozitostou O(|E|log|V|), popisom, funkénym kédom
a dobrymi odhadmi zloZitosti ste mohli ziskat plny pocet bodov — teda 15. Ak vas algoritmus
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8 Zotni tie kdble!

bezal v ¢ase O(|V|2), tak ste mohli dostat do 13 bodov. Za O(|E|-|V|) som udeloval 10 bodov
aza O(|V]?) len 8.

Ak ste sa pri odhade rozumne odvolali na poznamku o hustote zo zadania, tak ste mohli
ziskat aj viac, ako podla tejto stupnice.

Samozrejme, za chybajice ¢asti rieSenia §li dalsie body dole.

Listing programu:

const MAX_VRCHOLOV=100;
MAX_HRAN=20000;

type Tkabel = record
odkial,kam,cena,poradie: longint;
end;

var hrany:array [1..MAX_VRCHOLOV, 1..MAX_HRAN] of Tkabel;
pocet_hran: array[l..MAX_VRCHOLOV] of longint;
v_kostre, vytrhnute: array[l..MAX_VRCHOLOV] of boolean;
N,M: longint;
stres: longint;
i,j,a,b,cena: longint;
min_hrana: Tkabel;
Halda: array[l.. MAX_VRCHOLOV+*MAX_VRCHOLOV] of Tkabel;
prvkov_v_halde: longint;

procedure vymen(var a,b : Tkabel);
var c¢ : Tkabel;
begin c:=a; a:=b; b:=c; end;

procedure bubliHore;
var kde : longint; { kde je prvok, ktory bubleme }
begin
kde := prvkov_v_halde;
while true do begin
if (kde = 1) then break; { uz sme uplne hore }
if (Haldalkde div 2].cena < Haldalkdel.cena) then break; { dalej sa neda }
vymen( Haldalkde div 2], Haldalkdel ); { vymenime ho s otcom }
kde := kde div 2; { a ideme ho bublat dalej }
end;
end;

procedure bubliDole;
var kde, kam : longint; { kde sme, s kym ho vymenit }
begin
kde := 1;
while true do begin
kam := kde;
if (2xkde <=prvkov_v_halde) then
if (Halda[2*kde].cena <Haldalkam].cena) then kam:=2xkde;
if (2xkde+l<=prvkov_v_halde) then
if (Halda[2*kde+1].cena<Haldal[kam].cena) then kam:=2xkde+1;
if (kde = kam) then break; { hlbsie to nejde }
vymen( Haldalkde]l, Haldalkam] ); { vymenime ho s lepsim synom }
kde := kam; { a ideme ho bublat dalej }
end;
end;

procedure vlozDohaldy(co : Tkabel);
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begin
inc(prvkov_v_halde);
Halda[prvkov_v_halde] :=co;
bubliHore;

end;

function vyber_z_haldy() : Tkabel;

begin
vyber_z_haldy:=Halda[1];
vymen( Halda[l]l, Haldal[prvkov_v_halde] );
dec(prvkov_v_halde) ;

bubliDole;
end;
begin
stres:=0;

prvkov_v_halde:=0;

readln(N,M) ;
for i:=1 to N do begin
for j:=i to N do begin

hranyl[i,j].cena:=-1; { vynulujem maticu susednosti }
hranyl[i,j]l.poradie:=-1; { -1 znamena neexistenciu hrany }
end;

pocet_hran[il:=0; { zo ziadneho vrchola este nevedie hrana }
v_kostre[i] :=false; { a ani ziaden vrchol este nie je v kostre }
end;
for i:=1 to M do begin
vytrhnute[il :=true; { na zaciatku nie je ziadna hrana v kostre }
readln(a, b, cena);
inc(stres, cena);
inc(pocet_hran[al);
hrany[a,pocet_hran[al].cena:=cena;
hrany[a,pocet_hran[al].poradie:=i;
hrany [a,pocet_hran[al].odkial:
hrany[a,pocet_hran[all .kam:=b;
inc(pocet_hran[bl);
hrany[b,pocet_hran[b]].cena:=cena;
hrany[b,pocet_hran[b]l].poradie:=i;
hrany [b,pocet_hran[b]].odkial:=b;
hrany[b,pocet_hran[b]] .kam:=a;
end;

for i:=1 to N do if not v_kostre[i] then begin { kostru skusam robit postupne z
kazdeho vrchola }
v_kostre[i] :=true;
for j:=1 to pocet_hranli]l] do if not v_kostre[hranyl[i,j].kam] then begin
vlozDohaldy (hrany[i,j1); { do haldy vlozime hrany vychadzajuce zo zaciatocneho
vrchola }
end;
while prvkov_v_halde > 0 do begin
min_hrana.cena:=-1;
repeat { vyberiem najlacnejsiu hranu veducu do noveho vrchola, ak taka este je }
min_hrana:=vyber_z_haldy;
until (prvkov_v_halde = 0) or (not v_kostre[min_hrana.kam]);
if (min_hrana.cena > -1) and (not v_kostre[min_hrana.kam]) then begin
vytrhnute [min_hrana.poradie] :=false; { tato hrana je v kostre }
dec(stres, min_hrana.cena); { preto nebude vytrhnuta a neznizi mi uvoleneny
stres}
v_kostre [min_hrana.kam] :=true;
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10 Objedndvka veze

for j:=1 to pocet_hran[min_hrana.kam] do if not

v_kostre [hrany [min_hrana.kam,j] .kam] then begin
vlozDohaldy (hrany [min_hrana.kam,jl); { do haldy vlozime hrany

vychadzajuce zo pridaneho vrchola }

end;

end;
end;
end;

writeln (stres) ;

for i:=1 to M do begin
if (vytrhnutelil) then writeln(’Trhaj Dominika, trhaj!”)
else writeln(’Ani omylom!’) ;

end;
end.
R , - opravoval Stano
6. Objednavka veze (max. 20 bodov)

Napriek tomu, ze tento priklad vyzeral odradzujtico, nebol az taky zlozity a naslo sa par
odvéazlivcov, ktori sa odhodlali ho vyriesif, podaktori dokonca aj inak ako backtrackom.

Vzorové rieSenie funguje pomocou dynamického programovania v ¢asovej zlozitosti O(N K).
Sktisme si predstavit, Ze uz mame nejak optimélne vyrieSené veze, ktoré pouzivaji prvy aZ
i-ty valec. Co s takouto vezou mézeme spravit? Sktsime pridat valec na jednu vezu, na druhi
vezu, a skiisime aj nechat povodné rieSenie. Aby sme sa vedeli rozhodovat, ktoré rieSenie si
nechat, moéZeme si pamiitat rozdiel vysok vezi, a vzdy, ked mame rovnaky rozdiel vysok,
oplati sa ndm nechat si riesenie, kde je jedna veZa ¢o najvyssia — budeme si paméitat ti
vacsiu.

Ked dostaneme na vstupe dalsi valec vysky z, prejdeme vsetky mozné rozdiely vysok,
ktoré sme uz predtym vedeli postavif, a pozrieme sa, ¢i nevieme nieco zlepsit pridanim valca
na mensiu (vysky V;,) alebo vaésiu vezu (vysky V).
zatial s takymto rozdielom vysok postavili iba niZsie veze, tak sa ndm tato varianta oplati
viac.

Pridanim valca na mensiu vezu sa ndm mozno vymenia poradia vysky vezi, tak ich
pripadne otoc¢ime, a postupujeme rovnako ako v minulom pripade — zase sa pozrieme na
policko s rozdielom vysSok vezi, a ak tam mame horsie rieSenie, zapiSeme si aktudlne.

Aby sme sa vyhli tomu Ze pouZijeme jeden valec viac krat, musime si paméitat 2 riadky,
jeden predchadzajuci a jeden, kde uz modZeme pouzit aj i + 1-vy valec, ¢im dostdvame pa-
miétovi zlozitost O(K).

RieSenie, ak existuje, sa potom nachadza na policku s rozdielom vysok vezi 0.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>

using namespace std;

int main(){
int N,K,v,m,vyska;
cin >> N >» K;
vector<int> stare(K+1,-1) ,nove(K+1,-1);
nove[0]=0;
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for (int i=0;i<N;i++){

cin >> vyska;

for (int j=0;j<=K;j++) stare[jl=noveljl;

for (int j=0;j<=K;j++){
if (stare[jl==-1) continue;//ak sa nedali postavit veze s rozdielom j
if (stare[j+vyskal<stare[jl+vyska) //skusime dat valec na vyssiu vezu

nove [j+vyskal=stare [jl1+vyska;

ms=stare [j1-j+vyska; //skusame postavit valec na mensiu vezu
v=stare[j];
if (v<m) {int t=v; v=m; m=t;};
if (stare[v-ml<v) novelv-ml=v;

}
}
cout << novel[0] << endl;
return 0;
}
) R R . opravoval USAma
7. Odporuacaci pristroj (max. 20 bodov)

zbyto¢ne komplikovane. Podme sa pozriet, ako som bodoval: rieSenie, ktoré splni poZziadavku
v ¢ase O(N) (t.j. trividlnym sposobom) dostalo najviac 12 bodov. RieSenie, ktoré plni po-
7iadavky v ¢ase O(log N), dostalo plny pocet plus nejak ddvku hundrania v zivislosti od
toho, ako ste si to skomplikovali. Zaporné odmeny som daval za slaby popis a za to, Ze ste
vyberali najdlhsi interval, ¢o nemusi byt vZdy spravne.

Podme na to. Neudrzujme si volné zachody po jednom, ale v intervaloch. Pre interval
si pamétame miesta, kde zaéina a konéi. Ja preferujem polootvorené intervaly (t.j. zaciatok
je tam, kde je a koniec ukazuje o 1 miesto za koniec intervalu — skupinu zachodov 1, 2, 3
si pamétdm ako [1,4)). Ich vyhodou je napr. to, Ze prazdny interval si pamétdm ako napr.
[4,4) a nie nejakym obludnym spésobom.

Postup, ako robit operécie, sa ukazuje vcelku sdm. Ked niekto pride, zoberieme interval,
ktory poskytuje najlepsiu vzdialenost (pozor, nie najvicsi interval)?, ked je ich viac, tak ten,
¢o je najviac vzadu. Ak je interval vyhovujuci, tak uré¢ime miesto pre ¢loveka. Stary interval
zrusime a vyrobime 2 nové.

Postup pre odchod ¢loveka je obdobny. Zoberieme intervaly okolo obsadeného pisoara,
zrusime ich a vyrobime 1 novy, ktory je ich spojenim (+ obsahuje ten zachod medzi nimi).

Ako to ale robit rychlo? To, ktoré intervaly obklopuju dany pisoér, si vieme paméitat
v jednom poli s dlzkou N (pre kazdy pisodr si pamétame, ktory interval tam zaéina a
konéi, ak tam ni¢ nezacina/nekonéi, tak je t4 hodnota pre nas nepodstatnd). Este treba
vyberat najvyhodnejsi interval. Na to vie dobre poslzif napriklad halda® (podporuje vyber
maxima, vkladanie a vymazavanie v logaritmickom ¢ase od po¢tu prvkov). Toto rieSenie ma
ale niekolko problémov. Hlavne si treba pre kazdy interval pamétat, kde v halde sa nachadza
(pripadne nemat haldu v poli, ale robenti pomocou ukazovatelov). Proste ni¢ moc.

Podme si sktsit pomdct kniznicou STL. Niektori sa na to mozno budu krivo pozerat, ale
STL je tplne legitimna vec, pokial si uvedomujeme, ¢o robi a ako to robi (alebo aspoii ako
rychlo). To, ¢o budeme potrebovat, je set alias mnoZina. V podstate je to ¢ierna krabicka,

?Napriklad, ked mame intervaly [1,5) a [5,8), tak obidva poskytuju vzdialenost 1.
3http://en.wikipedia.org/wiki/Heap_(data_structure)
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12 Odporicact pristroj

alebo rovny ako toto). A dalej umoziiuje najst najmensi a najvicsi prvok. A to v8etko v ¢ase
O(log N). Redlne je implementovand ako éerveno-¢ierny vyhladdvaci strom?.

PouZijeme 2 sety. Jeden na triedenie podla vyhodnosti (napiSeme si na to triediacu
funkciu) a druby bude triedif podla miesta, kde za¢inaja intervaly (opif si na to napiSeme
triediacu funkciu). Postup potom pouZijeme podla popisu vyssie. A kedZe kazd4 operacia robi
konstantny pocet veci, ktoré trvaju O(log V), tak celkovy ¢as operacie je O(log N). Mohli
by sme si polozit otdzku, preco nevyuZit iba jeden set a na to, ktoré intervaly nasleduji
za danym pisodrom pouzit obyc¢ajné pole. Odpoved je jednoducha. Casovi zloZitost nAm to
nepokazi, ale pri pisani programu je mensia Sanca sa pomylit.

Este jedna poznamka na zaver. Na pamétanie si priradenia poradové ¢islo — zéachod je
najvyhodnejsie pouzit asociativne pole. V tomto pripade map (opit je to vnitorne ¢erveno-
Clerny strom a operdacie trvaju O(log N)). Vdaka tomu si moéZzeme pamiitat len Tudi, ktorych
méame pri zadchodoch a nepokazit si ani pamétovi ani ¢asovu zloZitost.

Este doddm, Ze pamite budeme potrebovat O(N).

Listing programu:
#include <cstdio>
#include <set>
#include <map>
using namespace std;

int N;

class Interval

{
public:
int begin, end; //begin - zaciatok, end - 1 miesto za koncom
Interval(int b, int e)
{
begin = b; end = e;
}
Interval split(int &place) //rozdelime interval na 2 kusy, 1 kus nechame tu,
2 vratime
{
if(end==N) //special case
place = N-1;
else if(begin==0) //a este jeden
place = 0;
else
place = (begin+end)/2;
Interval ret = Interval(place+l, end);
end = place;
return ret;
}
int good() //nevracia velkost, ale vghodnost
{
if(begin == 0) return end;
if(end == N) return N-begin;
return (end-begin+1)/2;
}

4http://en.wikipedia.org/wiki/Red_black_tree
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};

class OrderByGood{
public:
bool operator() (Interval a, Interval b)
{
if(a.good() > b.good()) return true;
if(a.good() < b.good()) return false;

return a.begin > b.begin; //ked su rovne berieme ten dalej
}
}
class OrderByBegin{
public:
bool operator() (Interval a, Interval b)
{
return a.begin < b.begin;
}
}

int main()
{
set<Interval, OrderByGood> byGood;
set<Interval, OrderByBegin> byBegin;
scanf(“pocet %d“, &N);
Interval base = Interval(0, N);
byGood.insert (base) ;
byBegin.insert (base) ;
map<int, int> results;
int cpoz = 0;
while(1){
char buf[20];
scanf(“%s“, buf);
if(buf[0]=="v’){ //vstupil

cpoz++;
Interval i = (*byGood.begin()); //vyberieme najvacsi interval
if(i.good O<2){ //ak je malo miesta, tak lutujeme
printf(“lutujeme\n*) ;
continue;
}
int place;
byGood.erase(i); //vymazeme interval
byBegin.erase(i) ;
Interval j = i.split(place); //rozdelime ho
byGood.insert(i); byGood.insert(j);
byBegin.insert (i) ; byBegin.insert(j); //vlozime ho
printf(“vase miesto: %d\n“, place+1l); //vypiseme miesto
results[cpoz]=place; //ulozime, kde clovek skoncil
}
if(buf[0]=="0"){ //odisiel
int x;

scanf(“%d“, &x);

int place = results[x];

Interval del = Interval(place, place);

set<Interval, OrderByBegin>::iterator it = byBegin.upper_bound(del);

Interval i = *it; //zoberieme interval za miestom
—-it;
Interval j = xit; //zoberieme interval pred miestom
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14 Totdlne Sialenstvo

byGood.erase(i); byGood.erase(j); //vymazeme ich
byBegin.erase(i); byBegin.erase(j);
i.begin = j.begin; //spojime ich
byGood.insert(i); byBegin.insert(i); //a vlozime nazad
}
}
}
opravovalo sa samo, vzorak USAma
8. Totalne Sialenstvo (max. 25 bodov)

Tento priklad nedopadol tiplne najlepsie. Podme sa teda pozrief, ako ho vyriesit tak, aby
nam testovac dal 25 bodov.

Uvodné pozorovanie Skiisme najprv napisat priamodciare riesenie. Vyskusame hrubou silou
vSetky podmnozZiny éisel zo zadania. Tu narazime na prvy problém. Treba overif, ¢i stcin
vybranych ¢&isel ddva druht mocninu. Priame nésobenie je nepohodlné, kedze ndm mozu
vzniknit pomerne velké ¢isla. Ale uz samotné zadanie ponika ,dobry hint“. Treba rozloZit
¢éisla na prvocisla. Teraz si ukdZme odpoved na niekolko zakladnych otdzok zivota a smrti.
Méame dva prvociselné rozklady x = 291 - 31 .5¢1 .y =292.3b2.5¢2 . Ako bude vyzerat
prvoéiselny rozklad éisla z-y? No bude to: z-y = 201F92.3b1+b2. 5e1+e2 A ako 7o znalosti
prvociselného rozkladu rozhodneme, ¢i je dané ¢islo druhou mocninou nejakého celého ¢isla?
No predsa vsetky exponenty musia byt parne, teda napriklad 2¢ - 172 druh4d mocnina je, ale
24.192 . 473 nie je.

Z tohoto pozorovania dostavame uz vcelku jasné riesenie. Najprv si vygenerujeme vetky
prvocisla mensie ako pozadovana hranica. Potom si rozlozime kazdé ¢islo na vstupe a zapa-
métame si prislusné exponenty. A nakoniec prejdeme vSetky podmnoziny. Pri kazdej pod-
mnozine s¢itame ¢isla v exponentoch a skontrolujeme, ¢i sme dostali iba parne ¢isla. Ak ano,
vyhrali sme. Névod, ako vyskusat efektivne vSetky podmnoziny, hladajte vo vzoraku k 10.
prikladu. Vysledny ¢as bude O(2V7(K)), kde w(K) je pocet prvocisel mensich alebo rovnjch
ako K. Pamitové naroky buda O(Nn(K)). Toto rieSenie dostane takmer 10 bodov.

Lepsie rieSenie Ako naprogramovat nieco lepsie? Krutou pravdou je, Ze myslienka lepsieho
rieSenia obsahuje jeden velmi neintuitivny skok. Oznaéme si to, ¢ sme i-te ¢islo vybrali,
ako x;; ¢ize ak sme ho nevybrali, tak z; = 0 a ak sme ho vybrali, tak z; = 1. Ak toto
spravime, tak sa to uz zacina op#t sypat ,samo“. NaSe poziadavky na stcet exponentov
vo vybranych ¢islach méZeme formulovat ako rovnice. Napriklad pre exponenty pri prvom
prvodéisle mame rovnicu (alebo skor kongruenciu): zya1 +z2a2+. ..+ x,a, =0 (mod 2). T4
hovori, Ze suéet exponentov vo vybranych éislach pri prvom prvoéisle musi byt parny (teda
po deleni 2 davat zvysok 0). Takto zostavime sustavu linedrnych kongruencii. Navyse vidime,
Ze si nepotrebujeme pamétat pri rozklade konkrétny exponent, ale len 0 alebo 1 podla toho,
& bol parny alebo nepéarny. Ked ndjdeme nenulové riesenie tejto ststavy, tak méme jasne
popisani potrebnii podmnozinu.

V nasom priklade mame situdciu o trochu Tahsiu, kedZe na lavej strane rovnic mame
nezname a na pravej strane nulu. To nam jednak hovori, Ze ststava ma vzdy aspon 1 riesenie
(samé nuly) a zdroven pokial je nezndmych viac ako rovnic, tak vieme najst aj nejaké nenulové
rieSenia. Na druhej strane trochu netypické je, zZe poc¢itame modulo 2, ale to ndm nerobi skoro
Ziadny problém. Za domécu tlohu si dokazte, ze ak a =b (mod 2) ac=d (mod 2), tak
a+c=b+d (mod2). A eSte si dokdite, ze a+b=a—0b (mod 2). NavySe modulo 2
mame len 2 rozne éisla, a to 0 a 1. Z toho vyplyva, Ze nepotrebujeme nikdy nié delit, ked
budeme v rovnici chciet niekde dostat 1.

http://www.ksp.sk/ksp2.0
Tato praca bola podporovand Agenturou na podporu vyskumu a vyvoja na ziklade
zmluvy ¢. LPP-0103 -09



Totdlne sialenstvo 15
Gaussova elimina¢nid metéda Majme ststavu rovnic. V prvom rade si ju zapiSme do
matice. Majme ststavu

1121 + @122 + ... + a1z, =0 (mod 2)

9121 + a22%2 + ... + apr, =0 (mod 2)

am1T1 + Am2T2 +...+ AmnTn = 0 (mOd 2)

Potom matica pre tato sustavu vyzera nasledovne:

ai; @iz ... Qin
ai; a2 ... Qin
Am1  Am2 ... Qmn

Nasim cielom ju bude upravit na kultirnejsi tvar, tzv. trojuholnikovi redukovant maticu
(dalej len TRM). Oznaéme najlavejsi nenulovy prvok kazdého riadka ako jeho vedici prvok.
TRM musi spliiat nasledovné podmienky:

1. Veddci prvok kazdého riadka je 1.

2. Ak nejaky stipec obsahuje vediici prvok nejakého riadka, tak jeho ostatné prvky st
nulové.

3. Vedice prvky st usporiadané zlava doprava.

4. Nulové riadky st pod nenulovymi riadkami.

Teraz si ukdZeme, ako pomocou ekvivalentnych tprav upravit maticu na TRM. VyuZi-
jeme nasledovné tpravy (kedZe rdtame modulo 2, tak ndm stadia tieto 2):

e Vymena 2 riadkov.

e Pric¢itanie jedného riadka k druhému.

Za domécu tlohu si dokazte, Ze si to ekvivalentné tpravy. Postup tpravy matice bude
nasledovny. Nasledujici postup opakuj pre i od 1 do m.

1. Z riadkov 7, i + 1, ..., m vyber riadok, ktory ma vedutci prvok najviac vlavo, pokial je

ich viac, vyber hociktory z nich, nech je to riadok j a vedici stipec ozna¢me k.

2. Vymen riadky ¢ a j.
3. Potom ku vSetkym riadkom okrem i, ktoré v stipci & maja 1, pripoéitaj riadok .

Z popisu postupu vyplyva, ze ¢as tpravy bude O(m?n). Este treba ukéazaf, ze tipravy
boli korektné a vysledna matica je TRM. Pouzili sme iba vymenu a scitanie 2 riadkov, takze
sme boli korektni. Podmienka 1 z TRM vyplyva z toho, ze poc¢itame modulo 2. Podmienka
2 je splnena vdaka kroku 3, ktory vynuluje patriény stlpec v ostatnjch riadkoch. Podmienka
3 je splnend vdaka kroku 2. A splnenie podmienky 4 vyplyva priamo zo splnenia podmienky
3.

Teraz potrebujeme eSte popisat, ako dostaf nenulové rieSenie sustavy. VSimnime si, Ze
vdaka tomu, ze mame viac ¢isel ako pocet prvocisel (teda N > 7(K)), tak matica ma
viac stlpcov ako riadkov. Takze musi existovat nejaky stipec, ktory neobsahuje veduci pr-
vok. Ozna¢me ich g1, 93, ..., gy. UkdZeme, Ze nech polozime x4, , g, ... 1Ty akékolvek, stale
vieme dopo¢itat korektné rieSenie (potom staci niektorej z tychto nezndmych priradit jed-
notku, aby sme dostali nenulové riesenie). Nezndme, ktoré musime dopoditat, patria k tym
stipcom, ¢o obsahujt vedici prvok. Z podmienky 2 TRM vypljva, Ze nenulové miesto je len
v jednom riadku, teda len 1 rovnica popisuje podmienky pre konkrétnu neznamu. A z tej
vieme hodnotu neznamej doratat bez toho, aby sme dosli k nejakému sporu. Hura. Hotovo.
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16 Totdlne Sialenstvo

Zhrnutie postupu Najprv kazdé ¢islo zo vstupu rozlozime na prvocisla. Potom na zaklade
tychto rozkladov vybudujeme patri¢nt stistavu rovnic a popiSeme ju maticou. Nasledne ma-
ticu upravime na TRM. Z TRM uZ vieme néjst nejaké nenulové riesenie a teda aj patrié¢na
podmnozinu.

Casové naroky: Rozklad na prvoéisla: O(N7(K)), Gausova elimina¢né metéda O( N (K)?),
zbytok O(N7(K)), celkovo O(N7(K)?). Pamitové ndroky O(Nn(K)).
Niekolko poznamok na zaver Existuju aj rychlejsie algoritmy na rieSenie stistav rovnic.
Bohuzial ich popis je strasidelny. Niekto by mohol poloZit otdzku, naco je tloha tohoto typu
dobra. To, ¢o sme tu robili, sa vyuziva vo finalnej faze niektorych faktoriza¢nych algoritmov.
Konkrétne odportc¢am hladat Dixon algorithm a Quadratic sieve.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <vector>

using namespace std;
int mat[3010][3010];
int v[3010];

int n, k;

vector<int> primes;

void genPrimes(int lim)

{
bool *p = new bool[lim+1];
for(int i = 0; i <= lim; i++)
{
plil=true;
}
for(int i = 2; i <= lim; i++)
if(plin{
primes.push_back(i) ;
for(int j = i*2; j <= lim; j+=i)
{
pljl=false;
}
}
}
delete[] p;
}

void solveMat ()
{
int r, temp, stop=primes.size();
for(int i = 0; i < primes.size()+1;i++)
v[il=-1;
int ro = 0;
for(int i = 0; i < primes.size()+1; i++)

{
//najdi jednotku
r=-1;
for(int j = ro; j < primes.size(); j++)
{

if(mat[jl1[i]==1){ r = j; break; }
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int

}
if(r==-1) {v[il=1; continue;}
//swapni riadky
for(int j = 0; j < primes.size()+1; j++)
{
temp = mat[rol[jl; mat[ro] [jl=mat[r][j]; mat[r][jI1=temp;
}
//odcitaj prislusne veci
for(int j = 0; j < primes.size(); j++)

{
if(j==ro) continue;
if(mat[j1[i1==0) continue;
for(int k = 0; k < primes.size()+1; k++)
{
mat [j] [kl =mat[rol [k];
}
}
ro++;

}

//spracuj vysledok matice (posledne 1)
ro =

for(int’: i=0; i< primes.size()+1; i++)
{
if(v[il==-1)
{
for(int j = 0; j < primes.size()+1; j++)
{
v[il+=mat[rol [j]1;
}
v[il4=2;
TO++;
}
}
main ()

scanf(“%d %d“, &n, &k);

genPrimes (k) ;

vector<long long> cisla;

long long a;

int co;

for(int i = 0; i < n; i++)

{
scanf(“%lld“, &a);
cisla.push_back(a);
for(int j = 0; j < primes.size(); j++)

{
co = 0;
while (a¥%primes[j1==0)
{
Cco++;
a/=primes[j];
}
mat [j] [i1=co%2;
}

}
solveMat () ;
for(int i = 0; i < primes.size()+1; i++)

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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18 Tazkd pyramida

if(v[il==1) printf(“%lld “, cislal[il);
printf(“\n“) ;
return 0;

. L, , opravoval Bob
9. Tazka pyramida (max. 25 bodov)

Najjednoduchsie je zacat stavat pyramidu zhora, od poslednych kvadrov: na vrch ddme jeden
(N-t§) kvéder, pod neho ddme ¢o najmenej kvadrov, aby vytvorili poschodie pripustnej dizky,
a rovnakym postupom staviame nizsie a nizSie poschodia. No toto riesenie nie je spravne,
zlyhda napriklad na vstupe (7, 6, 2, 3). Najvyssia pyramida mé 3 poschodia a da sa postavit,
len ak polozime na vrch kvadre s dlzkami 2 a 3. Za toto a iné nekorektné riesenia ste mohli
ziskat najviac 1 bod.

S pouzitim rekurzie sa dal naprogramovat tiez velmi jednoduchy brute-force. Kvédre
prechddzame spredu a vZdy, ked je na vyber, ¢i stavat nové poschodie alebo ostaf na aktu-
4lnom, vyskisame obe moznosti. Toto riesenie behd na nahodnych vstupoch prekvapujico
rychlo, ale v najhorsom pripade (ked sa vetvi v kazdom kroku) ma ¢asovi zlozitost ©(2%).
Exponencidlne riesenia ziskavali 8 bodov.

Zaklad vzorového rieSenia

Pyramidu budeme stavat odhora. Ozna¢me P; najvyssiu pyramidu, ktord sa da postavit
z kvadrov i,...,N; ak je takych viac, zoberieme t najuz$iu® z nich. Budeme postupne
hladat pyramidy od Py do P; a pri tom vyuZzivat uz ndjdené pyramidy (tato technika sa
nazyva dynamické programovanie). Py ma vysku 1 a tvori ju N-ty kvader, ind pyramida
sa z neho postavit neda. Ked hladdme pyramidu P;, vysktsame pre vSetky j > ¢ vytvorit
spodné poschodie pyramidy P; z kvadrov 4,...,j — 1 a na to polozit P; (to sa da, iba ked
nie je sucet dizok kvadrov i,...,j — 1 mensi ako Sirka Pj). Pretoze j > i, pocas hladania
P; uz pozname P;. Vystupom je P;. Kazdi pyramidu P; hladdme v ¢ase O(N), spolu mé
toto riesenie ¢asovii zlozitost O(N?) a bolo za neho (alebo za iné s rovnakou zlozitostou) 17
bodov.

Otézkou je, ¢ je toto rieSenie korektné. Ked pri hladani P; skisime pre nejaké j postavit
spodné poschodie z kvadrov ¢,...,j — 1 a na to moéZeme polozit P;, je to zjavne optimélne
— neexistuje vyssia pyramida z kvadrov j,..., N ako P;. V pripade, Ze sa pyramida P; neda
polozit na spodné poschodie (lebo je prili§ Siroka), nastdva problém: ¢o ked sa na neho
d4 polozit nejakd in4 pyramida zloZend z kvadrov j,..., N? Ned4, pretoze neexistuje uzsia
pyramida z kvédrov j,..., N ako P;. Toto tvrdenie nie je uplne zrejmé; podla definicie mame
zarucené iba to, Ze P; je najuzsia z najvyssich pyramid. Zaujemcov ¢aka dékaz na konci tohto
vzoraku.

Prefixové sumy
Budeme potrebovat rychlo zistit sucet dizok nejakého savislého tiseku kvédrov. Predpo-

¢itame si preto prefixové sumy. Oznac¢me S; stcet dlzok kvadrov 1,...,i; §pecidlne Sy = 0.
Hodnoty S; vieme vypoéitat v éase O(N) jednoduchym prechodom, pretoze S; = S;_1+
(diika i-teho kvédra). Potom stcet dlzok kvadrov a, ..., b vypoéitame ako S, — S,_; v kon-

Stantnom case.

Uzito¢né pozorovanie

Vysky pyramid P, sa s klesajacim ¢ nezmensuja; po pridani nejakych kvadrov na zac¢iatok
vieme postavit asponl rovnako vysoki pyramidu. Tiez plati, Ze ak sme pri hladani P; mohli
polozit na spodné poschodie tvorené kvadrami i,...,j — 1 pyramidu P;, budeme ju moct

5Pod sirkou pyramidy rozumieme stcet dizok kvadrov najnizsieho poschodia.

http://www.ksp.sk/ksp2.0
Tato praca bola podporovand Agenturou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade
zmluvy ¢. LPP-0103 -09
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pouzit aj pri hladani P;_;, ked ju poloZime na spodné poschodie tvorené kvadrami i —
1,0, j—1.

VylepsSenie vzorového rieSenia

Na zdklade predchadzajuceho odseku vieme ziskat rychlejsie rieSenie. Ked najdeme py-
ramidu P;, predpo¢itame si najvicsie k také, Ze pri hladani P, budeme moct vyuzit P;. To
P,. Néjst k dokadzZeme bindrnym vyhladavanim ¢isla [S;— 1 —(8irka P;)] v poli prefixovych sam
v ¢ase O(log N). Takto budeme uz pri hladani pyramidy P; poznat vSetky vhodné j, teda py-
ramidy P;, ktoré mozeme polozit na spodné poschodie P;. Ur¢ite ni¢ nepokazime, ked z nich
zoberieme t1 s najniz$im indexom — Ziadna z ostatnych nemdze byt vyssia. Tato myslienka
sa dé jednoducho implementovat tak, aby ¢asova zloZitost celého algoritmu bola O(N log N).
RieSenia s takouto ¢asovou zloZitostou ziskali 22 bodov.

A este jedno

Mbzeme sa dokonca zaobist bez bindrneho vyhladdvania pouzitim podobnej techniky ako
v priklade O N mescoch z prvého kola. Budeme si udrziavat zoznam kandidatov (pyramidy
P;), ktorych mézme vyuzit pri hlfadani dalsich pyramid P;. Ked ndjdeme dalsiu pyramidu
P;, pridame ju na koniec zoznamu. Predtym vsak odstranime z konca zoznamu vsetky tie
pyramidy, ktoré sa budi dat pouzif az neskor ako P;, lebo uréite nie st vyssie a P; sa
bude dat vzdy pouzit namiesto nich. Vdaka tomu buda kandidati v zozname utriedeni podla
vysky aj pouzitelnosti: na jeho zacdiatku bude najnizSia, ale najskor pouZzitelnd pyramida.
Pri hladani dalsej pyramidy P; uZ stac¢i len vybraf zo zaciatku zoznamu tych kandidatov,
ktori sa daji polozit na spodné poschodie P;. Posledného z nich pouZijeme (nie je nizsi ako
ostatni) a ostatnych zahodime.

Pouzitelnost pyramidy P; si reprezentujeme ako také ¢islo z, ze S;—1 —x = Sj_1 — Si—1
(4 je prvy kvader v druhom poschodi pyramidy P;). Pyramida P; bude potom pouZitelna pri
hladani pyramidy P, prave vtedy, ked Sp_; < z. Je to len nerovnost ,stéet dlzok kvadrov
k,...,i — 1 nesmie byt mensi ako stcet dlzok kvédrov i,...,j — 1¢ prepisanid pomocou
prefixovych sim. Vdaka tejto reprezenticii budeme moct Tahko porovnavat dve pyramidy

Zoznam kandid4tov sa d& implementovat pomocou spajaného zoznamu, takto dosiah-
neme vkladanie a odstranovanie prvkov zo zaciatku aj konca zoznamu v konstantnom case.
Vo vzorovom programe je namiesto toho pouzita datova Struktira deque z kniznice STL.
Kazda z N pyramid P, vlozime aj vyberieme zo zoznamu kandidatov prave raz, preto je
Casové zlozitost celého algoritmu O(N). Pamitova zloZitost je tiez O(N), lebo v zozname
mame vzdy najviac N kandidatov. Riesenie v Case linedrnom od N by samozrejme dostalo
plnych 25 bodov.

Dokaz nakoniec

Este dokazeme pre vietky prirodzené &sla N a dlzky kvadrov wy, ..., wy, Ze najuzsia
z najvyssich pyramid, ktoré sa daju z tychto kvadrov postavit, je sucasne aj najuzsia zo
v8etkych pyramid, ktoré sa daju z tychto kvadrov postavit (v tom zmysle, Ze neexistuje
uzsia). Takato pyramidu nazvime optimdlna. Dokazovat budeme matematickou indukciou
vzhladom na N. Pre jeden kvader tvrdenie zjavne plati, pyramida sa d4 z neho postavit
jedingm sposobom. Ked uZ mame tvrdenie dokdzané pre vSetky pocty kvadrov od 1 do
N — 1, dokézeme ho pre N sporom.

Majme kvédre 1,...,N; ozna¢me P optimalnu pyramidu a @) nejakt pyramidu, ktora je
od P uzsia. Oznacme i a j posledné kvadre v spodnych poschodiach pyramid P a Q. Plati
j <1, lebo @ je uzsia ako P. Na spodnom poschodi pyramidy P je poloZena nejakd pyramida
z kvadrov i+ 1,..., N a pretoZe pre tieto kvadre (N — i < N) uZz mame tvrdenie dokdzané,
mozeme ju nahradit optimélnou pyramidou z kvadrov i + 1,..., N; podobne pre ). Vieme,
Ze najvyssia pyramida z kvadrov i+ 1,..., N nie je vyssia ako najvyssia pyramida z kvadrov
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20 Tajomstva geologie

j+1,...,N.Z toho ale vyplyva, ze P nie je vySSia ako @, ¢o je v spore s prepokladom, ze
P je optimélna pyramida z kvadrov 1,..., N.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <deque>
using namespace std;

int main(){
int N;
cin >> N;
vector<int> S(N + 1, 0);
for(int i = 1; i <= N; ++i){
cin >> S[il;
S[l += Sl - 11; // prefizové sumy
}

vector<int> D(N + 1); // vysky pyramid P
vector<int> X(N); // od kedy sa dd pyramida pouzit
deque<int> Q; // zoznam kandiddtov

DIN] = 0;

int j = N; // najlepsi kandiddt

for(int i = N - 1; i >= 0; —-i){
while(!Q.empty() && (S[i]l <= X[Q.front()1)){
j = Q.front); // vyberie lepSieho kandiddta
Q.pop_front();
}

D[] = DI + 15

X0l = SOl * 2 - SGY; // Sfi] - X[i] == S[j] - S[i]
while(!Q.empty () && (X[Q.back()] <= XI[il))

Q.pop_back(); // vyhodi neskor pouZitelnych
Q.push_back(i);

}
cout << D[0] << endl;
}
. , .. opravoval MisoF
10. Tajomstva geologie (max. 25 bodov)

Zacneme uputavkou a dobrou radou, a potom sa uz pustime na cestu moznymi rieSeniami.
Uputavka

V tomto vzorovom rieseni sa stretneme s mnohymi uzitoénymi vecami. Naucime sa, ako
efektivne zostrojit nasledujiicu permutéciu, povieme si nie¢o o kédovani mnozin do bitov a aj
o tom, ako stvisi naSa stfazné tloha s tedriou grafov. A na zaver moZno pride aj kizelnik.
Alebo nie.
Dobra rada

Pri ¢itani tohto vzorového rieSenia je vhodné konzumovat. Odport¢any pokrm je pala-
cinka s napliou ,geologicka Specialita“ z palacinkdrne Lacinka, ale v principe aj kazdy iny
pokrm je lepsi ako prazdne brucho. A Ze je vzorové rieSenie dlhsie, prazdne brucho realne
hrozi kazdému, kto nedd na moje rady :)
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Zakladné pozorovania a dohody

Kvoli lahsiemu vyjadrovaniu si dohodnime trochu terminoldégie. Micova skuska nech trva
N dni, pri¢om kazdy deti bude odpovedat na jednu otazku. KedZe listingy programu budeme
pisat v C++5, oboje — aj dni, aj otazky — si oéislujeme od 0 po N — 1.

Format vstupu a vystupu (pravdepodobnosti udané v percentéch) je dost nesikovny,
pravdepodobnosti si radSej interne budeme reprezentovat ako ¢isla z intervalu [0,1]. Pres-
nejsie, hodnota P, ; bude pravdepodobnost, Ze Mic spravne zodpovie otdzku ¢ v deti j.

V naSej ulohe hladdme to najlepsie spomedzi N! poradi odpovedania na otazky. Ked
si vyberieme jedno konkrétne poradie, jeho pravdepodobnost tspechu néjdeme jednoducho
tak, ze vynasobime pravdepodobnosti spravneho zodpovedania jednotlivych otazok.
Zakladné rieSenie

Teraz uz vieme tlohu nejako riesit: stac¢i vyskasat vsetky permutécie mnoZiny otdzok
a vybrat najlepsiu. Kazda permutécia totiz predstavuje jedno moZné poradie, v ktorom
moze Mic odpovedat.

V C++ toto ide velmi Tahko:

// vyrobime si prvu permutaciu
int perm[N];
for (int i=0; iKN; ++i) perml[i] = i;

// a prejdeme cez vsetky permutacie a najdeme najlepsiu
double best = 0;
do {
double current = 1;
for (int i=0; i<N; ++i) current *= P[ i 1[ perml[i] 1;
best = max( best, current );
} while (next_permutation(perm,perm+N));

Funkcia next_permutation vyrobi zo zadanej permutécie nasledujicu v lexikografickom
poradi a vrati true. Jedinou vynimkou je situécia, kedy je na vstupe posledna permutéacia.
Vtedy z nej next_permutation vyrobi prvii permutédciu a vrati false. Uvedeny cyklus sa
teda prave raz vykond pre kazdt permutaciu. (Uvedomte si, Ze testovanie podmienky while
musi byt na konci cyklu — ak by sme ju testovali na zaciatku, telo cyklu by sa nevykonalo
pre Uplne prvi permutéciu.)

Ako na nasledujiicu permutaciu

Ak pouzivame jazyk, ktory funkciu next_permutation nemd, lahko si ju naprogramu-
jeme sami. Ako na to? Poktsme sa napriklad vyrobit permutéciu, ktora v lexikografickom po-
radi nasleduje hned po (4,0,6,2,3,7,5,1). Spomedzi permutacii za¢inajucich (4,0,6,2,3,...)
je tato permutécia posledna mozné, lebo jej ,,chvost“ 7,5,1 je uz v klesajucom poradi. Este
ale existuju dalsie permutdcie za¢inajice (4,0,6,2,...), lebo 3 < 7. Ktord je nasledujtica
z nich?
pade 5. Nasledujica permuticia teda za¢ina (4,0,6,2,5,...). A spomedzi tychto permu-
tacii chceme ti najmensiu mozni, ostatné hodnoty teda umiestnime v rasticom poradi:
(4,0,6,2,5,1,3,7).

Cely postup teda mozeme vSeobecne formulovat nasledovne:

e Idic od konca najdi najvicsie ¢ také, ze P[i] < P[i + 1].

(Ak také i neexistuje, mame na vstupe poslednti permutéciu, oSetrime Speciélne.)

o Idtc od konca najdi najvacsie j také, ze P[j] > Pli].

e Vymei P[j] a P[i].

6 A navyse je toto ¢islovanie intuitivnejsie akonahle kédujeme mnoziny do bitov. O tom viac o chvilu.
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o Hodnoty od pozicie ¢ + 1 do konca st aj po tejto vymene utriedené zostupne, staci

teda tento tisek pola reverznuf.

Jedno volanie tejto funkcie ma teda Gasovi zloZitost linedrnu od dlzky Gasti, ktort je
potrebné zmenitf. VSimnite si, Ze toto je lepsie ako ¢asovd zlozitost linedrna od N. D4 sa
ukézat, Ze celkovd Casova zlozitost N! volani tejto funkcie je vdaka tomu len ©(N!), nie
O(N - NI).

V nasom programe z predchddzajucej Casti tohto vzorového riesenia vSak pre kazda
permutdciu linedrne prejdeme v8etky jej prvky, takze jeho ¢asova zlozitost je ©(N - N1).
Nie je exponenciala ako faktorial

RieSenia, ktoré skusaju vetky permutécie, sa skoro vzdy daju takmer zadarmo zlepsit.
To neplati len v tejto tlohe, ale aj v mnohych inych — napriklad taky problém obchodného
cestujtceho (,,ndjdite taki permutaciu miest, aby nés okruzné cesta v uvedenom poradi stéla
¢o najmenej“).

Predstavme si, Ze si Mic najskor tvrdohlavo povedal: ,,Posledné tri otdzky chcem hovorit
o kremeni, o grafite a uplne na koniec o ametyste.“ Prezrel teda vSetky mozné poradia
ostatnych N — 3 otazok a z nich si vybral to najlepsie.

Potom si ale dal palacinku a pri nej si to celé rozmyslel uplne indc¢. Zmeni poradie
poslednych troch otédzok! Najskor ametyst, potom kremeri a uplne na konci grafit!

Uz-uz sa chcel Mic pustit do toho, aby este raz presktsal poradie prvych N —3 otézok. . .
ked si zrazu uvedomil, Ze to vobec nemusi robit. Optimélne poradie ostatnych otdzok bude
predsa to isté, ako predtym!

A na tomto Micovom pozorovani moZeme postavit lepsi algoritmus pre nasu tlohu. Ne-
potrebujeme totiz prezerat vSetkych N! permutécii, bude nam stacit pozerat sa na vsetky
podmnoziny mnoziny otazok.

Jeden mozny sposob, ako takéto rieSenie sformulovat: nech M je Iubovolnd podmnoZina
mnoziny otézok, ktoré ma Mic zodpovedat. Ozna¢me R(M) optimalnu pravdepodobnost, Ze
sa Micovi podari v diioch 0 az |M| — 1 zodpovedat vSetky tieto otazky.

Nés zaujima hodnota R(V'), kde V = {0,1,2,..., N — 1}. Aby sme zistili tito hodnotu,
postupne spoé¢itame hodnoty R(M) pre vetky M C V. Tento algoritmus je teda istou formou
dynamického programovania.

Ako budeme hodnoty R(M) pocitat? Napriklad pomocou nasledujicej uvahy: niektort
z otdzok x € M musime zodpovedat ako poslednd, v defi |[M| — 1. Vysktsajme teda vSetky
moznosti, ktord to bude. Zakazdym takto dostaneme novy, mensi problém: zostala nam
mnozina otdzok M — {z}. No a pre tie je optimalna pravdepodobnost R(M — {z}). Preto
plati:

R(M) = max R(M — {z}) - Po,jn-1

Slovne: Pre kazdé mozné x vynasobime dve pravdepodobnosti: optimélnu pravdepodob-
nost, ze za prvych |M| — 1 dni Mic sprédvne zodpovie otdzky z M — {z} a pravdepodobnost,
ze v nasledujuci denl spravne zodpovie otdzku z. Spomedzi tychto moznosti si vyberieme t1,
ktord je pre nas najlepsia — ¢ize t01, v ktorej je vysledna pravdepodobnost najvyssia.

Teraz si uz len sta¢i uvedomit, Ze kazdt z hodnot R(M) ndm staéi vypocitat raz a ulozit
si ju do vhodného pola v pamiiti.

Cely algoritmus teda moZzeme zhrnif napriklad nasledovne:

e Zoradime si vetkych 2 podmnozin mnoziny V podla velkosti.

e Postupne pre kazdi mnozinu M vypocitame hodnotu R(M) a zapamétame si ju

Vsimnite si, Ze vdaka zoradeniu mnozin podla velkosti plati, Ze v okamihu, ked spract-
vame Tubovolni mnozinu M, uz sme spracovali vSetky mnoziny tvaru M — {z}. Vieme teda
v8etko potrebné na to, aby sme vypoéitali hodnotu R(M).
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Efektivna a efektna implementacia

Kazdt podmnozinu mnoziny {0,1,..., N — 1} si moZeme predstavit ako postupnost N
nudl a jedniciek: 0 znamend, ze doty¢ény prvok do nasej mnoziny nepatri, 1 Ze ano. Napriklad
pre N = 5 mnozine {0,1,3} zodpovedd postupnost (1,1,0,1,0).

No a postupnost ntl a jednic¢iek, to je predsa postupnost bitov. A tieto bity predstavuji
v dvojkovej stistave nejaké ¢islo. Napriklad nasej postupnosti bitov (1,1,0,1,0) zodpoveda
¢islo1-20+1-2'40-2241-23+0-2% =11,

Takto sme vlastne definovali jednoznac¢né priradenie (matematici to volaja bijekcia) me-
dzi vSetkymi mnozinami, ktoré nas zaujimajua, a vSetkymi N-bitovymi celymi ¢islami — pres-
nejsie teda ¢islami od 0 po 2V — 1.

Takéto forma reprezentacie mnozin je vynikajica pre ich reprezentaciu v poc¢itaci. Vieme
totiz s tispechom pouzit viaceré existujtice operacie. Napriklad taky bitovy and predstavuje
prienik mnozZin, bitovy or ich zjednotenie. Pomocou bitovych posunov vieme lahko testovat,
& konkrétny prvok do mnoZiny patri alebo nie — stacéi sa pozrief na prislusny bit ¢éisla, ktoré
ju reprezentuje.

A navySe si mozeme v8imnif jednu velmi doleziti vlastnost tejto reprezentécie: ked si
zoberieme lubovolné dve mnoziny A # B také, ze A C B, tak A m4 ur¢ite mensie ¢islo ako B.
To je zjavné: postupnost bitov predstavujica A vznikne z postupnosti bitov predstavujicej
B tak, ze niektoré 1 zmenime na 0 — a tym prislusné ¢islo zmensime.

Pri implementacii predchddzajiceho algoritmu mézeme teda spokojne vynechat krok
,Zoradime si vietkych 2V podmnozin mnoziny V podla velkosti.“ Pokojne nam staéi spra-
ctivat mnoZiny usporiadané podla ich ¢isla. Aj v tomto poradi bude pre lubovolnti mnoZinu
M platit, ze vSetky jej potrebné podmnoziny spracujeme skor ako ju samu.

Takto teda dostdvame az neuveritelne struént implementéciu:
int R[1<<N1; // pole velkosti 2"N na uz spocitane vysledky

R[0] =1;
for (int M=1; M<(1<<N); ++M) { // pre kazdu mnozinu M
R[M] = 0;
int velkost = __builtin_popcount( M );
for (int x=0; x<N; ++x) { // pre kazdy prvok «
if (M & 1<<x) { // ak mnozina M obsahuje prvok z
RI[M] = max( RIM], RIM - 1<<x] * P[x][velkost-1] );
}
}
}

Dovysvetlime detaily:

e Operator << je bitovy posun dolava. Cislo 1 << x m4 teda hodnotu 2% a pre nés
predstavuje mnozinu {z}.

e Vyraz (M & 1<<x) ma dve mozné hodnoty: ak je v M prvok x, mé& premennd M nasta-
veny prislusny bit, a teda bitovym and-om cisel M a 1<<x je kladné ¢islo 1<<x. V tomto
pripade je teda nasa podmienka vyhodnotend ako splnena. V opac¢nom pripade je vy-
sledkom 0 a podmienka je nesplnena.

e Operétor - je bitovy xor. Vyraz M -~ 1<<x teda mozeme ¢itat: v premennej M zneguj bit
x. KedZe v doty¢nej situdcii vieme, Ze M obsahuje bit x, zmeni tato operacia bit z z 1
na 0 — a teda vysledné ¢islo je préve éislom mnoziny M — {z}.

(Namiesto tohto zépisu sme mohli pouZit aj zapis M & ~(1<<x), teda M and not 1<<x.)

e Funkcia __builtin_popcount (M) je neStandardnym rozsirenim v kompilatore gcc. Vracia
pocet bitov ¢isla M, ktoré maji hodnotu 1. V pripade, ze tuto funkciu tvoj kompildtor
nepoznd, mozes ju priamociaro implementovat nasledovne:
int velkost=0; for (int i=0; i<N; ++i) if (M & 1<<i) ++velkost;
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Alebo o nieco efektivnejsie takto:
int velkost=0, pom=M; while (pom) ++velkost, pom &= pom-1;
(Rozmyslite si, Ze x & (x-1) vznikne z x tak, Ze vynulujeme posledny jednotkovy bit.)

Toto rieSenie md pamitovi zlozitost ©(2V) a casovit zlozitost O(N - 2V). To je vyrazné
zlepSenie oproti predchiddzajicemu rieSeniu — toto je prakticky pouzitelné tak po N = 30, to
prvé tak po N = 12.

Nasa uloha vsak mala aj omnoho, omnoho efektivnejSie rieSenie. A prave tam teraz
smerujeme.

Logaritmy

Kazdy logaritmus (s bazou vii¢Sou ako jedna) mé dve prijemné vlastnosti. Prvé vlastnost
je, Ze je rasttci. A druhd, Ze pre Iubovolné kladné a a b plati log(ab) = loga + logb.

Tieto dve vlastnosti dokopy maji na svedomi skuto¢nost, Ze s logaritmami sa ¢asto stret-
neme, ked sa snazime optimalizovat hodnotu nejakého stéinu. KedZze logaritmus je rasttci,
je jedno, ¢i hladdme optimalnu hodnotu nejakého vyrazu Z alebo vyrazulog Z. No a ak Z je
nejaky sicin, tak log Z je rovny st¢tu logaritmov jeho ¢initelov. A so st¢tom sa hned pracuje
lepsie ako so st¢inom.

Matematicka odbocka

Ukazeme si priklad, ktory s nasou tlohou sice nijak nesuvisi, ale pekne ukaze, ako moézu
byt niekedy logaritmy uzito¢né. V nasom priklade néjdeme horny odhad ¢&isla N!. To spra-
vime tak, ze ndjdeme horny odhad ¢isla In N!.

Plati n N!=1In(1-2-...- N) =N Ini.

3

2 Inx

Graficky si ttito sumu znazornime ako N obdlZni¢kov: nakreslime si os x a nad tseckou
od i po i + 1 nakreslime obdlznik vy&ky Iné, pre i od 1 po N. Stcet ploch tjchto obdlznickov
je zjavne Zf\;l Ini.

Ked teraz dokreslime do nasho grafu funkciu In z, vidime, Ze na intervale od 1 po N +1
vietky nase obdlznicky lezia pod tiou. Stcet ploch obdlznickov teda mézeme zhora odhadnit
plochou pod grafom In z, inymi slovami, integralom:

N N+1
lnN!:Zlnig/ Inzdz=(N+1)In(N +1) - N
i=1 71

Pozndmka: Integraly v skuto¢nosti nevie ratat nik, s vynimkou prvéakov na vyske v okoli
skusky z analyzy. Pre nas ostatnych si tu nastroje ako http://integrals.wolfram.com/.
No a ked vieme, Ze In Z < Y, tak potom Z < e¥. V naSom pripade teda dostdvame

NI < N+)In(N+1)-N _ el _ _

eN eN eN

N+1) In(N+1) (eln(N+1))N+1 (N + 1)N+1 <N i 1>N+1
=e
e

Ako cvicenie si méZete rovnakou metédou odvodit dolny odhad: N! > e (N/e).
Spit k nasej tilohe

Nasou tlohou je ndjst ti permutéciu, pre ktort je stéin pravdepodobnosti maximélny
mozny. Ak teda vsSetky pravdepodobnosti zlogaritmujeme, prevedieme tym nasu ulohu na
novit: ndjst ti permutdciu, pre ktort je sti¢et novych hodnot najvicsi mozny.
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Pozrime sa teraz poriadnejsie na tabulku logP, v ktorej mame logaritmy pravdepodob-
nosti zo vstupu. Toto je tabulka N x N. A my v nej chceme vyznacit N policok tak, aby
ziadne dve nelezali v tom istom riadku ani stlpci a aby stcet ich ¢isel bol najviési mozng.

Zabudnime na chvilu na ¢isla. Vzdy, ked sa stretneme s poziadavkou ,v Ziadnom riadku
ani stlpci nesmieme vybraf viac ako jedno policko“, malo by ndm to pripomenif podobny
koncept z tedrie grafov: parovania. Tam tiez nesmie zo Ziadneho vrcholu viest viac ako jedna
hrana.

A skutoc¢ne, tieto dve situacie spolu stuvisia.

Predstavme si bipartitny graf, tvoreny dvomi mnozinami vrcholov. V lavej mnozine L je
N vrcholov, kazdy z nich zodpoveda jednému riadku nasej tabulky. V pravej mnozine R je
tiez N vrcholov, kazdy z nich zodpoveds jednému stipcu nasej tabulky. Kazdé dva vrcholy
l € L ar € R st spojené hranou. A zjavne teda kazda hrana zodpovedéa jednému policku
v naSej tabulke.

A Tahko nahliadneme, Ze povolené vybery policok v tabulke zodpovedaju tiplnym péro-
vaniam v prave definovanom bipartitnom grafe. TotiZ ked mame vybrant vhodni mnoZinu
N poli¢ok, z ktorych ziadne dve nelezia v tom istom riadku ani stlpci, tak im zodpoveda
N hran, pri¢om Zziadne dve hrany nemajt spolo¢ny lavy ani pravy vrchol. A naopak, kazdej
takejto mnozine N hran zodpovedd vyhovujica N-tica policok.

Spomertime si teraz opit na ¢isla na polickach. Kazdej hrane v naSom grafe priradime
vahu rovnt ¢islu na policku, ktorému zodpovedé. NaSou tlohou je teraz v tomto grafe ndjst
tplné parovanie s najvicsou moznou vahou.

Vseobecnejsia iloha — MinCost MaxFlow

Namiesto toho, aby sme popisovali algoritmy na hladanie parovania s najvic¢sou vahou,
vyrieSime rovno ulohu ostro vseobecnejsiu.

Dany je orientovany graf G, v ktorom st vyznacené dva vrcholy a a b. Kazda hrana e
tohto grafu ma priradené dve éisla: nezdpornt celoéiselni kapacitu k. a nezadpornu realnu
cenu ce.

My sa nachddzame vo vrchole a a mdme tu nevycerpatelnt zasobu tovaru, ktory chceme
v ¢o najvic¢Som mnoZstve dodavat do vrcholu b. Hrany grafu si mozeme predstavit ako
navzajom nezavislé jednosmerky. Kapacita hrany udéva, kolko kamiénov s nasim nakladom
moze po danej ceste denne prejst, a cena hrany uddva, kolko nas stoji poslanie jedného
kamidénu po tejto hrane.

Ak by sme na chvilu zabudli na ceny, prirodzend otdzka znie: kolko najviac nasich kamis-
nov moéze denne prichddzat do b? Tento problém sa vola tloha o maximéalnom toku, skratene
MaxFlow.

Akondhle méme aj ceny, vznikd mnoZstvo zloZitejSich otédzok. Jedna z najlahsie zod-
povedatelnych je prave ta nasSa: za predpokladu, ze chcem z a do b denne posielat najvicsi
mozny pocet kamiénov, kolko najmenej ma to moze stat a kadial ich mam posielat? Hladame
teda ten maximélny tok, ktory ma spomedzi vSetkych maximalnych tokov najmensiu mozna
celkovi cenu. (Pripominame, Ze treba zaplatit za kazdy prejazd kamidéna po kaZdej hrane.
Cenu toku teda dostaneme tak, ze pre kazdu hranu vynasobime jej cenu a pocet kamiénov,
ktoré fiou pojdu, a vSetky tieto poplatky séitame.)

Hladanie parovania pomocou toku

Skor, nez si ukdZeme, ako MinCost MaxFlow hladat, ukdzeme si, ako pomocou neho
najst parovanie s najvii¢Sou vahou.

Majme nas tplny bipartitny graf G. Vsetky hrany v nom zorientujeme tak, aby viedli
zlava doprava. Kazd4 z tychto hran bude teraz mat kapacitu 1 a cenu —v, kde v je jej
doterajsia vaha.”

"Uvedomte si, Ze kedze pravdepodobnosti boli vietky z intervalu [0, 1], ich logaritmy boli nekladné, a teda pre
kazda hranu je teraz jej cena nezaporna.
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Ku G este priddme dva nové vrcholy a a b. Z vrcholu a do kazdého vrcholu Tavej particie
priddme hranu s kapacitou 1 a cenou 0. A podobne, z kazdého vrcholu pravej particie priddme
hranu s kapacitou 1 a cenou 0 do b.

Malo by byt zjavné, ze MinCost MaxFlow v takto upravenom grafe G' skuto¢ne zodpo-
vedd Uplnému parovaniu s maximélnou vdhou v pévodnom grafe G. (Stadi sa pozriet na N
hrén, ktorymi v optimélnom rieSeni idi kamidny z lavej do pravej particie.)

Maximalny tok, zvyskova sief a zlepSujiice cesty

Formélne, ,najst tok“ znamen4 priradit kazdej hrane e velkost toku po nej f., pre ktora
plati 0 < f. < k.. NavySe v kazdom vrchole okrem @ a b musi platit prvy Kirchhoffov zédkon —
teda sucet tokov na prichddzajtcich hrandch musi byt rovny su¢tu tokov na odchadzajucich
hrandch. Velkost celého toku je rozdiel medzi mnoZstvom odtekajicim z a a mnoZstvom

Predstavme si, Ze hladdme maximalny tok a uZ mame napldnované, ako poslat niekolko
kamiénov. V tomto okamihu moZeme zobrat graf G a vytvorit z neho novy graf G': pre kazda
hranu e = (u — v) v G, ktord mé kapacitu k. a aktudlne uz po nej ide f. kamiénov, priddme
do G’ dve hrany: modra hranu z u do v s kapacitou k. — f. a ¢ervent z v do u s kapacitou
fe. Tento novy graf G’ volame zvyskova siet. Predstavuje nase aktudlne moznosti, ako menit
tok.

Cestu z a do b po aktudlnej zvyskovej sieti nazveme zlepsujiica cesta. Preco? Hrany,
ktoré sme dali do G, predstavuji nase moznosti, ako zmenit aktualny tok. KaZda zlepsujica
cesta ndm predstavuje jeden moZny sposob, ako cez G pretlacdit este jeden kamidn. Staci,
ked prejdeme po hranich néjdenej zlepSujicej cesty a podla toho upravime tok v G — vzdy,
ked ideme po modrej hrane G’, na prislusnej hrane G tok zvysime, a vzdy, ked ideme po
dervenej hrane ', na prislusnej hrane G tok znizime. Takto op#t dostaneme platny tok,

No a prave tento postup vyuZiva najjednoduchsi algoritmus na hladanie maximéalneho
toku (este bez cien!) od panov Forda a Fulkersona. Ten funguje nasledovne:

Ak v zvyskovej sieti existuje cesta z a do b (¢o vieme zistif jednoduchym prehladdvanim),
prave sme nasli sposob, ako aktuélny tok vylepsit. PoSleme teda po uvedenej ceste o jeden
kamién viac. A toto opakujeme, kym to ide. Ford s Fulkersonom dokazali, Ze nech si vyberame
zlepsujuce cesty z a do b ako len chceme, tento proces je vzdy kone¢ny a jeho vysledkom je
vzdy tok najvicsej moznej velkosti.

Myslienka dokazu: nech uz neexistuje cesta z a do b v aktudlnej zvyskovej sieti. Rozdelme
si v8etky vrcholy G na dve mnoziny: do A dame vSetky vrcholy vratane a, do ktorych takato
cesta existuje, a do B ddme vsetky ostatné. KedZe do Ziadneho vrcholu B sa nevieme dostat,
tak musi platit, ze kazd4 hrana z A do B je uZ plne vytaZend a zdroven po Ziadnej hrane
z B do A neposielame vobec ni¢. Tym padom sme v G nasli tzv. rez, cez ktory sa uz toho
viac pretlac¢if neda — a teda prave ndjdeny tok je nutne optimdlny.

Cykly so zapornou cenou

Ak v povodnom grafe maji hrany priradené ceny, premietnu sa tieto ceny aj do toho, ako
vyzeraju zvyskové siete. Kazdd modra hrana (zodpovedajica zvySeniu po¢tu kamiénov na
hrane) bude mat cenu rovnu cene prislusnej hrany. Naopak, ¢ervené hrany dostani negéciu
povodnej ceny — ked doty¢nou hranou posleme o kamién menej, uSetrime tym.

Teraz ukazeme nasledujice pomocné tvrdenie: nech f je Iubovolny tok v nasom grafe.
Potom plati, Ze f je najlacnej$i spomedzi vetkych tokov rovnakej velkosti prave vtedy, ked
zvyskova siet zodpovedajtca toku f neobsahuje Ziadny zaporny cyklus.

Jedna polovica tohto tvrdenia je zjavna: ak by sme v zvyskovej sieti mali zaporny cyklus,
moZeme po fiom poslat jeden kamién (t. j. upravit povodny tok rovnako ako pri pouziti
zlepSujtcej cesty), ¢im nezmenime velkost toku, ale znizime jeho cenu.

Opaény smer tvrdenia dokdZeme nasledovne: Nech f je najlacnejsi tok rovnakej velkosti
ako f. Zostrojme teraz graf G podobne ako sme zostrojovali zvyskovi siet: Pre kazda hranu
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e = u — v spo¢itame rozdiel f, — f. = A.. Ak A, > 0, ddme do G” modrt hranu z u do v,
a ak A, < 0, ddme do G” ¢ervent hranu z v do u. V oboch pripadoch pdjde po tejto hrane
tok velkosti f!' = |A.].

Hrany, ktoré méme v G”’, ndm ukazujt, aké zmeny treba spravit, aby sme z nasho toku
f dostali rovnako velky, ale lacnejsi tok f. KedZe f a f boli rovnako velké, tak v G” m4
kazdy vrchol (vratane a a b) rovnaky stcet prichddzajucich a odchddzajtcich tokov. Z toho
vyplyva, Ze tok v G sa vizdy da rozbif na niekolko jednotkovych cyklov.® A kedZe f je
lacnejsi ako f, aspoii jeden z tychto cyklov musi mat zaporny stcet cien hran.

Algoritmus na hladanie MinCost MaxFlowu

Zakladné tvrdenie, na ktorom bude zalozeny nas$ algoritmus: nech f je najlacnejsi spo-
medzi vSetkych tokov jeho velkosti. Nech teraz vo zvyskovej sieti pre f najdeme najlacnejsiu
spomedzi vSetkych tokov jeho velkosti.

Dékaz: Zoberme Iubovolny tok f, ktory mé rovnaku velkost ako f + §. Opit uvazujme
rovnaky graf G”, ako v predchadzajiicom pripade. Tentokrat je ale rozdiel tokov f a f rovny
jednej, preto ked rozbijeme graf G'’ na cykly, zostane ndm este jedna nejaka zlepSujuca cesta.

Co teraz ale vieme povedat? Kazdy z cyklov, na ktoré sme G” rozbili, musi mat nezapornii
cenu, lebo f bol najlacnejsi tok jeho velkosti. A t& zlepSujica cesta, ktord nam zostala,
mé aspon tak cenu ako 4, lebo J je najlacnejSia zo vSetkych zlepSujucich ciest. Dokopy
od f presne o cenu ¢ drahsi, a teda je najlacnej$i mozny.

MinCost MaxFlow teda vieme hladat nasledovne: za¢neme s viade nulovym tokom. Teraz
dokola hladdme a pouZivame najlacnej$iu zlepSujtcu cestu, kym to ide. Ked uZ to nejde,
Fordova a Fulkersonova veta ndm zaruéi, ze velkost prave ndjdeného toku je najvicsia mozna.
A z prave dokdzaného tvrdenia vyplyva, Ze tento tok je najlacnejsi mozny tok danej velkosti.
Hladanie najlacnejsej zlepsujtcej cesty

Posledné, ¢o ndm zostava ukdzat, je algoritmus, ktorym takuto zlepsujticu cestu vo zvys-
kovej sieti ndjdeme. Inymi slovami, hlfaddme vo zvyskovej sieti cestu s najmensim st¢tom
cien. Toto podozrivo pripomina hladanie najkratSej cesty — az natolko, Ze jediny rozdiel je
v tom, ze &iselka, priradené hrandm nevolame ,dlzky“, ale ,ceny“.

Pozor, nemdzeme ale len tak pouzit Dijkstrov algoritmus — niektoré hrany v nasom grafe
totiz maji ceny zaporné.” My preto pouZijeme o rad pomalsi algoritmus panov Bellmana
a Forda, ktory funguje na kazdom grafe bez zdpornych cyklov.

Tento algoritmus je velmi jednoduchy. Na zac¢iatku nastavime, Ze do vrcholu a sa vieme
dostat s cenou 0, a do kazdého iného s cenou oo. Teraz budeme dokola opakovat postup,
ktory si nazveme ,vylepSenie“. Jedno vylepSenie vyzera nasledovne: V Iubovolnom poradi
prejdeme vSetky hrany grafu. Pre kazda hranu v — v sa pozrieme, ¢i ndhodou neplati, ze
(doteraz najlepsia cena do u) plus (cena hrany v — v) je menej ako (doteraz najlepsia cena
do v). Ak ano, tak cenu do v prislusne znizime.

Lahko dokdzeme nasledujtce tvrdenie: Po k vylepSeniach pre kazdy vrchol v plati, Ze
cena, ktoru si prave pre v pamétame, je mensia alebo rovna ako cena najlacnejsej cesty z a
do v spomedzi vSetkych ciest, ktoré maji nanajvys k hran.

No a kedZe sme o vstupe predpokladali, Ze neobsahuje zaporné cykly, ma pre kazdy
vrchol v najkratsia cesta doil nanajvys N — 1 hran, kde N je pocet vrcholov grafu. Ak teda
postupne spravime N — 1 vylepseni, vSetky spocitané hodnoty uz buda optimaélne.

8Dokaz: zacnem hocikde a chodim hocijako po hranach s kladnym tokom. Ked sa mi prvykrat nejaky vrchol
zopakuje, tisek mojej cesty medzi tymito opakovaniami tvori cyklus. Ten odstranim a za¢nem odznova, a tak dokola,
az kym sa vSetko neminie.

9Existuje viak finta, ktort vieme urobit a potom pouzit Dijkstrov algoritmus. Ak to niekoho zaujima, nech sa
opyta na fére, doplnim.

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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28 Tajomstva geologie

KedZe jedno vylepSenie mé ¢asovi zlozitost O(M), je celkova ¢asové zlozitost algoritmu
Bellmana a Forda O(MN).

No a cas najdenia najlacnejSieho maximalneho toku opakovanim tohto algoritmu ma
potom ¢asovi zlozitost O(MNT), kde T je velkost dotyéného toku.

Zaver pre nasu ulohu

V nasej ilohe potrebujeme najst najdrahsie parovanie v naSom bipartitnom grafe s N+ N
vrcholmi. Ked ttto tlohu prevedieme na MinCost MaxFlow, dostaneme graf s © (V) vrcholmi
a ©(N?) hranami. A vieme, ze velkost maximalneho toku bude uréite presne 7 = N. Preto
¢asova zlozitost vyssie uvedeného algoritmu bude O(N*).

(Ak by sme pouzili spominant fintu a Dijkstrov algoritmus, dostali by sme ¢asovi zlo-
zitost O(IN?3). Ani tato ale este nie je optimalna, existuju aj efektivnejsie algoritmy. Tie st
v8ak na toto vzorové rieSenie uz prili§ zlozité.)

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <cmath>
using namespace std;

class MincostMaxflow {
public:
class edge {
public:
int source, destination, capacity, residue;
double cost;
edge(int s, int d, int cap, int res, double cost)
: source(s), destination(d), capacity(cap), residue(res), cost(cost) { }

};

vector< vector<int> > V;

vector<edge> E;

void addArc(int source, int destination, int capacity, double cost);
pair<int ,double> getFlow(int source, int sink);

};

void MincostMaxflow::addArc(int source, int destination, int capacity, double cost)
{

int e = E.size();

if (source >= int(V.size())) V.resize(source+1);

if (destination >= int(V.size())) V.resize(destination+1);

V [source] .push_back( e );

V [destination] .push_back( e+l );

E.push_back(edge(source,destination,capacity, capacity,cost));

E.push_back(edge(destination,source,capacity,0,-cost));

}

pair<int ,double> MincostMaxflow: :getFlow (int source, int sink) {
if (source >= int(V.size())) V.resize(source+1);
if (sink >= int(V.size())) V.resize(sink+1);

int N = V.size(), M = E.size();
int flowSize = 0;
double flowCost = 0;
vector<int> flow(M,0);
vector<double> potential(N,0);
while (1) {
// pomocou bellman-forda najdeme najlacnejsiu zlepsujucu cestu

http://www.ksp.sk/ksp2.0
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Tajomstva geologie

vector<int> from(N,-1);
vector<double> dist(N,1e30);
dist [source] = 0;

for (int i=0; i<N-1; ++i)
for (int j=0; j<M; ++j) {

if (E[j].residue == 0) continue; // neda sa nou ist
if (dist[ E[j].destination 1 <= dist[ E[j]l.source 1 + E[j]l.cost + 1le-9)

continue; // nezlepsi

dist[ E[j].destination 1 = dist[ E[jl.source 1 + E[j].cost;

from[ E[j].destination 1 = j;
}

// ak sme ziadnu cestu nenasli, koncime

if (from[sink] == -1) return make_pair(flowSize,flowCost) ;

29

// prejdeme celu najdenu zlepsujucu cestu a zistime, kolko sa po nej da pretlacit

int canPush = 987654321, where = sink;
while (1) {
if (from[wherel==-1) break;

canPush = min(canPush, E[ from[where] ].residue );

where = E[ from[where] ].source;

}

// este raz ju prejdeme a pretlacime nou dane mnozstvo toku

where = sink;

while (1) {
if (from[wherel==-1) break;
E[ from[where] ].residue -= canPush;

E[ from[wherel~1 ].residue += canPush; // uprava hodnoty pre zodpovedajucu

hranu opac. farby
flowCost += canPush * E[ from[where] ].cost;
where = E[ from[where] ].source;
}
flowSize += canPush;
}
}

int main(void) {
int N;
cin > N;
MincostMaxflow MCMF;
// nacitame maticu a zostrojime nas bipartitny graf
for (int i=0; i<KN; i++)
for (int j=0; j<N; j++) {
int x;
cin > x;
if (x) MCMF .addArc(1+i,N+1+j,1,-log(x/100.));
}
// pridame zaciatok a=0 a koniec b=2N+1
for (int i=0; i<N; i++) MCMF.addArc(0,1+i,1,0);

for (int i=0; i<N; i++) MCMF.addArc(N+1+i,2xN+1,1,0);

// najdeme mazimalny tok a vypocitame vysledok
pair<int ,double> res = MCMF.getFlow (0,2*xN+1);
printf(“%.10A\n“, (res. first==N)*100*exp (-res.second)) ;
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Vysledkova listina po 2. kole kategorie KSP-Z

Meno a priezvisko Skola, Trieda 1 2 3 4 5 ¥

1| Balog Matej Gym. Grosslingova BA 3 59 | 10 10 10 15 15 | 119
2| Rohar Pavol Gym. M. R. Stefanika, Kosice 4 59 | 10 10 9 15 14 | 117
3| Hornak Marian Gym. Parovska Nitra 2 55 | 10 10 10 15 15 | 115
4| Mari§ Andrej Gym. Piaristicka Nitra 2 55 | 10 10 9 15 15 | 114
5| Brandys Jozef Gym. Namestovo 2 59 | 10 10 9 14 102
6| Pulmann Jan Gym. Grosslingova BA 3 55 10 10 6 9 7 97
7| Babiak Jakub Gym. Ziar nad Hronom 3 45 | 10 10 7 14 10 96
8| Gressak Jergus Gym. Mudroniova Presov 1 44 | 10 10 9 14 6 93
9| Kova¢ Ondrej SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 3 42 (10 10 9 8 11 90
10| Birkus Rébert SPSE Nové Zamky 3 54 |10 10 8 1 3 86
10| Porubsky Martin SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 3 42 | 10 10 4 15 5 86
10| Sedlacek Lukas Gym. Ziar nad Hronom 3 50 | 10 10 4 7 5 86
13| sinogl jakub Gym. Ziar nad Hronom 3 55110 9 6 80
14| Smolik Michal Gym. Grésslingova BA 1 50 |10 8 4 7 79
15| Livora Tomas Gym Javorova Spis. Nova Ves 3 32 |10 10 7 6 13 78
16 | Anderle Michal Gym. Hali¢ska Lucenec 3 33110 10 9 4 6 72
16 | Masar Juraj Gym. Jura Hronca BA 3 3310 10 4 9 6 72
18| Jurovych Jakub Gym. Okruzna Zvolen 3 36 | 10 10 8 5 69
18| Novella Tomas Gym. Alejova Kosice 4 46 | 10 10 3 69
18| Cacko Marek Gym. M. Galandu Turcianske Teplice 4 42 | 10 10 7 69
21| Jurenka Vladimir Gym. Grosslingova BA 4 34 |10 10 7 3 4 68
22| Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 3 40 15 10 65
23| Minarik Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 33|10 7 5 8 63
23| Takacs Gabriel Gym. Fandlyho Sala 2 3311010 9 1 63
25| Suppa Marek SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 1 35110 9 6 60
26 | Petrucha Jaroslav Gym. Metodova BA 1 20 | 10 10 10 9 59
27| Pokorny Fridolin Gym. Hali¢ska Lucenec 4 28 |10 10 7 3 58
28| Toman Viktor Gym. Golianova Nitra 3 25 |10 10 5 7 57
29| Krajcovi¢ Matej Gym. Jura Hronca BA 1 14 (1010 7 9 5 55
30| Dur¢dk David Gym. Namestovo 4 10 [ 10 10 9 15 54
31| Kucera Martin Gym. Golianova Nitra 3 25 12 15 52
32| Sormanova Maria Skola pre mim. nadané deti BA 3 25 | 10 10 4 49
33| Vargovéik Matej Gym. Sabinov 3 48 48
34| Plavak Dusan Gym. Trstena 3 16 | 10 10 7 4 47
35| Magdolen Matej Gym. Golianova Nitra 4 46 46
36 | Kutaj Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 31|10 4 45
37| Klc Dano GLN Tomasikova BA 4 42 42
38| Rabatin Rastislav Gym. Jura Hronca BA 1 010 9 8 14 41
39| Kovar Martin Gym. Jura Hronca BA 3 1510 9 4 2 40
39| Krumpal Rudo Gym. Jura Hronca BA 3 29 7T 2 2 40
41| Ille Ondrej Gym. Jura Hronca BA 3 10 | 10 10 4 5 39
41| Jankovi¢ Radovan Gymnazium Levice 3 34 5 39
43| Mutny Mojmir Gym. Jura Hronca BA 2 38 38
44| Marko Jozef SPS Myjava 3 20 6 7 3 1 37
45| Seliga Adam Stkromna SOS Humanus Via 2 1010 8 6 2 36
46 | Varga Michal SPSE Nové Zamky 3 0|10 10 6 7 33
47| Hornyak Zsolt Gymnazium 4 15| 10 7 32
47| Safin Jakub Gym. P. Horova Michalovce 1 4 9 9 4 3 3 32
49| Souckova Kamila Ev. lyceum BA 1 0|10 10 4 6 30
50| Kurtulik Matej Gym. Namestovo 2 0|10 8 6 5 29

Tato praca bola podporovand Agenturou na podporu vyskumu a vyvoja na ziklade
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Vysledkova listina 31
Meno a priezvisko Skola, Trieda 1 2 5 b))
51| Strapko Jakub SPS dopravna BA 0 0 9 4 4 28
52| Vozarova Zuzana Gym. Jura Hronca BA 2 23 4 27
53| Ivanov Maridn Gym. Jura Hronca BA 1 25 25
53| Pinter Martin Gym. Jura Hronca BA 3 25 25
55| Lami Jozef Gym. Postova Kosice 2 24 24
56 | Bezek Matus Gym. Jura Hronca BA 1 12 | 10 22
56 | Viskup Michal Gym. Jura Hronca BA 3 14 7 1 22
58| Pistrakova Alexandra | Gym. Postova Kosice 2 8| 10 18
59| Chudjak Martin SPS Martin 4 17 17
60| Anderko Maros Gym. Konstantinova Presov 4 15 15
61| Krasnayova Dasa Gym. Alejova Kosice 3 14 14
62| Matus Juraj Gym. Jura Hronca BA 2 10 10
62| Vaclavik Lukas SSOS Via Humana 2 10 10
64 | Dang Quoc Trung Gym. Jura Hronca BA 2 9 9
65| Kucerova Bibiana Gym. Alejova Kosice 3 8 8
66 | Krotky Miroslav Gym. Spisska Stara Ves 2 7 7
67| Bobula Daniel Spojena skola Kralovnej pokoja Zilina 2 6 [§
67| Mesaros Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 6 6
69| Lieskovsky Adam Gym. Jura Hronca BA 3 5 5
69| Oreni¢ Jozef Gym. Slovenska Bardejov 4 5 5
71| Kollar Dan Gym. Grosslingova BA 2 3 3

Tato praca bola podporovand Agenturou na podporu vyskumu a vyvoja na ziklade
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32

Vysledkova listina

Vysledkova listina po 2. kole kategorie KSP-O

Meno a priezvisko Skola, Trieda 4 5 6 7 8 ¥

1| Hudec Tobias Gym. Partizanske 4 91 | 12 15 20 19 25 | 182
2| Belan Tomas Skola pre mim. nadané deti BA 4 83 | 14 14 20 20 25 | 176
3| Rohéar Pavol Gym. M. R. Stefanika, Kosice 4 67 | 15 14 3 18 9 | 126
4| Mari§ Andrej Gym. Piaristickd Nitra 2 48 | 15 15 8 12 1 99
5| Korbas Rafael Gym. Hronska BA 3 41 | 14 13 8 20 1 97
5| Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 3 49 | 15 10 8 12 3 97
7| Kekely Michal Gym. Varsavska Zilina - Vi¢ince 3 39 | 15 11 12 7
8| Pitondk Martin Gym. Tajovského B. Bystrica 4 44 | 13 15 4 76
9| Kucera Martin Gym. Golianova Nitra 3 28 | 12 15 7 12 74
10| Dresslerova Anna Gym. Jura Hronca BA 3 30 | 15 13 15 73
10| Mrockova Maria Gym. Jura Hronca BA 3 35 | 15 5 18 73
12| Varga Matyas Gym. H. Selyeho Komérno 3 38 2 9 812 1 70
13| Hozza Jan Gym. Jura Hronca BA 3 50 | 15 65
14| Cuc Bruno Gym. Grosslingova BA 4 33 7 10 14 0 64
15| Balog Matej Gym. Grosslingova BA 3 30 | 15 15 60
16 | Hornak Marian Gym. Parovska Nitra 2 28 | 15 15 58
17| Gressak Jergus Gym. Mudroniova Presov 1 21 |14 6 12 53
18 | Miklovi¢ Tomas Gym. Nové Zamky 4 27 9 12 48
18 | Vecerik Matej Skola pre mim. nadané deti BA 3 28 | 14 6 48
20| Pulmann Jan Gym. Grosslingova BA 3 30 9 7 46
21| Gandzala Jozef Gym. Tajovského B. Bystrica 4 30 | 15 45
22| Brandys Jozef Gym. Namestovo 2 30 | 14 44
22| Kova¢ Ondrej SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 3 25 8 11 44
24| Babiak Jakub Gym. Ziar nad Hronom 3 16 | 14 10 40
25| Ziman Michal Gym. Hali¢ska Lucenec 4 17 9 10 36
26 | Porubsky Martin SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 3 14|15 5 34
27| Sedlacek Lukas Gym. Ziar nad Hronom 3 21 7 5 33
28 | Birkus Rébert SPSE Nové Zamky 3 28 1 3 32
29| Hruby Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 7115 9 31
29| Minarik Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 23 8 0 31
29| Smolik Michal Gym. Grésslingova BA 1 24 7 31
32| Habovstiak Martin | Gym. Tvrdosin 4 30 30
33| Vargovéik Matej Gym. Sabinov 3 28 28
34| Anderle Michal Gym. Hali¢skd Lucenec 3 17 4 6 27
34| sinogl jakub Gym. Ziar nad Hronom 3 27 27
36| Jankovi¢ Radovan Gymnazium Levice 3 18 5 3 26
36 | Masar Juraj Gym. Jura Hronca BA 3 11 9 6 26
38| Livora Tomas Gym Javorova Spis. Nova Ves 3 6 6 13 25
39| Krumpal Rudo Gym. Jura Hronca BA 3 23 23
40| Téthova Tatiana Gym. Jura Hronca BA 4 0 9 1 11 21
41| Kutaj Tomas Gym. Jura Hronca BA 3 20 20
42| Magdolen Matej Gym. Golianova Nitra 4 19 19
42| Novella Tomas Gym. Alejova Kosice 4 19 19
44 | Pokorny Fridolin Gym. Hali¢ska Lucenec 4 15 3 18
45| Klc Dano GLN Toméasikova BA 4 17 17
45| Kovar Martin Gym. Jura Hronca BA 3 15 2 17
45| Strapko Martin Gym. Jura Hronca BA 3 0 4 6 7 17
45| Cacko Marek Gym. M. Galandu Turcianske Teplice 4 17 17
49| Jurenka Vladimir Gym. Grosslingova BA 4 9 3 4 16
49| Toman Viktor Gym. Golianova Nitra 3 9 7 16
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78 | Hruska Eugen

78 | Krotky Miroslav
78 | Kucerova Bibiana
78 | Lieskovsky Adam
78 | Matus Juraj

83| Kollar Dan

83| Nanasi Michal

83| Oreni¢ Jozef

83| Vaclavik Lukas

Gym. Hlohovec

Gym. Spisska Stara Ves
Gym. Alejova Kosice
Gym. Jura Hronca BA
Gym. Jura Hronca BA
Gym. Grosslingova BA
Gym. Jura Hronca BA
Gym. Slovenska Bardejov
SSOS Via Humana

Vysledkova listina 33
Meno a priezvisko | Skola Trieda 4 8 b))
49| Vozarova Zuzana Gym. Jura Hronca BA 2 16 16
52| Durcak David Gym. Namestovo 4 0| 15 15
52| Ivanov Maridn Gym. Jura Hronca BA 1 15 15
52| Jurovych Jakub Gym. Okruzna Zvolen 3 10 5 15
52| Mutny Mojmir Gym. Jura Hronca BA 2 15 15
56 | Krajc¢ovi¢ Matej Gym. Jura Hronca BA 1 0 9 14
56 | Rabatin Rastislav Gym. Jura Hronca BA 1 0| 14 14
56 | Spano Marek Gym. Jura Hronca BA 3 14 14
56 | Suppa Marek SKS Nitra, Gym. sv. Cyrila a Metoda 1 14 14
60| Ille Ondrej Gym. Jura Hronca BA 3 8 5 13
61| Marko Jozef SPS Myjava 3 11 1 12
62| Petrucha Jaroslav Gym. Metodova BA 1 0 9 9
62| Strapko Jakub SPS dopravna BA 0 0 5 9
62| Takéacs Gabriel Gym. Fandlyho Sala 2 8 1 9
65| Holas Juraj Gym. Jura Hronca BA 3 8 8
65| Viskup Michal Gym. Jura Hronca BA 3 8 8
67| Hornyak Zsolt Gymnazium 4 7 7
67| Plavak Dusan Gym. Trstend 3 3 4 7
67| Varga Michal SPSE Nové Zamky 3 0 7 7
70 | Lukéa Pavol Gym. sv. Frantiska z Assisi V.n. Toplou 4 0 6 6
70 | Souckova Kamila Ev. lyceum BA 1 0 6 6
70| Safin Jakub Gym. P. Horova Michalovce 1 0 3 6
73| Bezek Matus Gym. Jura Hronca BA 1 5 5
73| Kurtulik Matej Gym. Namestovo 2 0 5 5
75| Dang Quoc Trung Gym. Jura Hronca BA 2 4 4
75| Pinter Martin Gym. Jura Hronca BA 3 4 4
77| Seliga Adam Stikromna SOS Humanus Via 2 0 2 2
2 0 1
2 1 1
3 1 1
3 1 1
2 1 1
2 0 0
9 0 0
4 0 0
2 0 0
3 0 0

83| Sormanova Maria

Skola pre mim. nadané deti BA
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Vysledkova listina

Vysledkova listina po 2. kole kategorie KSP-T

Meno a priezvisko | Skola Trieda 8 9 10 ¥

1| Hudec Tobias Gym. Partizanske 4 25 | 25 22 20 | 92
2| Belan Tomas Skola pre mim. nadané deti BA 4 34|25 17 9| 85
3| Rohar Pavol Gym. M. R. Stefanika, Kosice 4 8 9 8 4|29
4| Jankovi¢ Radovan | Gymnazium Levice 3 24 3 27
5| Maris Andrej Gym. Piaristickd Nitra 2 0 112 6| 19
6| Lukca Pavol Gym. sv. Frantiska z Assisi V.n. Toplou 4 0 6 6
6| Pitonak Martin Gym. Tajovského B. Bystrica 4 2 4 6
8| Novella Tomas Gym. Alejova Kosice 4 5 5
9| Sebechlebsky Jan Gym. Ziar nad Hronom 3 0 3 3
10| Varga Matyas Gym. H. Selyeho Komérno 3 1 1 2
11| Cuc Bruno Gym. Grosslingova BA 4 1 0 1
11| Hruska Eugen Gym. Hlohovec 2 0 1 1
11| Ille Ondrej Gym. Jura Hronca BA 3 0 1 1
11| Kekely Michal Gym. Varsavska Zilina - Vicince 3 1 1
11| Korbas Rafael Gym. Hronskd BA 3 0 1 1
11| Livora Tomas Gym Javorova Spis. Nova Ves 3 0 1 1
11| Minarik Jakub Gym. Jura Hronca BA 3 0 1 1
11| Mrockova Maria Gym. Jura Hronca BA 3 1 1
11| Vozarova Zuzana Gym. Jura Hronca BA 2 1 1
20| Dang Quoc Trung | Gym. Jura Hronca BA 2 0 0
20| Lampanen Mika Gym. Panktchova Bratislava 3 0 0
20| Nénasi Michal Gym. Jura Hronca BA 9 0 0 0
20| Vecerik Matej Skola pre mim. nadané deti BA 3 0 0 0
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