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Vzorové riesenia 1. kola letnej casti

, opravovala Dominika
1. Zablatena cesta (max. 10 bodov)

KedZe toto je prvy priklad, nebol velmi fazky. Sta¢i mat zakladné poznatky z fyziky a vediet
upravovat linedrne rovnice. Vychadzame zo zdkladného vzorca pre ¢as, rychlost a drahu
t=s/v.

Viaceri z vas upravovali rovnicu rézne. Ja ukaZzem asponi jeden spdsob, ako sa to dalo
riesit. Celkovy Cas sa rovna sucétu ¢asov na jednotlivych usekoch (T' =ty +to+ - +tn) a
Petrzlenova rychlost je prendsobend prislusnym koeficientom. Dostavame nasledujiici vzorec:
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KedZe nasou tlohou je vyratat rychlost v, upravime menovatel kazdého ¢lena:
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Teraz uz staci len vymenif premenné 7' a v (vynésobif rovnicu v a vydelit T'):

D
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Takto sme dostali vzorec na vypocet celkovej rychlosti, ktorou mé Petrzlen jazdif, aby mu
to na danej dréhe trvalo presne ¢as T'. Preto staci pole koeficientov k; linearne prejst v case
O(N) aratat pri tom nas vzorec. Dokonca to mozeme robit aj bez pola, rovno pri nac¢itavani
vstupu, a preto ndm sta¢i konstantna pamit O(1).
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Listing programu:

program zablatena_cesta;
var T, N, D, S, k, i: integer;
v: real;

begin
ReadLn(T, N, D);
S := 0;
for i := 1 to N do begin
Read (k) ;
S :=S + k;
end;
v :=D * (N + S/4) / T;
WriteLn(v:0:6);
end.

2. Zmrzlinaren

opravoval JMK
(max. 10 bodov)

Toto bol vcelku jednoduchy priklad. Vysta¢ime si pri nom s jednym prechodom vstupu
a s konStantnou pamiitou. Ako ste si mnohi vsimli, zmrzliny sa daji rozdelit do Styroch
skupin podla drsnosti. Pri prechode budeme pocitat poc¢et zmrzlin v kazdej skupine a pocet
zatoceni zalidkom. Tento pocet zvysSime pri kazdej novej zmrzline o sti¢et poctov zjedenych

zmrzlin z menej drsnych skupin. Cas bude teda O(N) a pamiit O(1).

V naSom rieSeni vlastne len simulujeme zalidok, pri¢om nam staci vediet poCet menej
drsnych zmrzlin ako je té, ktort prave jeme. Kedze vstup musime nacitat cely, ¢as algoritmu
je optimalny. Za optimalne rieSenie sa udelovalo 10 bodov. Ak ste mali linedrnu pamét alebo
¢as O(N?), dostali ste 7 bodov. Za chybajice odhady sme stfhali 1 bod a za iné nedostatky

podla uvézenia.

Listing programu:

program zmrzlinaren;

const zmrzlina_meno: array [1..3] of string = (Ckaramelovo-muchotravkova’,

’slivkovo-rybacia’, ’puncovo-pastetova’) ;

var zmrzlina_pocet: array [1..4] of longint;
j» k, i, pocet_otoceni, N: longint;
zmrzlina: string;

begin

ReadLn(N);

pocet_otoceni := 0;

for i := 1 to 4 do
zmrzlina_pocet[i] := 0;

for j := 1 to N do begin
ReadLn(zmrzlina) ;
k :=1;

while (k < 4) and (zmrzlina_meno[k] <> zmrzlina) do

Inc(k);
Inc(zmrzlina_pocet [k]) ;
for i := k + 1 to 4 do
pocet_otoceni := pocet_otoceni + zmrzlina_pocet[i];
end;
WriteLn (pocet_otoceni) ;
end.
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3 .. vzorak pisal kuko, opravoval U§Ama
3. Zvukové bariéry (max. 10 bodov)

Samozrejme, brutdlne a priamociare rieSenie je zobrat bitmapu — pole V' x D a postupne
do nej zakreslovat jednotlivé bloky. Na zaver skontrolujeme, ¢i sme vyfarbili vSetky policka.
Nevyhody mé toto rieSenie aspon dve:

1. na cely muar potrebujeme vela pamiite,

2. vzdy, ked chceme pridat dalsi blok, musime hladat vysku, kam patri (¢o je pomalé).
Druhy problém sa da lahko vyriesit tak, Ze si pre kazdy stipec zapamitame jeho vysku. Ak
si vSak predstavime, akym sposobom sa bloky ukladaji zhora nadol, uvedomime si, ze tieto
vysky st uz vSetko, ¢o na popis muru (v kazdej faze jeho vystavby) stac¢i: Aby sa mur dal
dostavaft, nesmut v 1iom byt Ziadne diery, ba ani zahyby — kazdy stipec musi pozostavat iba
z jedného tuseku, ktory za¢ina pri zemi. (Tymto by bol vyrieSeny aj prvy problém.)

NavySe rovnaka tvaha plati aj pre bloky: bloky nesmii mat diery ani zahyby — kazdy
stipec sa musi skladat z jedného stvislého tiseku. Preto si aj jednotlivé bloky moZzeme pamiitaft
jednoducho tak, ze si pre kazdy stipec zapamitame, kde za¢inaji X-ké a kolko ich v danom
stipci je.

UloZenie bloku je jednoduché: blok musi na miar padntt, prepytujem, ako rit na Serbel.
Inymi slovami reliéf nedostavaného miru sa musi zhodovat so spodkom bloku, alebo este
inak: rozdiely vySok dvoch susednych stipcov a rozdiely vysok, v ktorych zaéinaji X-ka, sa
musia zhodovat. Ak sa zhoduji, patri¢ne zvysime vysky. Na konci uz len skontrolujeme, ¢i
mé kazdy stlpec miru rovnakia vysku, a to V.

Na rozdiel od prvého riesenia, ¢as potrebny na pridanie jedného bloku nie je timerny
velkosti bloku, ale iba jeho Sirke. Podobne ¢as kontroly, ¢i je vyplneny cely mur, je timerny
Sirke muru, nie jeho velkosti V' x D. No a napokon potrebnd paméif je imernd iba Sirke
blokov a muru, nie ich velkostiam. (Super, nie?)

Par slov k bodovaniu a va$im rieSeniam. KedZe v tomto priklade nebola skryta nejaké
prevratna myslienka, tak som o¢akaval, Ze vase programy budua bez problémov fungovat. Ale
obcas to tak nebolo. Preto predtym, nez nieco do KSP poslete, skuste si to na par vstupoch
otestovat. Uréite tym ni¢ nepokazite a asporn odchytite par zakladnych chyb.

Listing programu:
const MAXT = 20;

MAXB = 50;
MAXD = 10000;
INFTY = maxint;
var D, V, T, N, i, j, k, w, h, p, r : integer;
mur : array [1..MAXD] of integer; { vysky muru }
sirka : array [1..MAXT] of integer; { sirky blokov }

dol, vyska : array [1..MAXT, 0..MAXB] of integer; { relief spodku a vysky }
s : array [0..MAXB] of string;

procedure die;
begin writeln (NIE”); halt; end;

begin
readln (D, V, T, N);
for i := 1 to T do begin
readln (w, h);
for j := 0 to h-1 do
readln (s[j1);
sirka[i] := w;
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for j := 1 to w do begin

k :=1;
{ predpokladam, ze ziadny stlpec nie je prazdny }
while (s[h-k][j] = ") do inc(k);

dol[i,j-1] := k;

while (k <= h) and (s[h-k][j]
vyskali,j-1]1 := k - dol[i,j-11;
while (k <= h) and (s[h-k][j] -) do inc(k);

if k <= h then doll[i,1] := INFTY; { v bloku je diera; zabezpecime, aby sa

nedala pouzit }
end;
end;

’X”) do inc(k);

for i := 1 to N do begin
readln (p, r);
if (p < 0) or (p+sirkalr]-1 > D) then die; { vedla }
for j := 1 to sirkalr]-1 do
if mur[p+jl-mur[p+j-1] <> dollr,jl-dol[r,j-1] then die; { wvytvori sa diera }
for j := 0 to sirkalr]-1 do
inc (murl[p+jl, vyskalr,jl1); { upravime vysku muru }
end;

for i :=1 to D do
if murl[i] <> V then die;

writeln CANO’);
end.

opravovalo sa samo, vzorak Tommy

4. Zaplat a let (max. 15 bodov)

Co si bolo treba dobre v&imnut, je veta ,lety vedi len na niektoré z dalsich letisk“ (t. j. na
letiskd s vyssim ¢islom). Rovnako ani zotriedenie vstupu nebolo vobec ndhodné. Pokial totiz
nejakym sposobom spracujeme lety z prvych i letisk, tak uz uréite vieme, ¢i (a za kolko) sa
vieme dostat na letisko i + 1 (pretoze vsetky lety na letisko i + 1 vedu z letisk 1 az ). Vstup
— velmi vhodne zotriedeny — teda staci spracovéavat v poradi, v akom ho dostaneme.

Na zaciatku stojime na letisku 1 a eSte sme spolocnosti LAMA nemuseli ni¢ zaplatif. Na
letisko 1 sa vieme dostat za sumu 0 (uz tam sme) a na vSetky zvys$né vobec — budeme to
reprezentovat nekoneénom. Ak existuje let z letiska 1 na letisko b za cenu ¢, na letisko b sa
vieme dostat za sumu c. Ked si takto zapiSeme vSetky lety, mozeme zacat spracovavat lety
z dalSieho letiska — 2, 3, atd.

Ak stojime na letisku a, na ktoré sme sa vedeli dostat najlacnejsie za sumu S, a existuje
let z letiska a na letisko b za cenu ¢, tak s jeho vyuzitim sa tam vieme dostat za sumu
S, = Sq + c. Ak je tato suma mensia ako doteraz najlepsia (S3), prepiSeme ju. To nam
zarudi, ze S, je najmensia doteraz znama' suma, za ktort sa vieme dostat na letisko b. Ked
teda spracujeme vSetky lety vedtce na letisko b, uz vieme, za kolko sa na neho dé najlacnejsie
dostat. Na konci ndm uz len sta¢i vypisat sumu Sy (alebo neexistuje, ak Sy = o).

Potrebujeme si pamiitat len sumy pre vsetky letiska (lety spracovdvame rovno, nemusime
si ich pamétat), teda pamitova zlozitost je O(N). Musime tieZ spracovat vSetkych K letov
a nastavit, ze do vSetkych letisk okrem prvého sa vieme dostat za sumu oo, t. j. nevieme;
Casové zlozitost je potom O(N + K).

t. j. pomocou doteraz zndmych (spracovanych) letov
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Listing programu:

program zaplat_a_let;

const nekonecno = 1234567890;

var N, K, i, odkial, kam, cena: longint;
D: array [1..1000000] of longint;

begin
ReadLn(N, K);
for i :=1 to N do
DI[i] := nekonecno;
DI[1] := 0;

for i := 1 to K do begin
ReadLn(odkial, kam, cena);
if D[kam] > D[odkiall] + cena then
D[kam] := D[odkial]l] + cena;
end;

if(D[N] < nekonecno) then WriteLn(D[N])
else WriteLn ('neexistuje’) ;
end.

. , e .« opravoval U$Ama
5. Opravovacia lotéria vracia ader (max. 15 bodov)

Tento priklad vyzeral na prvy pohlad strasne odstrasujtuco. Takze zaklad tispechu bolo nez-
laknit sa a pomaly a isto rozbif ten hnusny kéd.

Funkcia countpoints

Pozrime sa na vypis vysledného poc¢tu bodov. Chceme, aby funkcia countpoints vratila
¢o najvicsie ¢islo. Za kazdt rovnost pri porovnani sa hodnota, ktort vrati, zvicsi o 1. Takze
chceme tychto tspesnych porovnani ¢o najviac. VSimnime si polia sbox1 a sbox2. Podmienka
sbox1 [i]==sbox2[i] platilen pre ¢ = 22, ¢o predstavuje znak w. TakZe na vstup countpoints
chceme poslat 32 znakov w.

Riesenie, ktoré bezi asi 4 dni

Mame vstup, ktory chceme poslat funkcii countpoints. Staci invertovat funkciu round
(teda spravit si funkciu, ktora dostane pozadovany vystup funkcie round a povie, ¢o jej poslat
na vstup) a pustit ju patriény pocet krat. Toto bude bezny pocitac¢ ratat asi 4 dni. Pokial
chcete vidief rychlejsie rieSenie, ¢itajte dalej.

Funkcia round (v pascalovskom zdrojaku kolo)

Obcas nie je zlé si nakreslit, ¢o niektoré ¢udo robi. A navySe sa nam hodi zjednodusena
notacia. Pod oznacenim S;(z) budeme rozumiet ’a’+sboxl[z-’a’]. Uvedomte si, ze Sp je
skoro to isté ako sbox1, az na to, ze sbox1 bezi na ¢islach 0,1,...,25 a S; na pismenach a,
b, ..., z. To isté plati aj pre Sa(z).

Zoberme si teraz in[0] a in[16]. in[0] preZzenieme cez S5 a posleme ho na out[16].
Este sc¢itame hodnoty in[0], in[16] a key[0], spravime tomu zvySok po deleni 26, pre-
Zenieme cez S7 a poSleme ako out[0]. Podobne to spravime aj pre ostatné znaky vstupu.
Podstatné je, ze tieto dvojice znakov sa pocitaju nezavisle od ostatnych. Toto pocitanie
ozna¢me ako f((in[:],in[7+ 161).key[i]) = (out [],out [i + 161).

Spravme si teraz inverznt transformaciu. Najprv by bolo dobré invertovat S; a Ss. Toto
je jednoducha robota, popisovat ju tu nebudeme. Inverzie oznac¢me S} L Sy 1 ST 1(2) ndm
hovori, ¢o mame poslat na vstup S;, aby vystup bol z, formalne S;(S;*(z)) = z. Teraz
mozeme pisat inverzni transforméaciu. Vyuzijeme uz najdent nezavislost dvojic.
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Pozname out [i], out [i 4+ 16], key [i], chceme zistit in[i] a in[i+ 16]. in[i] ndjdeme
Tahko, totiz out [i4+16] = So(inli]) a teda in[i]l= S5 ' (out [i+16]). Dalej vieme out [i]=
Si(inlil+in[i+ 161 +key[i1), ¢ize Sy ' (out [i]) =in[i]+in[i+ 16]+key[4], in[i] sme uz
spocitali a teda in[i 4+ 16]= Sy '(out [i])—in[i] —key [i].

Celé toto oznac¢me jednoducho ako inv((out [i],out[i + 16]),key[i]l) = (in[:],in[i +
16]1). Nech ag; = (w,w), pre i = 0,1,...,15. A nech a;,; = inv(a;_1,;key[i]). Potom vstup,
ktory mame zadat, zistime z hodnét ay, ;, kde k¥ = NUMROUNDS a ¢ = 0, 1,...15 (samozrejme
treba znaky umiestnif na spravne miesta). Toto ale stale vyzaduje dlhé réatanie.

Cykly
Vsimnime si, ze dvojice (x,z), kde = je nejaky znak, mézu nadobudat 26 - 26 = 676 roz-
nych hodnét. Takze ked si vezmeme napr. postupnost ag o, a1,0, @20, - - -, tak sa po istom case

(najneskor po 676 krokov) musime dostat k dvojici znakov, ktortt sme uz mali. Uvedomme
si, ze akondhle a;; = ay;, tak aj aji1,; = apy1,4, atd.

Takze uz len staci najst cyklus. Dobrou spravou je, ze staci najst prvé a,; také, ze
ap,; = a;; a nemusime sa namahat metédou dvoch bezcov a inymi zverinami. Je to totiz preto,
ze nemoze nastat napriklad takyto pripad: (w,w); (c,d); (q,2); (e,f); (a,m); (a,2); (e,f); (a,m);. ..
(teda mame najprv nejaky ,chvost* a potom sa cyklime dookola). Problém je v tom, Ze hod-
nota a;; okrem toho, Ze jednoznac¢ne urcuje hodnoty a;14,a;j425, ..., urcuje jednoznacne aj
hodnoty a;_1,,. .., totiz aj_1; = f(a;key[il). V tomto priklade dvojici (q,z) predchadzaji
2 rozne dvojice, ¢o je spor. A teda nas cyklus musi obsahovat aj Startovaciu hodnotu.

Takze staci spoéitat dlzku cyklu pre vietky i = 0,1,...,15. Ozna¢me ich c¢;. Nésledne
vieme, Ze ak; = Gk mod ¢;,i> CO UZ zakoncuje nas vypocet.

Vysledok bude: unonecxsmomecnmmzesegftpexegfwel.

Bodovanie

Okrem bodov, ¢o vam dala lotéria, sa dali ziskat nejaké bonusové body za roézne drob-

nosti, ako je analyza funkcie countpoints, napisanie inverzného programu, atd.

Listing programu:
#include <cstdio>

int inv1[]
int inv2[]

{14,7,13,10,0,20,8,22,19,9,1,2,23,18,24,3,5,6,17,12,25,21,11,15,4,16%};
{1,25,0,7,6,23,13,22,21,8,17,4,19,3,15,11,14,5,9,24,2,20,16,10,12,18%};

char key[] = “bazavektorovehopriestoru;
#define NUM_ROUNDS 223456789012311

void backround(char a, char b, int k, char &oa, char &ob){
oa = ’a’+inv2[b-’a’];
int temp = invl[a-’a’] - (oa-’a’) - (keyl[k]l-’a’);
while(temp < 0)
temp += 26;
ob = ’a’+temp;

}

void get(char a, char b, int k, char &oa, char &ob){
char ca = a, cb = b;
int len = 0;
do{
backround(ca, cb, k, ca, cb);
len++;

}while(ca !'= a || cb != b);

int r = NUM_ROUNDS Y% len;
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oa = a, ob = b;
for(int i = 0; i < r; i++)
backround(oa, ob, k, oa, ob);

int main(){
char target[] = “WWwwwwwwwwwwWWwWWWWWWWWWWWWWWWWWWWW*;
char source[33];
source[32] = 0;

for(int i = 0; 1 < 16; i++)
get (target [i], target[i+16], i, sourcelil, source[i+16]);

printf(“%s\n“, source);

opravoval PPershing

6. O kralovych jedoch (max. 20 bodov)

Podme sa pustit do tohto jedovatého problému este skor, nez kralovi Baltazarovi dojde
trpezlivost (a ndm hlava). Mame najst niekolko (pomerne maélo) otravenych vin vo velkom
pocte flias. Odpoved na niektoré $pecidlne pripady uz vieme. Napriklad pre k& = 0 je rieSenie
trividlne. Trochu horsie je to s k = 1. V tomto pripade ide o zndme binarne vyhladévanie
— mozeme si to predstavit ako hadanie ¢isla na intervale, kde kazdou dalSou otéazkou vieme
interval rozdelit na 2 ¢asti, na jednu z nich sa spytat a z toho zistit, v ktorej polovici intervalu
sa Cislo nachadza. Prvou otazkou sa teda spytame na polovicu flia§, druhou otazkou sa
spytame na polovicu tej spravnej polovice z minulého kola, ..., n-tou otazkou sa spytame na
1/2™-tinu povodného poétu fliag. Celkovy pocet otazok bude [log,n].

No fajn, to by sme mali pre ¥ = 1. Co by sme mohli spravif pre k& > 1? KedZe sa
nam binarne vyhladdvanie pomerne oplatilo v predoslom pripade, mohli by sme ho nejakym
sposobom zovSeobecnit. Respektive spravit niekolko binarnych vyhladavani.

Inu, na tento pristup sa mozeme pozriet opit rekurzivne — zoberme si nas interval a (tra-
di¢ne) ho rozdelme na polovice. Nésledne sa opytame na obe polovice, ¢i obsahuju nejaky
jed.2 V pripade, Ze jedna (alebo obe) polovice obsahuji jed, zavolame sa rekurzivne. My$-
lienka jednoduché, zlozitost neista. Teda, az do doby, nez sa nad nou poriadne zamyslime.

Predstavme si, Ze si nasu rekurziu zakreslime do stromu, ako sa vetvila. Ak by sme
sa v kazdom kroku vetvili 2x (napriklad, ak by platilo n = k, teda vSetky vina by boli
otravené?), potom by nas strom mal na spodnej tirovni n vrcholov a jeho hibka by bola log n.
Teraz si predstavme, Ze v tomto strome na konci vyznacime k jedov ¢ervenou farbou a tiez si
tou farbou oznacime kazdy vrchol, ktorého interval obsahuje nejaky jed. Mézete si rozmysliet,
ze Cervenou farbou vyznac¢ime prave cestu od korena ku kazdému jedu. Spolu teda najviac
klog n vrcholov. Oznacéme si teraz este modré vrcholy — to budua prave tie, ktoré st susedom
¢erveného vrcholu. Tychto bude preto evidentne tiez (najviac) klogn. Nuze, a teraz tvrdime,
Ze Cervené a modré vrcholy zodpovedaji prave otdzkam poloZzenym v nasom rekurzivnom
prehladévani — ¢ervené (az na koreri, na ktory sa prirodzene pytat nemusime) st otdzky na
polintervaly, pri ktorych sluha zomrel. Naopak, modré s tie polozené otazky, pri ktorych
sluha prezil (a teda sme sa prestali rekurzivne volat).

2Je dolezité si uvedomit, Ze na rozdiel od klasického binidrneho vyhladavania sa musime pytat na obe polovice,
pretoze z jednej otazky nevieme povedat ni¢ o druhej polovici — méze a nemusi obsahovat dalsi jed.

3to, ze je to v spore s predpokladom tlohy, neuvazujeme
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Vidime teda, ze v najhorSom polozime 2k logn otédzok. To vSak zdaleka neznamenad, ze
nas$ program bude mat dant ¢asova zlozitost — v zadani sa totiz pisalo, Ze treba vypisat
vsetky vina, ktoré chceme pri otdzke zamiesat. No a to nie je to isté ako vypisat interval!

AkKa je teda Gasova zlozitost tohoto postupu? Snad este tazsia otdzka ako minule. Celkovy
C¢as si ale mozeme fikane rozdelit na dve Casti, megalomansky ich ozna¢ime ako prvi a druha
cast. Prva cast bude zahrniovat prvych logk vnoreni rekurzie, druhéd cast bude zvys$nych
logn — log k.

Aky je horny odhad na c¢as prvej casti? Mozete si rozmyslief, Ze je to nlogk — na kaz-
dej trovni rekurzie vypiSeme najviac n vin, ak sa postupne budeme pytat na vSetky malé
intervaly zaradom.

Druhé c¢ast bude zaujimavejSia — horny odhad na podet vypisanych vin bude najviac
k-nasobok horného odhadu na pocet vypisanych vin v pripade, Ze je prave jedno ,vylepsené“
nepriatelom. To je evidentné napriklad tak, Ze si nasu rekurziu rozdelime na k ciest od listov
ku korenu a tieto st v najhorSom pripade disjunktné (obcas sa dokonca moze stat, ze si
polepsime, ak sa spoja).

Jedinou nevyriesenou otazkou teda ostava, co v pripade jedného jedu. V tomto pripade je
pocet otazok p = Ziozgl:gk n/2!. Inak zapisané p = n/2°8k.(14-1/2+1/4+. ..+ 1/2len-logk),
Toto mozeme odhadnit zhora ako p < n/k-(14+1/241/4+---) = 2n/k. Vysledny ¢as druhej
fazy je potom k- p = O(n). Spolu pre obe ¢asti to dokopy dava O(nlogk).*

Zabudli sme na pamiitovi zloZitost, ale ta je jednoducha — nas rekurzivny program si
v kazdom kroku rekurzie pamiitéd iba konstantne vela informaécie, hibka rekurzie je logk
a teda aj pamit je O(logk).

No a posledné (a z nasho pohladu najzaujimavejsia otazka) — aké je teoretické minimum
poc¢tu otéazok? Je nas program dost dobry, alebo sme krvopotne vymysleli tiplne mizerné riese-
nie? Za¢nime jednoducho. Polozme si otézku, kolko moznosti vieme rozlisit na 0,1,2,3, ...,z
otazok? Kedze kazda odpoved na otazku je bud ano alebo nie, mozeme tou rozlisit maxi-
malne 2 pripady. Preto 2 otdzkami vieme rozlisit 4 pripady, 3 otdzkami najviac 8, a k-timi
otdzkami najviac 2* moznosti. Opa¢nym smerom — ak mame ¢ moznosti, potrebujeme aspoi
[logt]| otazok.

A sme doma — kolko moZnosti existuje pre k jedov z n vin? MoZno vam to niec¢o pripo-
mina (a ak nie, tak Sup zopakovat stredogkolski kombinatoriku), ale je to pocet kombinAcii,
cize (7). Pocet otézok je teda aspon log (}). No a odtialto za¢ina nepovinny vylet do mate-
matického upravovania:

n n!
log <kz> = log W —F) = logn! — log k! — log(n — k)!

Teraz vyuZijeme znalost, Ze pre velké n je hodnota log n! priblizne® (n+1/2)Inn—n+ O(1).
Dosadenim dostavame

log (Z) =(n+1/2)lnn—n—(k+1/2)Ink+k
—(n—k+1/2)In(n—k)+ (n—k) — O(1)
>(n+1/2)lnn—(k+1/2)lnk—(n—k+1/2)Inn — O(1)
=klnn — (k+1/2)Ink — O(1)

~klnn

Odpoved teda je, Ze nas program je optimalny v asymptotickom zmysle.

4Mozeme si v&imnut, ze v pripade, ak su jedy distribuované rovnomerne, pri prvych log k krokoch naozaj naz-
bierame aspon Cas nlogk a teda je to aj dolné ohranicenie (v najhorsom pripade).

Spozri http://mathworld.wolfram.com/StirlingsApproximation.html
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Zaver je teda ten, ze sme nasli velmi jednoduchy program, ktory splni kralove poziadavky
— je optimalny v asymptotickom zmysle; pocet otazok, ktoré polozi je O(klogn); ¢asova
zlozitost (podet zmiesanych vin) je O(nlogk) a pamifovd zlozitost je O(log k).

.....

strhévali za drobné nezrovnalosti — za neprimerane velkd pamét (O(n)) ste si mohli obdrzat
—1 bod. Takisto, za zly odhad poc¢tu sluhov, ¢asu ¢i pamiite ste si mohli prisudit —1 bod za
kazdé. Chybajtci program bol odmenovany priblizne —3 bodmi.

Listing programu:

#include <cstdio>
#include <cstring>

// nasiel som jed. V pripade, ze chceme vypisovat iba nakoniec, iba si
// tu zapamatame jeho cislo
void vypis_jed(int i){
printf(“Vino %d je jedovate\n“, i) ;
}

// spyta sa na to, ci interval <l,r) obsahuje jedy a vrati true ak ano
int query_interval(int 1, int r){

printf (“Query: pocet %d, vina:“, r - 1);

for(int i = 1; i < r; i++) printf(“ %d“, i);

printf(“\n“) ;

char tmp[10];
scanf(“%s“, tmp);
return (strcmp(tmp, “zomrel“) == 0);

}

// najdi vsetky jedy na intervale <l, r)
// predpokladame, ze je tam aspon 1
void najdi_jedy(int 1, int r){
if(l + 1 == 1){
vypis_jed (1) ;
return;
}
int m=(+1r) / 2;

if(query_interval (1, m)){
najdi_jedy(l, m);
if(query_interval(m, r)) najdi_jedy(m, r);
Yelse{ // v pripade ze na prvom intervale neni jed, mozeme druhu
// otazku rovno preskocit lebo vieme ze odpoved je kladna
najdi_jedy(m, r);

}

int main(O{
int n, k;
scanf(“%d %d“, &n, &k);
// ak nemame jedy, nema zmysel sa pytat
if(k > 0)
najdi_jedy (0, n);

5V pripade, %e potrebujeme vypisat vysledok na konci, sa pamiit prirodzene zmeni na O(k).
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opravoval Mic

7. O godzillich dostihoch (max. 20 bodov)

Velmi ste ma nepotesili, lebo prislo malo rieSeni. Dost z vds malo sice spravnu myslienku,
ale len zopér si uvedomilo, ako jednoducho zlepsit ¢asovii aj pamitova zlozitost.
Riesenie v O(n?)

Godzillie dostihy je kone¢nd, symetrickd hra s tiplnou informaciou. Co to znamena?
Konec¢né znamena, ze vzdy skonéi.” Symetrickost hry sa prejavi tak, Ze keby sme vymenili
toho, kto je na fahu, tak by mal na vyber z rovnakych tahov (Sach nie je symetricka hra,
lebo v Sachu kazdy hrac¢ tahd len figurkami svojej farby). Hry s iplnou informéaciou su také,
v ktorych kazdy hrac¢ vidi vSetko (napriklad poker nie je hra s tplnou informéciou). Tieto
vlastnosti vyuzijeme na néjdenie vitaznej stratégie.

Najskor si forméalne popiseme tito hru. Poziciou v hre rozumieme stav hry, ¢ize to, ¢o si
musime zapisat na papier (plus kto je na tahu), aby sme mohli kedykolvek v hre pokracovat.
Pre Godpzillie dostihy je to vzdialenost od ciela a aktualna rychlost, preto pozicie budeme
oznacovat ako usporiadané dvojice (n,v), kde n je vzdialenost do ciela a v je aktudlna
rychlost. Tahom sa rozumie zmena nejakej pozicie na ind poziciu. V pripade Godzillich
dostihov st pripustné tahy z pozicie (n,v) len do (n—v+1,v—1),(n—v,v),(n—v—1,v+1),
ak v > 1. Ak v = 0, tak vieme tahat len do pozicie (n — 1,1) a ak v = 1, tak nevieme tahat
do pozicie (n,0). Zaroven z Iubovolnej pozicie (n,v), kde n < 0 nevieme tahat do ziadnej
pozicie. Tieto pozicie budeme oznacovat ako kone¢né — kto sa do nich dostal, prehral, lebo
nemd tah.

Poziciu nazveme prehravajicou ak plati, Ze nech by sme potiahli lubovolne, stiper hrajuci
optimalne nés v konec¢nom c¢ase urcite porazi. Vyhravajica pozicia je taka, z ktorej vieme
vyhrat, nech by stper hral akokolvek. Budeme postupovat nasledovne. Pozicie, z ktorych uz
nevieme fahat, ozna¢ime za prehravajice. Zoberieme si poziciu p = (n,v). Ak sa z pozicie
p vieme dostat do pozicie, ktora je prehravajica, tak pozicia p je vyhravajica (potiahneme,
stper je v prehravajucej pozicii). Ak sa nevieme dostat do prehravajicej pozicie, tak oznac¢ime
nasu poziciu ako prehravajucu, lebo nech by sme tahali akokolvek, tak by sme stpera dostali
do vyhravajacej pozicie a ten by potiahol tak, ze by sme boli zase v prehravajicej pozicii.

Ako bude vyzerat program? Spravime si dvojrozmerné pole D velkosti (n+ 1) x n. Prvy
rozmer bude vzdialenost od konca a druhy bude rychlost, ¢ize kazdé policko pola reprezentuje
jednu poziciu. Vsetky pozicie p = (n,v), ktoré maji n < 0 oznadime ako prehravajice
(okrem pozicie (0,0), lebo v nej sa da iba zac¢inat a vtedy sme vyhrali). Budeme postupovat
po riadkoch® a podla hore opisaného postupu zistovat, ¢ je dana pozicia vyhravajtca alebo
prehravajuca. Kedze kazdym fahom sa priblizime k cielu, o kazdej pozicii, do ktorej sa vieme
dostat, uz mame vypocitané, ¢i je vyhravajuca alebo prehravajica. Tymto sposobom zistime
typ pozicie (n,0). Ak je vyhrévajica, tak MiSo vyhra. V opac¢nom pripade vyhra Majak.

Casové aj pamiifova zlozitost tohto algoritmu je O(n?).

RieSenie v ¢ase O(n-/n)

Niektori z vas si v8imli, Ze nie vSetky pozicie je mozné dosiahnut. Vzdy totiz za¢iname
na rychlosti 0 a kazdym fahom sa moze rychlost zvysit o 1. Akd najvicsiu rychlost vieme
dosiahnut? Ak by sme zrychlovali neustéale k kol (a dosiahneme rychlost k), tak prejdeme
vzdialenost

k
k- (k+1
1+2+3+---+k=2i:g

"Napriklad tenis nie je kone¢na hra.

8Riadok zodpoveda poziciam s rovnakou vzdialenostou od ciela.

http://www.ksp.sk/ksp2.0

Téato praca bola podporend Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na zéklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



¢o nesmie byt vicsie ako n + k — 1. To znamend, Ze pocas hry nezrychlime na viac ako
aj paméitovi zlozitost O(n - /n).
Bodovanie

Za vzorové rieSenie som udeloval 20 bodov. Kvadratickym rieSeniam som déval 14 bodov
a za exponencialne riesenia som déaval 8 bodov. Za zly popis som stthal 1-2 body, za nespravne
alebo chybajice odhady ¢asovej ¢i pamitovej zlozitosti som stfhal po jednom bode, absencia
popisu/kédu sa odmeriovala vydelenim vysledného poc¢tu bodov dvoma. Nefunkéné rieSenia
sa mohli tesit maximalne jednému bodu.

A teraz si mozete pozriet kéd.

Listing programu:

#include <vector>
#include <iostream>
#include <cmath>
using namespace std;

int main(){

int N, M;
cin >> N;
N++;

M = 2 * sqrt(N);
vector<vector<bool> > D(N, vector<bool>(M + 1, false));
DI[0][0] = 1;

for(int pozicia = 1; pozicia < N; pozicia++){
for(int rychlost = 0; rychlost <= M; rychlost++){
bool vyhravajuca = false;
for (int novaRychlost = rychlost - 1; novaRychlost < rychlost + 2;
novaRychlost++){
if(novaRychlost < 1 || novaRychlost > M) continue;
if(pozicia - novaRychlost < 0){
vyhravajuca = true;
continue;
}
if(!'D[pozicia - novaRychlost] [novaRychlost]) vyhravajuca = true;
}
D[pozicial [rychlost] = vyhravajuca;

}

if(D[N - 1]1[01)

cout << “Vyhrava Miso.“ << endl;
else

cout << “Vyhrava Majak.“ << endl;

vzorak pisal Bob

8. Tragédla (max. 25 bodov)

Tento priklad poskytol jedine¢nd Sancu vSetkym zastancom nie-tak-tiplne-korektnych rieseni
a roznych heuristik. Naozaj, (nejaké) body sa dali ziskat za (skoro) hocico.

Vo vzoraku sa vSak budeme venovat len korektnym rieSeniam. Aj pre tato tlohu existuje
jednoduchy backtrack s exponencialnou ¢asovou zlozitostou (priblizne za 8 bodov). Staci
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pomocou rekurzie vygenerovat vSetky mozné rozdelenia viet na scény a pre kazdé rozdelenie
spocitat pocet sliapnuti na nohu.

Dynamika

Ako to uz byva, backtrack vedie k memoizacii a ta k rieSeniu vyuzivajicemu dynamické
programovanie. Prejdime preto rovno k nemu.

V stlade so zadanim ozna¢me i-te ¢islo danej postupnosti h; (je to ¢islo herca, ktory ma
vyriect i-tu vetu). Pocet roznych ¢isel v tseku h;, ..., h; ozna¢me u(i,j). Budeme pocitat
hodnoty d(i) — najmensi pocet Sliapnuti, ktory sa dé dosiahnut vhodnym rozdelenim, ak
uvazujeme iba prvych ¢ ¢lenov postupnosti. Vysledkom je teda d(N).

Ked uz mame vypocitané d(1),...,d(i — 1), hodnotu d(i) ndjdeme tak, Ze vyskusame
vSetky moznosti pre dizku posledného tiseku v optiméalnom rozdeleni postupnosti k1, . .., h;.
Ak by mal dizku k, potom by siahal od h;_j41 do h; a celkovy pocet &liapnuti by bol
d(i — k) + (u(i — k + 1,4))%. NajmensSia z tjchto hodnot je prave hladané d(i).

Zostava nam vyriesit, ako budeme pocitat u(i,j). Pouzijeme pole boolov, v ktorom si
budeme pre kazdé ¢islo znacit, ¢i uz malo vyskyt v prejdenom tseku postupnosti.

Na zaciatku hladania d(i) pre dalsie ¢ kazda polozku tohto pola nastavime na false —
mame prazdny usek. Ako postupne zvicsujeme dlzku tuseku k, pribidaji nam nové ¢isla:
hi,h;_1,... Ak pridané ¢islo eSte nemalo vyskyt v tomto tseku, zvic¢sime si pocitadlo poctu
roznych ¢isel o 1 a poznacime si jeho vyskyt.

Toto rieSenie ma ¢asovi zlozitost O(N?) — pre jedno i vypocitame d(i) v linedrnom ¢ase.
Mohlo ziskat okolo 18 bodov, s optimalizédciami aj viac.

Tiez dynamika

Ked sme pri hladani d(i) skasali vietky moznosti pre dizku posledného tiseku, mohlo sa
staf, Ze pri roznych dizkach k; a ko boli hodnoty w(i — ki 4+ 1,4) a u(i — ko + 1,4) rovnaké.
Cislo h;_+1 nenachadza v tseku h;_py2,...,h;.

Na druhej strane, hodnota d(i—k) s rastucim k nerastie. Myslienka jednoduchého dokazu:
majme nejako rozdelent postupnost a odstranme jej posledny prvok. Pri rovnakom rozdeleni

Ak teda zo vsetkych k, pre ktoré je hodnota u(i — k + 1,4) rovnaka, vezmeme len to
najvicsie?, stale ndjdeme optimélne rozdelenie. Preto nebudeme sktgat vetky moznosti pre
dlzku posledného tiseku, ale moznosti pre pocet réznych ¢isel v tiom.

Oznacme p(i, w) najvicsie také k, pre ktoré u(i—k+1,7) = w. Navyse p(i,0) = 0. Skuste
si sami, ako by ste vypocitali p(i,w), ak uz poznate hodnoty p(i — 1,w) a p(i — 1,w — 1);
bude sa vam Tahsie chépat nasledujuci odstavec.

Hodnotu p(i, w) pre w > 1 ndjdeme nasledovne. St dve moznosti: ¢islo h; sa v najdlhsom
useku konc¢iacom h;, v ktorom je prave w roznych ¢isel, nachddza iba raz (p(i,w) = p(i —
1,w—1)), alebo sa v iom nachédza viac raz (p(i,w) = p(i — 1, w)). Z moznosti si vyberieme
podla toho, ¢i sa h; nachadza v tseku h; _p(i—1.w),- -, hi—1 (to zistime v konstantnom case
tak, Ze si budeme pre kazdé ¢islo pamitat jeho zatial posledny vyskyt).

Ked teraz prepiSeme vztah, ktorym sme poéitali d(i) v predchédzajicom rieSeni, dosta-
neme d(i) = min{d(i — p(i,w)) + w? |w > 1}.

Skvelé! Skomplikovali sme si zivot a zatial to nevyzera o ni¢ efektivnejsie. Ked si ale uve-
domime, Ze staci skusat hodnoty w < v/ N, ziskame rieSenie s ¢asovou zlozitostou O(N+v/ N).

%o tiez znamena, ze vezmeme najdlhsi taky tsek hi—kt1,---,h4
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Preco by to malo platit? Optimalne rieSenie totiz nemoze obsahovaf scénu s viac ako

.....

lepsie delenie (napriklad venovat kazdej vete osobitnt scénu).
Mimochodom, Georgova hra bola nakoniec riadny prepadék. Divakom zjavne robilo prob-
lémy zapamiitat si vztahy medzi tymi tisickami postav. ..

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <cmath>
#define INF 1023456789
using namespace std;

int main(){
int N, M;
cin >> N >> M;
int S = sqrt(N);
vector<int> H(N + 1);
for(int i = 1; i <= N; ++i)
cin > HI[il;

vector<int> naposledy(M + 1, 0); // posledny vyskyt éisla ¢

vector<int> prva(S + 1, 1); // zadiatok najdlhsieho tuseku s i réznymi cislamsi
vector<int> riesenie(N + 1, INF); // d(i)

riesenie[0] = 0;

for(int i = 1; i <= N; ++i){
for(int j = S; j >=1; --j)
if(naposledy [H[i]l] < prvaljl)
prvaljl = prvalj - 11;
prval0] =i + 1;

naposledy [H[i]] = i;

for(int j = 1; j <= S; ++j)

riesenie[i] min(riesenie[i], rieseniel[prvaljl - 11 + j * j);
}
cout << riesenie[N] << endl;
}
., ., o o opravoval MisoF
9. Tajny plan Skorca Jonasa (max. 25 bodov)

Vitajte v naSej zdhradke. Posadte sa do platenych skladacich stoli¢iek, onedlho na staru
Ceresniu prileti Skorec Jonas a to sa len budu diaf divy!

Cesty po strome

Ako to uz v informatike chodi, my si naSe stromy kreslime zasadne s korennom hore. Celé
rieSenie teda zaCneme tym, ze strom, ktory sme dostali na vstupe, zoberieme a zavesime ho
za niektory jeho vrchol — tak, aby vSetky hrany smerovali dodola. Vrchol, za ktory nas strom
visi, voldme koren. Vrchol v voldme predkom vrcholu u, ak v lezi na ceste z u do korena.

Pozrime sa teraz na to, ako vyzeraju cesty v takomto strome. Predstavme si, ze ideme
z nejakého vrcholu u do nejakého vrcholu v. Ak je v predkom u, cesta zjavne vyzerd tak,
ze ideme z u dohora, kym neprideme do v. V opa¢nom pripade musime skor ¢i neskor ist

http://www.ksp.sk/ksp2.0

Téato praca bola podporend Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na zéklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



nejakou hranou dodola. Vsimnime si prvy okamih, ked sa tak stane. Od tohto okamihu uz
musime ist stale dodola — totiz keby sme niekedy chceli zase ist dohora, znamenalo by to, Ze
sa vratime po hrane, ktorou sme prave prisli.

Kazda cesta v nasom strome teda vedie najskér dohora, kym neprideme do prvého spo-
lo¢ného predka oboch koncov cesty, a z neho nasledne vedie dodola.

Najblizsi spolo¢ny predok

Ukézeme, ze najfazSou castou nasej tlohy je prave najdenie najblizSieho spoloéného
predka (least common ancestor) vrcholov, medzi ktorymi chce Jonas prejst.

Za¢neme tym, Ze na naSom strome spustime z korena prehladévanie do hibky, pocas
ktorého si pre kazdy vrchol v predpoc¢itame pocet hisenic ¢(v) na ceste z neho do korena.
Toto vieme lahko spravit v linedrnom case.

Ak sa nés teraz Jonas opyta na cestu z x do y, jediné, ¢o potrebujeme vediet, je vrchol
z, ktory je najblizsim spoloénym predkom vrcholov x a y. Akonahle budeme poznat z, pocet
htisenic na ceste z x do y uréime lahko.

Cestu z = do y rozdelime na dva tseky: z x do z a z y do z. Kolko husenic je na ceste
z x do 2?7 Predsa c(x) — ¢(z): ked zoberieme cestu z x do korefia a odstrihneme z nej cestu
zo z do korena, zostane ndm presne cesta z x do z. Podobne na zvysku cesty je c(y) — ¢(2)
hisenic, celkova odpoved bude teda c(x) + ¢(y) — 2¢(z).

Prvy pokus: predratanie O(N), éas odpovede linearny od dlzky cesty

Najjednoduchsou cestou, ako najst z a neprezerat pri tom zbytocné ¢asti stromu, je zacat
zostrojovat cesty z x aj y dohora.

Este pocas tvodného prehladévania do hibky si pre kazdj vrchol v spocitame jeho bez-
prostredného predka (,otca“) p(v). Teraz vzdy, ked ndm pride nova otézka, inicializujeme
dve premenné na x a y. Obomi budeme teraz striedavo prechadzat vrcholy a znadit si v nich,
ze sme v nich v aktudlnej iterdcii uz boli. Striedavo do z priradime p(z) a do y zase p(y), ¢im
vlastne p6jdeme po oboch cestach rovnako rychlo dohora. Akonéhle jedna z ciest pride do
vrcholu, ktory sme uz pred tym oznacili, nasli sme vrchol z. Je zjavné, ze pocet prezretych
vrcholov je menej ako dvojnasobkom poctu vrcholov, ktoré skutoc¢ne lezia na ceste z x do v,
a teda je Casova zlozitost odpovede na otézku linedrna od dizky uvedenej cesty.

Podotkneme este, Ze pri tomto rieseni nie je potrebné predpocitat hodnoty c(v), pocet
htisenic na ceste vieme pocitat aj priamo pocas jej hladania.

Toto rieSenie este stale nestacilo na zisk vela bodov, lebo v najhor§om moznom pripade
moze byt na zodpovedanie kazdej otazky potrebné prezriet skoro cely strom.

Druhy pokus: predratanie O(N log N), odpoved’ O(log N).

Pokuisime sa teraz vymyslief nejaky rychlejsi sposob, ako najst najblizsieho spolo¢ného
predka. Jednou moznostou, ak by sme ju vedeli realizovat, by bolo binarne vyhladavanie.
Zoberme si cestu z x do korena. Najblizsi spolo¢ny predok vrcholov z a y urcite lezi na tejto
ceste. A ¢o viac, m4 tu vlastnost, Ze od neho vyssie su vSetko predkovia vrcholu y, zatial ¢o
od neho nizsie to predkovia nie st.

Aby sme podla tohto pozorovania vedeli spravit efektivne riesenie, potrebujeme vediet
efektivne robit dve veci: Prvou je povedat, ¢i je vrchol u predkom vrcholu v. Druhou je
k vrcholom u; a us (kde uy je predok uq) najst vrchol, ktory je na pol ceste medzi nimi.

Pozrime sa najskér na prvy problém. Pomocou spravneho triku vieme tieto otazky zod-
povedat velmi lahko, dokonca v konstantnom c¢ase. Opét upravime Gvodné prehladévanie do
hibky. Budeme mat jedno globalne poé¢itadlo po¢tu krokov. Na za¢iatku ho nastavime na
nulu a vzdy, ked prejdeme po hrane (¢i uz dodola alebo spét dohora) jeho hodnotu zvysime.
Pre kazdy vrchol v si zapamétame dve hodnoty: ¢as s(v) jeho objavenia (hodnotu poécitadla,
ked sme don prisli) a ¢as t(v) jeho opustenia (hodnotu, ked z neho odchadzame dohora).
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Teraz by malo byt zjavné, ze ak u je predkom v, tak s(u) < s(v) a zaroven t(v) < t(u).
A naopak, ak obe tieto nerovnosti platia, tak v musi byt predkom v. TakZe pomocou hodnét
s a t vieme v konStantnom c¢ase testovat, ¢i je vrchol u predkom vrcholu v.

A ¢o druhy problém? Nuz, ten tak lahko riesit nevieme. Ale ofintime to trosku in&¢. Na-
miesto klasického binarneho vyhladdvania budeme robif po strome ,skoky*, ktorych velkosti
budd mocniny dvojky.

Oznac¢me p;(x) vrchol vo vzdialenosti 2¢ nad vrcholom z. UZ vieme, Ze pre kazdé z je
po(z) = p(x). No a ak pozndme vSetky hodnoty p;(x), Tahko spoéitame vsSetky hodnoty
pit1(): zjavne plati p;11(z) = pi(pi(z)). (Slovne: ak chcem vediet, ¢o je 2°7! krokov nad =,
pozriem sa, ¢o je 2 krokov nad x, a nésledne ¢o je 2 krokov nad dotyénym vrcholom.)
vypoétu tychto tdajov je teda O(N log N).

A ako pomocou tychto idajov najdeme najblizsieho spolo¢ného predka vrcholov x a y?
Upravime bindrne vyhladévanie. Najskor overime, ¢i uz x nie je predkom y. Ak d4no, odpoved
je x. Ak nie, ndjdeme najmensie i také, ze p;(x) je predkom y. Vieme teraz, ze pocet krokov
z = do najblizsieho predka y je z intervalu [1, 2'], a na binarne vyhlad4vanie na tomto intervale
uz mame vsetko potrebné predpocitané.

Hladanie minima v tseku pola

Od optimalneho riesenia sme eSte daleko. Onedlho totiz ukdZeme, ze otézky budeme
dokonca vediet zodpovedat v konstantnom ¢ase. Na to sa na nasu tlohu potrebujeme pozriet
z trochu iného uhla.

Opit raz zacneme tym, e sa pozrieme na ivodné jednoduchucké prehladévanie do hibky
a zase raz si vSimneme nieco dalSie, ¢o ndm pomoze.

Predstavme si, ze vrcholy = a y, ktoré nas zaujimaji, pozname skoér, ako spustime pre-
hladavanie. Teraz sa pozerajme na to, ako prehladavanie do hibky bezi, a v§imnime si dva
okamihy: ten, kedy prvykrat objavime x, a ten, kedy prvykrat objavime y. Ako spoznat ich
najblizsieho spolo¢ného predka z? Jednoducho: je to najvyssie polozeny zo vSetkych vrcholov,
cez ktoré sme prechadzali medzi objavenim z a y.

Ako nadm toto pozorovanie pomodze? Tak, Ze nasu tlohu ,najst najblizsieho spolo¢ného
predka v strome“ prevedieme na jednoduchs$iu tlohu ,néjst minimum v danom tseku pola‘“.

HIbkou vrcholu v nazveme dlzku cesty z v do korefia. Pocas prehladavania do hibky si
budeme pamiitat hibku vrcholu, v ktorom prave sme, a vyplnime dve polia: K (¢) bude vrchol,
v ktorom sme boli, ked bolo poéitadlo krokov na hodnote t, a H(t) bude hibka dotyéného
vrcholu. Navyse si ku kazdému vrcholu zapamiitame hodnotu pocitadla v okamihu, ked sme
don prvykrat prisli.

Ako teraz budeme hladat najblizSieho spoloéného predka? Na vstupe dostaneme vrcholy
x a y. Zistime si ¢asy kedy boli objavené a oznacime ich ¢; a {5 tak, aby t; < t5. Teraz uz
len staci najst také ¢ z intervalu od t; po to vratane, pre ktoré je hodnota H(t) najmensia.
Potom totiz, ako sme vyssie uviedli, plati z = K(¢).

Vo zvysku tohto vzorového riesenia budeme teda riesit tuto zjednodusent tulohu: ako
v poli H ¢o najrychlejsie hladat takéto minima.

Odbocka ¢islo 2: o chlp riesenie ako uz mame

V tomto okamihu vieme spravit nové riesenie. Toto potrebuje ¢as O(N) na predspraco-
vanie a O(log N) na zodpovedanie kazdej otazky: sta¢i nad polom H postavit intervalovy
strom, kde si v kazdom vrchole budeme pamiitat index minima v tseku, ktory danému vr-
cholu zodpoveda. Tento strom vieme vyrobit v linedrnom ¢ase a pomocou neho vieme najst
minimum Tubovolného tiseku v logaritmickom case.

http://www.ksp.sk/ksp2.0

Téato praca bola podporend Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na zéklade zmluvy ¢. LPP-0103-09



Treti pokus: predratanie O(N log N), odpoved’ v konstantnom d&ase!

Novy trik v tomto rieSeni: ked hladdme minimum intervalu a pri tom ho delime na
mensie kusy, tieto mensie kusy nemusia byt disjunktné — aj ked sa budu prekryvat, vsetko
bude v poriadku, minimum neméme ako minaf. MySlienkovo bude zvySok tohto riesSenia
podobny druhému pokusu o rieSenie. Ale nepredbiehajme, podme na to pekne postupne.

Pole H, v ktorom chceme hladat minimé, mé dizku 2N —1. Pre jednoduchsie vyjadrovanie
ozna¢me tito hodnotu M. (Vsimnite si, ze N a M st radovo rovnako velké, ked teda budeme
napr. hovorit ,linedrny“, je jedno, ¢i myslime zavislost ¢asu behu od N alebo od M.) Tiez
oznacme Z = |logy M |.

Pre kazdé m od 0 do M —1 a pre kazdé z od 0 po Z spocitame index I(m, z), na ktorom
sa nachidza minimum tseku, ktory za¢ina na pozicii m a mé dizku 2%. Inymi slovami, pre
kazdj mozny zaciatok najdeme minimum useku dizky 1, 2, 4, 8, atd.

Ako na to? Jednoducho. Na zaciatku uz priamo vieme tieto hodnoty pre z = 0, kedze
minimom tseku dizky 1 je jeho jediny prvok. A akondhle vieme vSetky minimé pre tseky
dlzky 2%, lahko v linedrnom ¢ase spo¢itame vsetky minimé pre tseky dizky 2511: Ked chceme
zistit I(m, z + 1), stac¢i sa pozriet na a = I(m,2) a b = I(m + 2%,2) a porovnat hodnoty
H(a) a H(b). (Slovne: interval dizky 2**! jednoducho rozdelime na dva intervaly dizky 2.
O kazdom z nich sme uz spocitali, kde ma minimum, takze uz len stac¢i tieto dve minima
porovnat.)

No a ako nam tieto tdaje pomo6zu? Teraz pride k slovu trik, ktory sme spominali na
zaciatku tejto Casti. Povedzme napriklad, Ze potrebujeme najst minimum tseku, ktory zacina
na pozicii m a mé dlzku 19. Na to sa staéi pozrief na dva tiseky: na tisek za¢inajici na pozicii
m s dlzkou 16 a (teraz to pride!) na tsek za¢inajici na pozicii m+ (19 — 16) = m+ 3 s dlzkou
16. Pre oba tieto tiseky méame poziciu minima predpocitand, a teda vSetko potrebné vieme
spravit v konStantnom case.

Uverili ste? Zle robite, odzubujem :-). Jeden drobny krok este nie je jasny: ako sa z ¢isla
19 dopracovat k ¢islu 16?7 Teda presnejsie, k hodnote z = 4, aby sme vedeli pozriet na spravne
miesto do predpocitanej tabulky?

Niektoré procesory na takéto operacie maju instrukcie, takze by sme sa mohli tvarit, ze
to v konStantnom case ide. My sme ale frajeri a na takéto sa odvoléavat nepotrebujeme —
namiesto toho si to predpocitame!

Ako by vyzeralo pole, kde je ku kazdej dlzke tiseku napisané to spravne z? Takto:

dlzka | 123456789 ...

z|011222233...

Hodnota 1 je v tiom 2X, hodnota 2 je tam 4x, hodnota 3 zase 8, atd. No a takéto pole
si Tahko na zadiatku vyplnime v linedrnom case a potom sa uz don staci len pozeraf.

Takze zhrnutie tohto riesenia:
e Prehladavanim do hibky zostrojime polia K a H.
e Predpoditame tabulku, ktort sme prave popisali.
e Predpocitame indexy I(m, z), kde st minimé tsekov dizky, ktora je mocninou dvoch.
e Kazdu otazku teraz zodpovieme v konstantnom case tak, ze najdeme spravne z a
pozrieme sa na nanajvys dve hodnoty v poli I(m, z).
NajpomalSou ¢astou predratania je spocitanie hodnét I(m, z), ktorych je O(N log N), a taka
je aj jeho ¢asova aj pamiitova zlozitost.

Ako zlepsit predratanie?
Predstavme si, Ze nase pole H, v ktorom hladdme minimé, nasekdme na tseky dlzky D.
Ked teraz dostaneme nejaky interval [¢,¢5], s dve moZnosti:
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e bud t; a t, lezia v tom istom tseku,

e alebo vieme interval [tq, to] rozdelit na koniec tseku kde lezi ¢, niekolko celych tisekov
a zaciatok useku kde lezi t5.
Prvou vecou, ¢o mozeme spravit, je pre kazdy tsek dlzky D néjst jeho minimum. Tieto
minim4 ulozime do nového pola H' dlzky M/D. Na toto ndm zjavne staci linearny éas.

V tomto poli H' budeme opit potrebovat vyhladédvat minima. PouZijeme nan teda pred-
spracovanie z predchadzajtceho riesenia. Kedze toto pole mé dlzku M /D, bude toto pred-
spracovanie trvat O((M/D)log(M/D)).

Teraz prichadza dolezité pozorovanie: hodnotu D, teda dizku tiseku, si my mozeme zvolit
ako sa nam paci. No a teraz vidime, Ze jedna vhodna moznost bude zvolit D radovo rovné
log M. Ked toto D dosadime do odhadu zlozitosti, zistime, ze dotyéné predspracovanie uz
bude maf casovi zlozitost linedrnu od M.

Zatial sme teda pouzili len linedrny ¢as a uz mame predpocitaného dost na to, aby sme
vedeli v konsStantnom ¢ase povedat minimum pre Iubovolny interval, ktory je tvoreny presne
niekolkymi celymi tisekmi. Zostdva ndm teraz doriesit otazky, ktoré celé lezia vnutri jedného
useku — ked budeme vediet v konstantnom ¢ase odpovedat aj na tie, uz sme vyhrali.

Jednou moznou cestou je vyuzit, ze H nie je len tak hocijaké pole: je to pole, ktoré
obsahuje hibky vrcholov pocas prehladavania do hibky. A teda kazda hodnota sa od pred-
chadzajucej lisi bud o +1, alebo o —1.

Ku kazdému tseku mozeme zostrojit postupnost D — 1 symbolov + a —, ktord popisuje,
ako sa hodnoty v ramci tiseku menia. No a len od tejto postupnosti zavisi, kde sa v nasom
useku nachéddza minimum.

Ak teraz naopak zvolime D dostatoCne malé, bude réznych typov tisekov rozumne malo.
Bude teda stacit, ked si pre kazdy tsek zapaméitame jeho typ a pre kazdy typ tseku pred-
pocitame odpovede na vsSetky mozné otazky.

No ale ¢o je to ,dostatoéne malé“? Aby fungoval predchadzajuci trik, potrebujeme D

.....

hodnota D = (log, M)/2.

Réznych typov tisekov je 2°~1. Pre toto D teda dostavame, Ze réznych typov tsekov je
radovo M2 = /M. No a pre konkrétny typ tseku lahko spocitame odpovede na vetky
mozné otazky v Case O(D?) = O(log? M). Dokopy nam toto predpoéitanie teda zaberie
O(VM log® M), ¢o je ete lepsie ako linearne od M.

A tym sme definitivne vyhrali — mame rieSenie, ktorému na predpocitanie staci Cas
linedrny od velkosti vstupu a néasledne vie na otazky odpovedat v konstantnom case. A lepSie
to uz zjavne nepdjde.

Par slov na zaver

Vylepsenie, ktoré sme si predstavili v ¢asti ,,Ako zlep$it predratanie?*, nema velky prak-
ticky vyznam — sice vedie k lepsej Casovej zlozitosti predratania, ale toto zlepsSenie sa pre
vstupy praktickej velkosti nestihne prejavif. Koniec koncov, ani rozdiel medzi konstantou
a logaritmom nie je az taky vyrazny, obzvlast nie v beznych tlohdch na praktickych st-
taziach. Takze uz rieSenie uvedené v ¢asti ,,Druhy pokus“ je velmi dobré a na praktickej
stutazi by pravdepodobne na plny pocet bodov stacdilo. Kedze je vSak tato tloha teoreticka,
par bodov navySe za lepsiu zlozitost bolo. Naopak, body ste stracali hlavne kvoli chybam
v odovzdanych programoch.

Z pedagogickych pri¢in uvaddzame predposledné riesenie — teda Cas predspracovania
O(Nlog N) a odpovedanie na otdzky v konstantnom case. Implementéaciu posledného rie-
Senia mozeme v pripade zaujmu zverejnit na webe.
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Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <cmath>
using namespace std;

class hrana {

public: int kam, kolko;

hrana(int a, int b) : kam(a), kolko(b) {}
};

int N, M, L;

vector< vector<hrana> > strom;

vector< vector<int> > kde_min;

vector<int> suma, vrchol, hlbka, cas, krok;
int teraz=0, hlboko=0;

void load () {
// macitame strom a inicializujeme polia
cin >> N;
strom.resize (N); suma.resize(IN); cas.resize(N) ;
for (int n=0; n<N-1; ++n) {
int x,y,d;
cin > x > y >> d;
strom [x] . push_back( hrana(y,d) );
strom [y] .push_back( hrana(x,d) );

}

void dfs(int kde, int rodic) {
cas[kde] = vrchol.size();
sumal[kde] = teraz;
++hlboko;
vrchol.push_back (kde) ;
hlbka.push_back (hlboko) ;
for (unsigned i=0; i<stroml[kde].size(); ++i) {
int kam = strom/[kde] [i] .kam, kolko = strom[kde] [i] .kolko;
if (kam == rodic) continue;
teraz += kolko;
dfs(kam,kde) ;
vrchol.push_back (kde) ;
hlbka.push_back (hlboko) ;
teraz -= kolko;
}
--hlboko;
}

void predrataj() {

// predratame minima pre useky dlzky 271

M = hlbka.size();

L =2 + int(log(1.*N)/log(2.));

kde_min.resize(L, vector<int>(M));

for (int m=0; m<M; ++m) kde_min[0] [m] = m;

for (int 1=1; IKL; ++]) for (int m=0; m<M; ++m) {
int a = kde_min[1-1] [m];
int tmp = m + (1<<(1-1));
int b = tmp<M ? kde_min[l-1] [tmp] : a;
kde_min[l] [m] = hlbka[al<hlbkal[b] ? a : b;
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// pre kazdu dlzku useku predratame spravnu mocninu 2
krok.resize(2,0);
int davam=1, kolko=2;
while (krok.size() < hlbka.size()) {
for (int i=0; i<kolko; ++i) krok.push_back(davam) ;
++davam; kolko*=2;

}

int minimum (int t1, int t2) {
if (1 > t2) swap(t1,t2);
int d = t2 - t1 + 1;
int 1 = krok[d], zl1 = tl1, z2 = t2 - (1<<1) + 1;
int a = kde_min[1][z1], b = kde_min[l] [z2];
return hlbkalal<hlbkal[b] ? a : b;

}

int main() {
load ) ;
dfs(0,0);
predrataj();
int x,y;

while (cin >> x > y) {
int z = vrchol[ minimum( cas[x], casly] ) 1;
cout << (sumalx] + sumaly] - 2*sumalz]) << endl;

, . opravoval Zemco
10. Tuazba po majetku (max. 25 bodov)

Pocet rieseni v tejto tlohe ma sklamal, pretoze tento priklad bol na pomery tloh s ¢islom
10 lahky a navySe existovalo uplne jednoduché riesenie s ¢asom O(NM) — pre kazda ne-
hnutelnost jednoducho prejst vSetky naroky a zistit, ¢i do nich patri. Toto rieSenie sa d&
naprogramovat na tri riadky a bolo by ohodnotené priblizne désmimi bodmi. To je celkom
vyhodny pomer %, nie? V dalsom budeme nehnuteosti nazyvat bodmi (ich pocet je

M) a naroky oblznikmi (ich pocet je N).

Botanicka zahrada

Existuje velké mnozstvo rieSeni s lep§im ¢asom ako priamociary vypocet v odstavci vys-
Sie. Velmi struéne pre zaujimavost popiSeme zopéar takzvanych taZkych kladiv. Niektoré sice
presahuji ramec stredogkolskych stutazi, ale sme vo vzoraku tyce a preto nejaké poriadne né-
radie nezaskodi. Kto chce, moze tuto ¢ast preskocit. Nase vzorové rieSenie, ktoré je popisané
nizsie, je technicky menej naroc¢né.

Jednou z alternativ bolo pouzif takzvany Quadtree. Je to strom, v ktorom ma kazdy
vrchol Styroch synov a dal by sa nazvat najpriamociarejsim rozsirenim klasického intervalo-
vého stromu (pozri sekcia nizsie) do dvoch rozmerov. Nech pracujeme s oblastou, ktord ma
stvorcovy tvar. Kazdy vrchol tohto stromu prislicha nejakej podcasti tejto oblasti.

Koren zodpoveda celej uvazovanej oblasti. T mozeme rozdelit na dve rovnako velké
polovice podla zvislej ¢iary a kazda z nich na dve polovice podla vodorovnej. Dostavame 4
Stvorcové oblasti, kazdl so Stvrtinovym obsahom pévodneho tizemia. Prave toto budu oblasti
zabrané potomkami korena. Obdobne na stvrtiny sa deli aj izemie tychto potomkov. Takto
strom pokracuje dalej az na $tvorcové tizemia s nejakou konstantnou malou velkostou.
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Nas algoritmus by tato datova struktiru vyuzil tak, Zze najprv by si do nej zaznamenal
kazdy obdlznik postupnym rekurzivnym prechodom od korefia k listom. Ak by pre nejaky
vrchol zistil, Ze celd oblast pod nim patri do daného obdlznika, uz by nesiel hlbsie, ale
zaznamenal by si to v pocitadle v tomto vrchole. Potom by sa pre kazdy bod dokazal zo
stromu v ¢ase imernom vyske stromu (to je, hrubo povedané, logaritmus od velkosti izemia)
dozvediet odpoved.'?

V tejto tlohe mohol posluzit aj dvojrozmerny intervalovy strom. Kto netusi, o ¢om by
mohla byt re¢, mal by si najprv preéitat sekciu nizsie o oby¢ajnom intervalovom strome. Velmi
struéne povedané, k stiétovému intervalovému stromu existuje jeho finsky variant, ktory sa
implementuje a reprezentuje trosku ina¢. Jeho vyhodou je napriklad poloviénd pamiitova
zlozitost a velmi kratky kéd. No a tento diabolsky Fin sa velmi jednoducho rozsiruje do
Tubovolného poc¢tu rozmerov. Dostaneme tak datova Struktiru, ktord ndm umoziuje vediet
efektivne povedaf stcet prvkov nejakej obdlZnikovej podé¢asti dvojrozmerného pola a tieZ
efektivne menit hodnoty na jednotlivych polickach.

RiesSenie tohto problému by najprv precislovalo stradnice na c¢isla z mensieho rozsahu
(pozri nizsie). Potom by vlozilo obdlzniky do stromu a nasledne by dokazalo v dobrom
¢ase zistif pocet obdlznikov pre dany bod. Ak ¢itatel nevie, ako by vyzeralo vloZenie hranic
obdlznika do stromu, potom by si mal preéitat vzorové riesenie nizsie, kde sa rovnaka trikova
myslienka pouziva v jednorozmernom intervalovom strome. Oproti vzorovému rieseniu ma
ale pouzitie dvojrozmerného finskeho stromu trosku horsi ¢as — O((N + M)log?(N + M))
a aj horsiu pamit O((N + M)?). Oproti inym rieSeniam v tomto prehlade mé vsak jednu
velkl vyhodu — jeho implementécia je dost kratka.

Mimochodom, tato variacia intervalového stromu je vo svete znama pod menom Fenwick
Tree a privlastok finsky dostala vdaka IOI 2001 vo Finsku, kde sa objavila ako vzorak k jedne;j
ulohe a tak sa dostala intenzivnejsie do povedomia.

Jednou z moznosti bolo pouzit myslienku z datovej truktiry s menom KD-strom.!! Je
to binarny strom, ktory vo vSeobecnosti sltizi na uchovavanie mnoziny bodov v priestore
s lubovolnym rozmerom. V naSom pripade sa pohybujeme v rovine. Kazdy vrchol tohto
stromu zahftia niektort stvisli podoblast uvazovanej oblasti.

V koreni s v8etky body. Celd rovinu mézeme rozdelit na dve polovice podla lubovolne;
priamky rovnobeznej s osou x, pricom niektoré body budi patrif do jednej casti a niektoré
do druhej. Prave tieto dve ¢asti budu dvaja synovia korena, ktori sa nésledne rozdelia podla
priamky rovnobeznej s osou y. Nemusia si zvolit rovnak(i priamku. Deti synov si znova
rozdelia body v sebe podla nejakej priamky rovnobeZnej s osou = a takto sa postupuje az
dovtedy, kym vrchol stromu neobsahuje len jeden bod a vtedy ostéva listom.

V tejto datovej struktire sa teda strieda delenie oblasti podla dvoch rozmerov. Ak delime
body rozumne (napriklad podla medidnu na polovice), potom je strom relativne plytky
a stava sa efektivnym nastrojom pri navrhu réznych algoritmov.

Tobias tuto myslienku skombinoval s dvojrozmernym intervalovym stromom. Najprv si
precislujeme stradnice (pozri nizsie) a potom skonstruujeme strom, v ktorom mé koreti pod
sebou cely uvazovany Stvorec, jeho synovia dve polovice podla osi x, synovia tychto synov
polovice podla osi y a tak dalej, az kjm nie je vrchol len jedno policko. Cely strom mé hibku
O(log(N + M)) a aby sme sa vyhli velkej pamétovej naro¢nosti, budeme strom budovat
dynamicky — vrchol vznikne a bude udrzovany v pamiiti len vtedy, ak bola oblast stcastou
nejakého obdlznika. Takychto vrcholov bude najviac O((N log(N + M)), ¢o je o dost menej
ako teoretickych O((N + M)?). Na zaciatku si vlozime obdlzniky a potom dokaZeme pre
jednotlivé body rychlo cestovanim od koretia k listom zistit, do kolkych oblznikov patria.

10Zvedavy citatel moze najst trosku viac napriklad na adrese http://en.wikipedia.org/wiki/Quadtree.

Mhttp://en.wikipedia.org/wiki/Kd-tree
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Intervalovy strom

V tejto sekcii si popiseme datovi Struktiru s ndzvom intervalovy strom, ktora je o dost
jednoduchsia ako tie v prehlade vyssie. Kto sa uz s intervalovymi stromami stretol, moze
samozrejme tieto odstavce preskocit.

Uvazujme jednoducht tlohu: majme dané pole A, ktoré méa dlzku N a v ktorom si
celé cisla. Radi by sme navrhli algoritmus, ktory by mal na vstupe dva typy poziadaviek:
povedat sucet lubovolného stivislého podintervalu tohto pola a menif hodnoty v poli. Tieto
poziadavky sa na vstupe moézu vselijako striedat a kazdd musime spracovat v redlnom case
bez informéacie o nasledujtcich poziadavkach. Cas O(IN) na operaciu je prilis velky a preto
chceme obidve poziadavky riesit v ¢ase O(log N).

Pre jednoduchost dalsich ivah zvic¢Sime najskor pole A tak, aby jeho velkost bola najb-

.....

zlozitosti vysledného algoritmu sa to neodrazi. Nech odteraz N = 2% je dlzka predlzeného
pola. Novi ¢ast pola doplnime nulami a nebude pre nas vobec dolezita.

Predstavme si, ze nad polom A vybudujeme Uplny bindrny strom. Jeho listy budu zod-
povedat jednotlivym polickam pola A, kazdy vyssi vrchol tohoto stromu bude zodpovedat
nejakému intervalu v poli A (presnejsie bude zodpovedat polickam uréenym listami z jeho
podstromu). V kazdom vrchole stromu si budeme pamétat stcet ¢isel v prislusnom intervale
pola. Takejto datovej Struktire budeme hovorit intervalovy strom.

V najspodnejsej vrstve nasho stromu je N vrcholov, vo vyssej ich je N/2, v tretej odspodu
N/4, atd. V celom nasom strome je teda 2N — 1 vrcholov, preto budeme potrebovat na jeho
zapaméitanie pamét velkosti O(N).

Co sa stane s nasim stromom, ked zmenime hodnotu prvku A[j]? Musime zmenit zapa-
métané hodnoty pre vSetky intervaly, ktoré zmeneny prvok obsahuju. Tie ale zodpovedaju
prave vrcholom na ceste z j-teho listu do korena. Je ich teda K + 1 = O(log N). Zmenit
hodnotu v poli A teda vieme v logaritmickom case.

http://www.ksp.sk/ksp2.0
Téato praca bola podporend Agentirou na podporu vyskumu a vyvoja na zdklade zmluvy ¢.
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Pocitanie suctu.

Este ostava ukézat, ako pomocou nésho stromu odpovedat na otézky o su¢toch. RieSme
najskor jednoduchsiu tlohu: Akt hodnotu ma sucet S(z) = A[1]+ ...+ A[z]? Pozrime sa do
korenia nasho stromu. St dve moznosti: Ak interval od 1 po z lezi cely v Tavom podstrome,
zavolame sa rekurzivne nan. Ak nie, tak tento interval zabera cely Tavy podstrom a kisok
pravého. Tak zoberieme sucet vSetkych poli¢ok v lavom podstrome (ten méme spocitany
v favom synovi) a rekurzivne sa zavolame na pravého syna a zvysok intervalu.

Takto postupne v nasom strome schiadzame dole po ceste od korena do z-teho listu, na
kazdej urovni urobime len konstantny pocet operacii. Preto pre Tubovolné x vieme hodnotu
S(z) spocitat v ¢ase O(log N). To je ale vSetko, ¢o potrebujeme vediet — totiz Alx] + ...+
Aly] = S(y) — S(z — 1) (pricom definujeme S(0) = 0).

Najjednoduchs$ou implementéciou intervalového stromu je ulozit ho v jednom poli, po-
dobne ako haldu. Teda synovia vrcholu x st na polickach 2x a 2x + 1, pévodné pole A zacina
na pozicii N. Tento typ intervalového stromu nazveme stucétovy. Citatel moze sdm popremys-
lat, ako by fungoval minimovy a maximovy intervalovy strom a na ¢o by bol dobry.

Riesme este jednu tlohu. Mame dant dlha ¢iselnt os a na nej mame vyznacené uzavreté
intervaly, ktoré zacinaju a kond¢ia v prirodzenych ¢islach a vselijako sa mozu prekryvat. Radi
by sme navrhli algoritmus, ktory bude spracovavat dva typy poziadaviek:

1. Pre dané prirodzené ¢islo na osi povedat, v kolkych intervaloch sa nachddza (do intervalu
sa ¢islo pocita aj ked je v koncovom bode).
2. Pridat novy interval alebo odobraf existujuci.
Nech N je najvicsie ¢islo, ktoré sa nam pri poziadavke hociktorého typu vyskytne. Isto si
viete predstavit trividlne algoritmy, ktoré by prvi tlohu riesili v konsStantnom ¢ase a druht
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v linedrnom od N, pripadne opacne. Pre nés je ale linedarny c¢as opéif prilis velky a preto
chceme rieSenie, ktoré najde rovnovahu a obe poziadavky bude riesit v logaritmickom case.
Na to ndm moze opif posliuzit suctovy intervalovy strom. Pole, nad ktorym postavime tento
strom, znovu oznac¢ime A. Bude dlhé N a jeho jednotlivé policka budu potencidlne otazky
alebo zaciatky a konce intervalov.

Do intervalového stromu si budeme znadit zaciatky a konce intervalov. Co by sa stalo,
keby sme pre kazdy interval <a,b> zvysili o 1 hodnotu v poli na policku s indexom a?
Potom by bol pre bod X stucet S(X) = A[1l] + A[2] + ...+ A[X] vlastne pocet intervalov,
ktoré zacali pred bodom X alebo presne v tiom. To uz pripomina Zelant hodnotu. AvSak
niektoré intervaly mohli pred bodom X aj skoncéit. Preto si eSte ozna¢ime aj koniec intervalu
— hodnotu A[b+ 1] znizime o 1 (v poli A mdzu byt aj zdporné hodnoty). Potom bude platit,
ze S(X) je pocet intervalov, ktoré do bodu X uz zacali, ale eSte neskonéili. Ak je na zaciatku
pole A inicializované na nuly (na osi nie st ziadne intervaly), potom po zodpovedajicej
uprave pola pre interval <a,b> dostaneme S(0) = S(1) = ... = S(a—1) =0, S(a) =
Sa+1) =... =80b)=1aS80b+1) =... S(N) = 0. Takze stcet je jedna presne
pre body, ktoré patria do intervalu. Takymto spésobom jednoducho pomocou dvoch tprav
stromu dokaZeme interval nielen pridat, ale ho aj odobrat. Pri odoberani hodnoty upravime
obratene — prva znizime a druhi zvysime.

Precislovanie sturadnic

Uvazujme jednoduchy problém — sme organizatori velkej hostiny a ¢akdme N priatelov.
Kazdy priatel pride na svojom aute a my vieme, Ze su vSetky velmi krasne a hodnotné. Pred
nasou vilou mame presne N parkovacich miest v jednom dlhom rade. Z cirej roztopase by
sme cheeli, aby boli autd po prichode nasich priatelov zoradené a zaparkované podla ceny.
Problém ale je, Ze priatelia prichddzaji po jednom a my dopredu nevieme, kde je podla
usporiadania ich parkovacie miesto. Ak vyberieme ndhodné, je velmi pravdepodobné, Ze sa
dany host bude musiet neskor prestavat (napriklad preto, lebo pride nec¢akane vela drahsich
alebo lacnejsich dut). Je teda nemozné kazdému priatelovi pri prichode povedat, kde bude
jeho parkovacie miesto.

Co ak by ale boli ceny aut jeden milién, dva miliény, tri miliény, ..., N miliénov? Ak
by to tak bolo a my sme tuto informéaciu dopredu vedeli, potom by sme to mali lahké — ked
by prisiel host s autom s hodnotou ¢ miliénov, potom by sme ho nasmerovali na parkovacie
miesto, ktoré je i-te v poradi od toho konca, kde bude lazer s najlacnejsim autom. Vsimnite
si, Ze tato informécia nam vlastne dopredu hovori, kolké auto podla ceny prichadza.

Co ak mame ndhodou dopredu zoznam hodnét dut aj s cenami, ktoré ale nie stt ndsobkami
miliéna? Ak by sme dokézali kazdému autu priradif jeho poradie od 1 po N, potom by sme
dokéazali prichddzajicich hosti bezpecéne nasmerovat na prislusné parkovacie miesto a mali
istotu, Ze nebudeme musief nikoho neskoér ziadat, aby si svojho tatosa preparkoval.

Formulujme si teda eSte raz tlohu: mame danych N réznych celych ¢isel. Chceli by sme
im priradit ¢isla od 1 po N tak, aby priradenie zodpovedalo usporiadaniu. Ak dané priradenie
ozna¢ime ako f, potom musi platit, Ze ak vezmeme ¢isla = a y zo vstupu, potom f(z) < f(y)
vtedy a len vtedy, ak = < y.

Najjednoduchsou moznostou, ako toto dosiahnut, je jednoducho ¢isla utriedit a kazdému
priradif nové ¢islo podla poradia v utriedenom poli. Casové zlozitost tohto preéislovania je
teda O(N log N) a lepsie to nejde.'? Precislovanie mdzeme prirodzene rozsirit aj na pripad,
v ktorom vstupné ¢isla nemusia byt rozne. Vtedy navySe pozadujeme, aby povodne rovnaké
¢isla obdrzali rovnak hodnotu. V takom pripade teoreticky nemusime pouzif pri preéislovani
vSetkych N novych hodnét, ale moze ndm stacit mene;j.

2Mozno viete, ze ak chceme triedit, tak sa nam to vo véeobecnosti nemoze podarit lepsie ako v case O(N log N).
Na domécu ulohu si mozete premysliet, preco to nejde ani pri tlohe preéislovania. Ako pomdcka vdm moze posluzit
prave spomenuty fakt, ze precislovanie velmi tizko savisi s triedenim.
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Trik preéislovania vyuzijeme aj v nasej tlohe s bodmi a obdlZnikmi. Neskér vysvet-
lime, na ¢o nam to bude dobré. Teraz si len povedzme, ze ak hodnoty siradnic na vstupe
precislujeme a situdciu si nakreslime nanovo, potom sa nam uréite nezmeni odpoved.

Budeme preéislovavat stradnice obdlZnikov aj bodov spolu. A budeme preéislovavat
stiradnice = a y zvlast. Ak teda napriklad mame odlZnik s protilahlymi rohmi [—1,2] a [4, 3]
a bod [2, 3], potom po precislovani dostaneme situaciu s obdlznikom s rohmi v [1,1] a [3, 2]
a bodom [2, 2]. V8imnite si, ze patri¢nost bodu do obdlznika sa ndm nezmenila a rovnako sa
nam nezmenil ani fakt, Ze bod lezi na hrane obdlznika.

Podme si ukazat, Ze je to naozaj tak vzdy. Uvazujme bod [a, b] a obdlZnik s rohmi [z, 1]
a [29,92]. Predpokladajme, ze 1 < =2 a y1 < y2. Ak bod patril do obdiznika, potom nutne
1 < a a zaroveni a < 5. AvSak ak preéislujeme hodnoty z1,a,xs, potom sa nam tieto
nerovnosti urc¢ite nepokazia. NavySe, po precislovani nastane pripad rovnosti prave vtedy, ak
boli ¢isla rovné aj pred precislovanim. Kedze analogicky plati aj tvrdenie pre y stradnicu,
potom dostavame, 7e bod patri do obdlznika po preéislovani prave vtedy, ak tam patril aj
pred precislovanim. VSimnite si, Ze plati aj fakt, Ze dva body st totozné pred precislovanim
prave vtedy, ked s totozné po tiom.

RieSenie zametanim

Zametanie je velmi uzitoéna a obliibena technika pri rieseni réznych tloh.!® Vsetci sme
sa istotne stali v mladosti alebo detstve obetami rodi¢ovskych prikazov a museli doma nieco
pozametat.

Hlavna myslienka je nasledovna: ked zametdme miestnost, postupujeme systematicky
z jednej strany do druhej a postupne rozsirujeme uz pozametani cast dlazky. T4 je navySe
v kazdom momente savisla. Algoritmy zalozené na zametani tiez systematicky (napriklad
sprava dolava) spracovavaju situaciu. Schéma navrhu zametacich algoritmov vyzera takto:

1. Ujasnime si, akym spdsobom (smerom) chceme situaciu zametat. Tento krok byva s
istymi skisenostami s ndvrhom zametacich algoritmov lahky a priamociary.

2. Definujeme si takzvané udalosti — momenty, kedy sa nam pri systematickom prechode
deje nieco zaujimavé. Udalostiam sa niekedy hovori eventy.

3. Navrhneme interntt datova Struktiru, ktord ndm umozni ziskavat odpoved na otazky
a bude sa lahko menit.

4. V prechode potom udalosti spracovavame v systematickom poradi.

Ak ste tejto schéme prilis neporozumeli, tak to urcite bude lep$ie po precitani zvysku vzoraku.
Zametaci algoritmus je vhodny vtedy, ak vieme eventy spracovavat rychlo. Nage rieSenie
zacne tak, Ze si najprv preéisluje stradnice bodov aj obdlznikov. Teraz teda predpokladame,
ze hodnota kazdej stradnice je najviac N + M. Budeme postupovat po tizemi zlava doprava
a postupne zistovat pre body, v kolkjch obdlznikoch lezia.

13Po anglicky sa algoritmu s technikou zametania hovori sweep line algorithm.
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Nasim eventom bude vyskyt bodu. Okrem toho bude eventom zaciatok alebo koniec
obdlznika. Budeme postupovat podla rasticej stradnice z. To znamen4, ze ak budeme mat
obdlznik s rohmi [0,0] a [2,3] a bod [3, 0], dostaneme tri eventy: jeden na stiradnici 0, druhy
na stradnici 2 a treti na stiradnici 3. Pri rieseni bodového eventu budeme pomocou datovej
strukttry hladat odpoved na otézku, v kolkgch obdlZnikoch lezi a pri obdlznikovych udalos-
tiach budeme menit tdaje v datovej strukttre. Asi neprekvapi, Ze touto datovou Struktirou
bude intervalovy strom.

Pozrime sa na situaciu zboku v smere zametania — oto¢me sa smerom rastu osi z do
nekonec¢na. Teraz sa na obdlzniky mézeme divat ako na intervaly. Pri tomto pohlade totiz
zanedbavame ich z-ovy rozmer a vidime len ten y-ovy. Ak je na ploche obdlZnik s protilahlymi
rohmi [3,1] a [6, 3] a druhy s rohmi [2, 2] a [5, 6], tak z tohto pohladu vidime dva intervaly:
jeden medzi <1,3> a druhy medzi <2,6>. Ak by sme uvazovali bod [4, 2], tak ten by patril
do oboch obdlznikov, pretoze patri do oboch uvedenych intervalov. Avsak bod [4, 4] by patril
len do druhého obdlznika.

7 tejto perspektivy teda pracujeme s intervalmi a pytame sa, do kolkych z nich patria
body. Tomuto prikladu zodpoved4 obrazok vyssie. A ¢o sa stane, ak budeme prechadzat cez
obdlZnikovy event? No predsa nejaky interval pribudne alebo ubudne. No a teraz by to uz
malo byt zrejmé a priamociare pouzitie intervalového stromu podla predchidzajtcej sekcie.

Zhrnime si ¢innost algoritmu. Najprv si vytvori N 4+ 2M eventov. Pri bodovych udalos-
tiach si musime pamiitaf &islo bodu, ktorému event patri, a y-ovt stradnicu. Pri obdlzni-
kovich eventoch si musime pamiitat dve y-ové stradnice — kde obdlZnik za¢ina a kde konéi
v y-ovom rozmere (kolmy na smer zametania).

Vsetky udalosti utriedime podla x-ovej stradnice — toto bude poradie, v akom ich bu-
deme spracovéavat. V pripade rovnosti treba najskor spracovat udalosti, pri ktorych zac¢inaji
obdlZniky, potom bodové eventy a potom tie, kde konéia obdlzniky. Totiz, ak nejaky bod je
na hrane obdlznika, ktory prave zac¢ina alebo konéi, potom do neho este patri. Spracovavajme
teraz eventy jeden po druhom:

1. Mame event zadiatku obdlZnika s horizontdlnymi hranicami yi,y.. V strome zvysime

hodnotu v liste y; o 1 a v liste yo + 1 znizime o 1.

2. Mame event bodu s stiradnicou y. Zo stromu zistime sticet hodno6t na polickach 1 az y.
3. Mame event konéiaceho obdlznika s horizontalnymi hranicami ¥y, 4. V strome zniZime

hodnotu v liste y; 0 1 a v liste y + 1 zvySime o 1.

Teoreticky nam stacilo precislovat stradnice v rozmere y. Toto precislovanie nadm sposobilo,
ze velkost stromu sta¢i nastavit rddovo O(N + M), pretoze také st hodnoty y, s ktorymi
pracujeme pri eventoch.

A aké je ¢asova zlozitost? Oznacme K = N + M. Precislovanie nas stoji O(K log K)
a utriedenie eventov O(K log K). Spracovanie jedného eventu Iubovolného typu nas stoji
O(log K) a celkovy pocet eventov je O(K). Celkovy ¢as rieSenia je teda O((N + M) log(N +
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M)) a paméfové naroky sa O(N + M). Nas kéd je sice celkom dlhy, ale nie je prilis zlozity.
Sklada sa z kratkej Casti precislovania, kratkej Casti implementacie intervalového stromu
a zvlast jednoduchej implementacie samotného zametania.

Listing programu:

#include <iostream>
#include <vector>
#include <queue>
#include <algorithm>
using namespace std;

typedef pair<int,int> bod;
//typ - 0 - zaciatok obdlznika, 1 - otazka, 2 - koniec obdlznika
//poziadavka je cislo objektu, ktoreho sa udalost tyka. potrebne pre vystup
typedef struct{

int typ, x, yl, y2, poziadavka;
} udalost;

//porovnavac udalosti. vrati true, ak je a skor ako b
bool comp(udalost a, udalost b){

if (a.x > b.x) return false;

if (a.x < b.x) return true;

return a.typ < b.typ;
}

int N, M, pocetlistov;

//vstup. hranice obdlznikov a vyznamne objekty
vector<bod> poziadavky, uzemial, uzemia2;
vector<udalost> udalosti;

//intervalovy strom a pole na vysledok
vector<int> strom, vysledok, X, Y;

void vlozudalost(int x, int yl, int y2, int typ, int poziadavka){
udalost u;
u.X = X;

u.yl = yl;

u.y2 = y2;

u.typ = typ;

u.poziadavka = poziadavka;
udalosti.push_back(u) ;

}

//inicializuje intervalovy strom
void init(int listov){
int K = 1;
while (K < listov) Kx*x=2;
strom.resize (K*2,0) ;
pocetlistov = K;
}

//rekurzivna funkcia vrati sucet intervalu [1,pokial].
//prve tri parametre su vrchol a interval, ktory pod nim lezi
int sucet(int vrchol, int vrcholodkial, int vrcholpokial, int pokial){
//cely interval pod tymto vrcholom je v dotazovanom intervale
if (pokial >= vrcholpokial) return strom[vrchol];
int vratim = 0;
int stred = (vrcholpokial + vrcholodkial)/2;
if (pokial > stred) vratim += sucet(vrchol*2+1, stred+1, vrcholpokial, pokial);
vratim += sucet(vrchol*2, vrcholodkial, stred, pokial);
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return vratim;

}

//procedura upravi hodnotu v liste a zodpovedajuco aj cely strom
void uprav(int list, int zmena){
int w = pocetlistov+list-1;
while(w >= 1){
strom[w] += zmena;
w/=2;

}

//metoda precisluje suradnice z lubovolnych na hodnoty od 1 do najviac 2N+M
void precislujO{
for(int i=0; i<N; i++){
X.push_back(uzemiall[i] .first) ;
X.push_back(uzemia2l[i] .first) ;
Y .push_back(uzemial [i] .second) ;
Y .push_back(uzemia2[i] .second) ;
}
for(int i=0; i<M; i++){
X.push_back(poziadavky [i] .first) ;
Y .push_back(poziadavky [i] .second) ;
}
sort(X.begin(), X.end());
sort (Y.begin(), Y.endQ);
//v utriedenom poli binarnym vyhladavanim najdeme miesto vyskytu danej hodnoty
//nova hodnota je rozdiel medzi miestom zaciatku pola a najdenym pointrom
for(int i=0; i<N; i++){
uzemial[i] .first = (int) (lower_bound(X.begin(), X.end(), uzemiall[i] .first) -
X.begin())+1;
uzemia2[i] .first = (int) (lower_bound(X.begin(), X.end(), uzemia2l[i] .first) -
X.begin())+1;
uzemial [i] .second = (int) (lower_bound(Y .begin(), Y.end(),
uzemial [i] .second) - Y.begin())+1;
uzemia?2[i] .second = (int) (lower_bound (Y .begin(), Y.end(Q),
uzemia?2[i] .second) - Y.begin())+1;
}
for(int i=0; i<M; i++){
poziadavky[i] .first = (int) (lower_bound(X.begin(), X.end(),
poziadavky [i] .first) - X.begin())+1;
poziadavky[i] .second = (int) (lower_bound (Y .begin(), Y.endQ,
poziadavky[i] .second) - Y.begin())+1;
}
}

int main(){
cin >> N >> M;
poziadavky .resize (M) ;
uzemial .resize(N) ;
uzemia2.resize(N) ;
for(int i=0; i<N; i++){
cin >> uzemiall[i].first >> uzemiall[i] .second;
cin >> uzemia?2l[i].first >> uzemia2[i] .second;
//uistime sa, aby prvy bod obdlznikov bol ten s mensou = aj y
if (uzemiall[i].first > uzemia2[i].first){
int t = uzemiall[i] .first;
uzemial[i] .first = uzemia?2[i] .first;
uzemia?2[i] .first = t;
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if (uzemiall[i] .second > uzemia?2[i] .second){
int t = uzemiall[i] .second;
uzemial [i] .second = uzemia2[i] .second;
uzemia?2[i] .second = t;
}
}
for(int i=0; i<M; i++){
cin >> poziadavky[i].first >> poziadavky[i] .second;
}
precisluj();
for(int i=0; i<N; i++){
vlozudalost (uzemial [i] . first, uzemial[i].second, uzemia2[i].second, 0, -1);
vlozudalost (uzemia2[i] . first, uzemaiall[i].second, uzemia2l[i].second, 2, -1);
}
for(int i=0; i<M; i++){
vlozudalost (poziadavky [i] .first, poziadavkyl[il.second, -1, 1, i);
}
sort (udalosti.begin(), udalosti.end(), comp);
//inicializacia intervaloveho stromu
init(N + M + 2);
vysledok.resize (M, 0) ;
for (int i=0; i<udalosti.size(); i++){
//spracovavame zaciatok obdlznika
if (udalostilil.typ == 0){
uprav (udalosti[i].y1, 1);
uprav (udalosti[i] .y2+1, -1);
}
//spracovavame otazku, v kolkych obdlznikoch je bod
if (udalostil[il.typ == 1) vysledok[udalostili] . poziadavkal = sucet(1l, 1,
pocetlistov, udalostili].y1);
//spracovavame koniec obdlznikov
if (udalostili] .typ == 2){
uprav (udalosti[i] .y1, -1);
uprav (udalosti[i] .y2+1, 1);
}
}
for(int i=0; i<M; i++) cout << vysledok[i] << endl;
return 0;
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Vysledkova listina po 1. kole kategérie KSP-Z
Chyba stbor Z!!!

Vysledkova listina po 1. kole kategorie KSP-O
Chyba stbor O!!!

Vysledkova listina po 1. kole kategérie KSP-T

Chyba subor T!!!
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